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LOI NOI PAU

Cac em hoc sinh, quy thay, c6 gido va phu huynh than mén!

Todn 12 - Cung khdm phd la mét su ti€p néi nhitng cuén sach gido khoa Toan ciing b6
da c6 & cac 16p duéi, dugc bién soan nham dap tng yéu cau déi mai ndi dung cling nhu
phuang phap day - hoc, hudng téi muc tiéu chudn bi cho hoc sinh hoa nhap tét véi
xa hoi hdm nay va ngay mai. Sach dugc bién soan theo tinh than ké thira nhiing yéu t6
tich cuc clia cac bd sach gido khoa Viét Nam thai ki truéc day, dong thoi khai thac
¢6 chon loc kinh nghiém qudc té vé phat trién tai liéu hoc tap hién dai va van dung
nhiing li thuyét day hoc dang dugc thira nhan rong rai trén thé gigi.

Théng qua cac muc Mé ddu chuong, Khéi déng, Hoat déng, Luyén tdp - Vdn dung hay
Em c6 biét, sach gido khoa Todn 12 - Cling khdm phd két néi toan hoc véi cudc song
ciing nhu cadc mén hoc khac, gitp d& va khuyén khich hoc sinh (tng dung kién thtic
thu nhan dugc vao viéc gidi quyét nhiéu van dé thudc nhing linh vuc khac nhau.
VGi phuong thic trinh bay da dang, cac hoat dong xuyén su6t Todn 12 - Cling khdm phd
viia tao diéu kién dé hoc sinh trai nghiém, kham pha, tu hoc, tu danh gia, vira cé cdu tric
thuan Igi cho gido vién t6 chic cac hoat déng day hoc, vira gitp phu huynh kiém tra
kién thuic cla cac em.

Pung nhu tén goi cla né, sach gido khoa Todn 12 - Cing kham pha gilp cac em
kham pha kién thic va cé thé van dung dugc nhirng khai niém tuéng chiing nhu
trlru tugng vao viéc gidi quyét nhiéu van dé clia khoa hoc va thuc tién.

Ban bién soan mong rang bo sach sé khaoi gagi niém vui va hiing thi cho cac em hoc sinh
trong qua trinh tim hiéu toan hoc. Chuc cac em kham pha dugc nhiéu diéu tha vi cha
thé gidi va nhan ra su hién dién khap nai clia toan hoc trong cuéc séng quanh ta.

Em hay gil gin sach can than dé st dung dugc lau dai nhé!



HUGNG DAN SU DUNG SACH

Cac chuang, bai ctia Toan 12 Tap 1 dugc trinh bay theo mét ciu tric thong nhat, gém cac muc:

1. Mé& dau chuong

Gidi thiéu chuong théng qua viéc thiét [ap su lién hé gilta ch dé ca
chuong vai cac tinh huéng thuc tién. Muc tiéu hoc tap cling dugc
néu trong dé muc nay.

2. Cac bai hoc: Méi bai hoc thudng dugc thiét ké véi cac phan:

Thudng la mét cau hoi hay mét tinh huéng tao déng co, dan dat

Khéi dong: hoc sinh vao bai hoc, dé réi sau d6 nhan ra (ing dung ctia kién thuic
dugc dé cap trong bai.
~ Thoéng qua trai nghiém, kham pha, hoc sinh tham gia vao viéc hinh
HOAT DONG gq ghié phé, he g .

thanh kién thic mdi, nhan ra Ung dung cuta kién thic dé trong
nhimng ng{ cdnh cu thé.

9 KIEN THUC TRONG TAM

Pugc dat trong khung mau véi biéu tugng béng deén, trinh bay
nhiing kién thic trong tdm cuta bai hoc.

Cung cap vi du ¢6 16i gidi dé minh hoa, gitp hoc sinh nhan thdy
cac y tudng hay lap luan toan hoc dugc dién dat ré rang va chinh

vibu xac bang ngdén ngii toan hoc nhu thé nao, kién thiic vira hoc c6 thé
dugc st dung ra sao.

LUYEN TAP Tao co héi cho hoc sinh st dung kién thic vira hoc vao viéc giai

L ’ quyét nhiing van dé cu thé cla toan hoc hay cta thuc tién, qua dé

VAN DUNG hinh thanh va phat trién cac ki nang gan vdi kién thic dang ban dén.

BAITAP

G6m mét hé théng bai tap tir don gian - ap dung truc ti€p cac khai
niém toan hoc viia dugc nghién cuiu, dén nhiing bai doi hoi viéc
van dung kién thiic toan hoc & muic dé cao hon vé lap luan, ki nang.
Nhiéu van dé thuc tién dugc dua vao, gilip hoc sinh nhan ra y nghia
cla kién thuc vira hoc.

3. On tap chuong

Qua hé théng bai tap 6n tap (tu luan va trdc nghiém), hoc sinh c6
thé kiém tra lai hiéu biét ciia minh vé céc khai niém va y tuédng
quan trong dugc nghién ctiu trong chuong, két néi chiing véi nhau
trong viéc gidi quyét nhiing van dé da dang.

Bén canh d¢, trong cac bai con c6 thém mot s6 dé muc bé trg sau day:

@ Ghicht /Luuy

Nhdn manh hodc mé
rong kién thuic, cha thich
nhitng théng tin quan
trong lién quan dén cac
khai niém cot 16i.

NHAC LAI

Nhéc lai nhiing khai
niém hodc dinh nghia
ma hoc sinh da hoc
trudc dé, tir d6 tao méi
lién hé gilra chung véi
cac chi dé dang dugc
nghién cuu.

®»THAO LUAN

Pit moét s6 cau héi
lién quan dén cac khai
niém ma hoc sinh dang
hoc nham thuc day su
tuong tac tich cuc, chu
dong gilta giao vién véi
hoc sinh va gilra hoc
sinh v&i nhau.

27EM CO BIET

Gigi thiéu mét so6
cau chuyén thu vi
vé toédn hoc, lich su
toan hoc va cac nha
toan hoc.
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Ung dung dao ham dé
khao sat va vé do thi cua

CH UGNG 1 ham so

G 16p 11, ta da biét khai niém dao ham. 4 Nhan biét dugc tinh dong bién, nghich bién,
Trong chuong nay, ta sé tim hiéu ung cuc tri ctla ham s6 dua vao dau ctia dao ham,
dung clia dao ham trong viéc xét moét bang bién thién hoac do thi va thé hién dugc
sO tinh chat quan trong cia ham s6 va trén bang bién thién;

d6 thi, chang han nhu tinh don diéu, ¢ Nhan biét dugc gia tri [6n nhat, nhd nhat ctia
cyc tri, gia tri nhé nhat, |<31n nhat,... ham s6 trén tap cho trudc va xac dinh dugc
hudng t&i viéc khao sét sy bién thién va gia tri ndy trong cac trudng hop don gian;
vé do thi ctia ham so, tirdo van dung 4\, piét dugc hinh anh hinh hoc cdia duding

vao giadi quyét mot s6 van dé thuc tién,

oo e e tiém can dung, tiém can ngang va tiém can
dac biét la cac van dé t6i uu.

xién cla dé thi;
¢ Khdo sat dugc su bién thién, vé dugc
dé thi ctla cacham sé y = ax® + bx’ + cx + d,
_ax+b  ax’+bx+c
ox+d 7 mx+n
dugc tinh doi xting ctia d6 thi cac ham sé nay;
¢ Vandung dugcdaohamvakhaosathamsé
dé giai quyét mot s6 van dé thuc tién.

va nhan biét



@ TiNH DON PIEU VA CUC TRI CUA HAM SO
«

Khai déng: Khi loai thuéc A dugc tiém vao bénh nhan, néng do
(mg/I) ctia thudc trong mau sau x phut (ké ti khi bat dau tiém)
dugc xac dinh bdi cong thuc:

Clx) = 30x .

x*+2
(Nguén: James Stewart, J. (2015). Calculus. Cengage Learning)

Dé& dua ra nhiing 1&i khuyén va cach xt i pht hgp cho bénh nhan, ta can tim khoang thai gian
ma nong dé ctia thudc trong mau dang tang.

0 Tinh don diéu ctia ham sé va dau cia dao ham

Trudc hét, ta nhac lai khai niém ham s6 déng bién, ham s6 nghich bién trén moét khoang (a; b):

- Ham s6 y = f(x) goi la dong bién (tdng) trén khodng (a; b) néu véi moi x,, x, € (a; b) ma
x, < x, thitacé flx,) < flx,).

- Ham s6 y = f(x) goi la nghich bién (gidm) trén khoang (a; b) néu véi moi x_, x, € (a; b) ma
x, < x, thita co fx,) > f(x).

Minh hoa vé dé thi: Ham sé déng bién

trén khoang (a; b) c6 doé thi la dudng

"dilén" tu trdi sang phai nhu Hinh 1.1a,

ham sé nghich bién trén khoang (a; b)

c6 d6 thi la dudng "di xuéng" tu trai

sang phai nhu Hinh 1.1b.

Hinh 1.1

HOAT PONG 1

Hinh 1.2 13 d6 thi (C) ctia ham s8 y = f(x) = %XZ +3.

a) Quan sat dé thi (C) va chira cac khoang déng bién,
nghich bién clia ham s6 da cho.

b) Xac dinh dau clia dao ham f'(x) khi x thudc cac
khodng d6ng bién, nghich bién & cau a.

X
c) Ghilai va hoan thanh bang bién thién sau: 3 4
X |—o0 0 +00 ol
f'(x) -30
X
f | _— T~ Hinh 1.2

Chuong 1+ UNG DUNG DAO HAM BE KHAO SAT VA VE PO THI CUA HAM SO



Téng quat, lién hé gilra ddu ctia dao ham va tinh déng bién, nghich bién clia mét ham s6
dugc cho bdi dinh li sau day:

2

Cho ham s6 y = f(x) c6 dao ham trén khoang (a; b), (c6 thé a la —oc; b 1a +0).
Néu f'(x) > 0 vGi moi x thudc (g; b) thi ham sé f(x) dong bién trén khoang (a; b).
Néu f'(x) < 0 véi moi x thudc (g; b) thi ham sé f(x) nghich bién trén khoang (a; b).

Luuy:

« Ngudi ta chiing minh dugc rang: Néu f(x) = 0 véi moi x € (a; b) thi f(x) khédng ddi trén (a; b).

« Tinh d6ng bién, nghich bién clia ham s6é dugc goi chung la tinh don diéu ctia ham sé.

- Tinh dong bién, nghich bién ctia ham sé trén khoang (g; b) dugc biéu dién bi bang bién thién
dugc minh hoa nhu Bdng 1.1.

Bdng 1.1
X a b b'¢ a b
f'(x) + f'(x) -
fog | ___——m~ fo | ——
a) Ham s6 déng bién trén khodng (a; b) b) Ham sé nghich bién trén khodng (a; b)

« K&t qua trong dinh li trén van dung khi ta thay khoang (a; b) bang moét doan hoac nira khoang.
Khi yéu cau xét tinh don diéu cia ham s6 ma chua chi rd khoadng (g; b), ta hiéu la xét tinh
don diéu trén tap xac dinh ctia ham sé do.

ViDU 1
Xac dinh cac khoang déng bién, nghich bién va lap bang bién thién ctia ham sé:
a) y=fx)=x-3x"+1; b) y:f(X):XﬁL%'
Giai

a) Ham s6 da cho xac dinh trén R.
Tacdy =f(x) =3x’-6x;

x=0
f(x)=0
) < X=2.
Bang xét dau clia f'(x) nhu sau:
X |-o0 0 2 +00
f'(x) + 0 - 0 +

Suy raham s y = x> — 3x* + 1déng bién trén cac khoang (—oo; 0) va (2; +oc), nghich bién
trén khoang (0; 2).
Bang bién thién:

X |-o0 0 2 +00

f'(x) + 0 - 0 +

f(x) . / 1 \ 3 / +00

TOAN 12



b) Ham s6 da cho xéc dinh trén R\ {0}. & Ghi chi:

2 _ . n kd o oA . Y
Tacoy = F(x)=1 _iz _X : 1 Khi lap Icv)ang bién :chlen t’alxoima
X X f'(x) hoac f(x) khong xac dinh,

Fl)=0 o iz 11 ngudi ta viét ||.

Vix® >0, Vx # 0nén dau cla f/(x) [a dau cta x> — 1.
Bang xét dau clia f'(x) nhu sau:

X -0 =1 0 1 +o00
f'(x) + 0 — | — 0 +

Suyrahamséy = x+ % doéng bién trén cac khodng (—oc; —1) va (1; +o0), nghich bién

trén cac khoang (-1; 0) va (0; 1).
Bang bién thién:

X |-o0 -1 0 1 +o0
f'(x) + 0 - | - 0 4+

f(x) o / 2 \ o

Luu y: TU nay vé sau, bang xét dau cuia f'(x) sé dugc ghép chung vao bang bién thién.

LUYEN TAP 1
Lap bang bién thién va két luan cac khoang déng bién, nghich bién cia ham s6:
a) y="flx)= %; b) y=f(x) = cosx trén khodng (0; 27).

HOAT DONG 2

Chohamséy =f(x) =x* + 1.
a) Bang dinh nghia, hay cho biét ham s6 f(x) c6 dong bién trén R hay khong.
b) Hay nhan xét vé dau ctia dao ham f'(x) trén RR.

DINH Li MG RONG

»/ Cho ham s6 y = f(x) c6 dao ham trén khoang (g; b).
Néu f'(x) > 0 v&i moi x € (g; b) va f'(x) = 0 chi tai mét s6 hitu han diém thudc khoang
(a; b) thi ham s6 f(x) dong bién trén khoang (a; b).
Néu f'(x) < 0 v&i moi x € (a; b) va f'(x) = 0 chi tai mét s hitu han diém thudc khoang
(a; b) thi ham s6 f(x) nghich bién trén khoang (g; b).

- Chuong 1+ UNG DUNG DAO HAM BE KHAO SAT VA VE PO THI CUA HAM SO



vibu2

Lap bang bién thién va xac dinh cac khoang don diéu ctia ham sé:
y=f(x)=2x+6x° +6x —9.

Giai

Ham s6 da cho xac dinh trén R.

Tacdy =f(x)=6x"+12x+6=6(x+ 1>.Dodd y’ > 0véimoix € Rvay =0taix=-1.

Bang bién thién:

X |-o0 =1 +00
f'(x) + 0 +

fo | "

Vay ham s6 dong bién trén R.

LUYENTAP 2

Xét tinh don diéu clla ham sé y = f(x) = sinx — x trén khoang (-x; ).

@ Cuc tri cia ham sé

HOAT DONG 3
Ham s6 y = f(x) = —%x3+%x+2 c6 d6 thi cho &
Hinh 1.3.

a) Giai phuang trinh f'(x) = 0.
b) Dua vao d6 thi, so sanh f(-2) véi cac gia tri f(x)

khixe(—3;‘—1). _=4 _=3 -2 -:1 0 3253 4
¢) Dua vao do thi, so sanh f(2) véi cac gia tri f(x) v 202
- 3.5), 27
khi x € <2, 2)
Hinh 1.3
PINH NGHIA

/ Cho ham s6 y = f(x) lién tuc trén khoang (a; b) va diém x_ € (q; b).
a) Néu ton tai s6 h > 0 sao cho f(x) < f(x ) v6i moi x € (x, — h; x,+ h) C (a; b) vax #x,
thi ta n6i ham s6 f(x) dat cuc dai tai x,.
b) Néu ton tai s6 h > 0 sao cho f(x) > f(x ) v6i moi x € (x,— h; x,+ h)C (a; b) vax #x,
thi ta n6i ham s6 f(x) dat cuc tiéu tai x,.




¢} Ghichi:

1. Néu ham s6 y = f(x) dat cuc dai tai x, thi x, dugc goi la diém cuc dai ctia ham sg,
fix,) dugc goi la gié tri cuc dai ctia ham s6, ki hiéu la f__ hay y ., con diém M(x,; f(x,)
dugc goi la diém cuc dai cha doé thi ham sé.

Néu ham s6 y = f(x) dat cuc tiéu tai x, thi x, dugc goi la diém cuc ti€u ctia ham s6,
fix,) dugc goi la gia tri cuc ti€u ctia ham s, ki hiéu la f__hay y ., con diém M(x ; f(x))
dugc goi la diém cuc tiéu ctia do thi ham sé.

2. Cac diém cuc dai va cuc tiéu dugc goi chung la diém cuc tri. Gia tri cuc dai (con goi
la cuc dai) va gia tri cuc tiéu (con goi la cuc tiéu) dugc goi chung la gia tri cuc tri (hay
cuc tri) cia ham sé.

3. Néu ham s6 y = f(x) c6 dao ham trén khoang (a; b) va c6 diém cuc tri la X, € (a; b) thi

f’(xo) =0.
ViDu3
Xét ham sé y = f(x) trén khoang (-1; 4), ta c6 bang bién thién nhu sau:
X -1 1 2 3 4
f'(x) - L - 0 + i+
f(x) -T— s ]

x, =2 la diém cuc tiéu hay diém cuc dai clia ham s6 da cho? Tim gia tri cuc tri tuong Uing.
Giai

Theo dinh nghia, ta cé thé chonh=1,tac6x,—h=1,x +h=3.

Dua vao bang bién thién, ta co f(x) > f(2), vx € (1; 3) \ {2}, suy ra x, = 2 la diém cuc tiéu
clia ham s6, gia tri cuc tiéu ctia ham s6 la f(2) = -5.

LUYENTAP 3

Chira mot diém cuc dai, mot diém cuc tiéu ctia do thi ham sé dugc cho & Hoat déng 3.

HOAT DONG 4

Xét ham s6 y = f(x) & Hoat dong 3. Xac dinh dau clia dao ham y’ & cac 6 ? Jtuong tng
VGi x thudc cac khodng (—oc; —2), (=2; 2), (2; +o0) trong Bdng 1.2. Néu méi lién hé gilta su
ton tai cuc tri va dau ctia dao ham.

Bdng 1.2

X |—o0 -2 2 +00

f'(x) 0 0
f(x) +00\ 0 / 4 \—oo

- Chuong 1+ UNG DUNG DAO HAM BE KHAO SAT VA VE PO THI CUA HAM SO



DINH Li (DIEV KIEN DU DE HAM SO CO CUC TRI)

'j Gia st ham s6 y = f(x) lién tuc trén khoang K = (x,— h; X, T h) va c6 dao ham trén K

hoac trén K\ {x }, véi h > 0.

a) Néuf'(x) >0trénkhodng (x,— h; x,) va f'(x) < 0 trén khoang (x,; x, + h) thix la mot
diém cuc dai ctia ham s6é f(x).

b) Néu f'(x) < 0trén khodng (x, — h; x,) va f'(x) > 0 trén khodng (x ; x, + h) thi x_ la mot
diém cuc tiéu clia ham s6 f(x).

Nhan xét:
« Dinh li trén c6 thé hiéu moét cach don gian nhu sau: Diéu kién du dé ham s6 y = f(x) dat
cuc tri tai moét diém X, la dao ham f'(x) déi ddu khi x qua X, VGi x € (x,— h; x,+ h) (Bdng 1.3).

Bdng 1.3
x | x,—h X, x,+h x | x,—h X, x,+h
f'(x) + - f'(x) - +
f(x) / fCD \ f(x) \ ch /

« Néu ham s6 y = f(x) dat cuc tri tai x, thi f(x ) = 0 hodc dao ham khong ton tai tai x,.
viDu 4

Cho ham sé y = f(x) lién tuc trén R va ¢ bang bién thién nhu sau:

X |-o0 0 1 +00

f(x) + I = 0 +

o | _— T~ 5 _— "

Xac dinh cac cuc tri ctia ham so f(x).

Giai

Ta 6 f'(x) > 0 v&i moi x € (—oc; 0) va f/(x) < 0 véi moi x € (0; 1) nén ham sé dat cuc dai
taix=0va fCD =f(0) = 2.

Ta ¢6 f'(x) < 0 v6i moi x € (0; 1) va f/(x) > 0 v&i moi x € (1; +oo) nén ham sé dat cuc tiéu
taix=1va fCT =f(1) =-3.

LUYEN TAP 4

Cho ham s6 y = f(x) lién tuc trén doan [-3; 3] va c6 d6 thi
nhu Hinh 1.4. Hay xac dinh cac diém cuc tri, gia tri cuc tri
cla ham s6 f(x) trén khoang (-3; 3).

Hinh 1.4



Téng quat, ta co quy tac tim cuc tri ctia ham s6 y = f(x):

Buéc @ Tim tap xac dinh ctia ham sé.

Budc @ Tinh f/(x). Tim cac diém ma tai d6 f/(x) bang 0 hodc dao ham khong tén tai.
Budc © Lap bang bién thién.

Busc @ Tir bang bién thién, suy ra cac diém cuc tri, gia tri cuc tri.

ViDU 5
Tim cuc tri cila ham s6 y = f(x) = %x3 -x*- 3x+%-
Giai
Ham s6 xac dinh véimoixeR.Tacoy' =x* — 2x - 3;
'—o x=-1
» . y < X=3.
Bang bién thién:
X —0o0 -1 3 +00
y + 0 - 0 +

y . / 2 \ 723_6 / +0o

T bang bién thién, suy ra x = -1 la diém cuc dai ctia ham s6, f_ = 2;

x =3 la diém cuc tiéu clia ham s6, f_ = —_§6 :
LUYENTAP 5
Tim cuc tri cia ham s6 y = f(x) = 3;(_+21 :

VAN DUNG

Tra lai bai toan Khai dong dau bai hoc, hay lap bang bién thién ciia ham sé

30x , . 2
y=Cx) = S trén khoang (0; +o0).

Khi d6, cho biét ham néng d6 thudc trong mau C(x):
a) Tang trong khodng thdi gian nao;
b) Dat gia tri cuc dai la bao nhiéu trong khodng thoi gian 6 phut sau khi tiém.

BAITAP

1.1.  Cho hamsé y=1f(x) lién tuc trén cac khoang (—oc; 1), (1; +oo) va b bang bién thién nhu sau:

X |- 1 2 3 4 5 +00
y + I - o + 0 + || - 0 +
y 7oo/+oo||+00\ 5 / 1 \_1 /r—i-oo

Xac dinh cac khoang don diéu va cuc tri ciia ham sé da cho.
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1.2.

1.3.

1.4.

1.5.

1 .6'

1.7.

1.8.

Tim céc khoang déng bién, nghich bién clia cac ham s6 sau:
a) y=—xX+x -5 b) y=vx*—x-20;
— X _ L

Q y=¢’ A y=7,

Tim cac diém cuc tri cia cadc ham sé sau:

a) y=30-3)% b) y=|x|;

o y=3"% d) y=In(*+e).

Lap bang bién thién, tim cac khoang don diéu va cuc tri clia cac ham so:
a) y=—xX+3x-6; b) y=§;;;

9) y=%; d) y:X23f9.

Cho ham s6 y = f(x) lién tuc trén doan [0; 3] thod man

f’ (%) =f'(1)=f (%) = 0 va co dé thi la dudng cong nhu
Hinh 1.5. Xac dinh cac khodng don diéu va tim cuc tri cla

ham s6 da cho trén khoang (0; 3).

Hinh 1.5

Cho ham s6y = f(x) c6 dao ham lay’ =f'(x) = x(x — 1)°(x + 3), Vx € R. Xac dinh cac khoang

déng bién, nghich bién va diém cuc tri cia ham sé f(x) da cho.

Thé tich V cia 1 kg nudc (tinh bang cm?®) & nhiét dé T (don vi: °C) khi T thay déi tu

0°C dén 30°C dugc cho xap xi béi cong thic:

V'=999,87 — 0,06426T + 0,0085043T> — 0,0000769T°.

(Nguén: James Stewart, J. (2015). Calculus. Cengage Learning 8th edition, p.284)
Tim nhiét d6 7, € (0; 30) dé ké tir nhiét do T trd Ién thi thé tich V tang (Iam tron két qua

dén hang don vi).

Mot cong ty tién hanh khai thac 17 giéng dau trong
khu vuc dugc chi dinh. Trung binh méi giéng dau
chi€t xuat dugc 245 thung dau méi ngay. Cong ty |
c6 thé khai thac nhiéu hon 17 giéng dau nhung (il |
ctt khai thac them mét giéng thi luong dau méi il
giéng chiét xuat dugc hang ngay sé giam 9 thung.
Dé giam dbc cong ty co thé quyét dinh s6 giéng
can thém cho phlu hgp véi tai chinh, hay chi ra
s8 giéng cong ty co thé khai thac thém dé san lugng
dau chiét xuat tang Ién.




@ GIA TRI LGN NHAT, GIA TRI NHO NHAT CUA HAM SO
./

Khaidong: Trong mét tro choi, méi doi dugc phat mot tam bia hinh vuong cé canh bang 30 cm.
Nhiém vu ctia méi doi chai la cat & bén goc clia tdm bia nay bon hinh vudng bang nhau,
réi gap tam bia lai (Hinh 1.6) va dan keo dé dugc mét cai hdop khéng nép cé dang hinh hop
ch nhat. Doi nao thiét k& duoc hdp co thé tich 16n nhat sé gianh chién thang. Hay xac dinh
canh clia cac hinh vuong bi cat dé thu dugc hop co thé tich I6n nhat.

N N

A

30cm

Hinh 1.6

0 Pinh nghia

HOAT DONG 1

Cho ham s6 y = f(x) = X’ — 4x + 3 c6 d6 thi nhu 8

Hinh 1.7.

a) Tim toa do diém thap nhat cia do thi
ham s6 f(x) da cho. 1

b) Khixthay déi trén doan [1; 4], tim x € [1; 4] -1 | 2 3 4 5 x
dé f(x,) la gia tri I6n nhat. o '

Hinh 1.7

DINH NGHIA

J Cho ham s6 y = f(x) xac dinh trén tap D.
« S6 M dugc goi la gia tri I6n nhat ctia ham sé y = f(x) trén tap D néu f(x) < M véi
moi x thudc D va ton tai x, € D sao cho f(x,) = M, ki hiéu M = max f(x).
« S6 m dugc goi la gia tri nho nhat ctia ham s6 y = f(x) trén tap D néu f(x) = m véi
moi x thudc D va ton tai x, € D sao cho f(x,) = m, ki hiéum = mDin f(x).
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Luuy:

« Khi tim gia tri nhé nhat, gid tri I6n nhat ctia mot ham s6 ma khéng yéu cau trén tap nao thita
mac dinh tim gia tri nhd nhat, gia tri I6n nhat cta ham s6 d6 trén tap xac dinh ctia no.

- Viéc tim gia tri I6n nhat, gia tri nhd nhat ctia ham sé ¢6 thé thuc hién bang cach st dung
bang bién thién ctia ham so.

Vibu 1

Tim gid tri nho nhat va gia tri I1én nhat cta ham sé y = f(x) =x+%— 7 trén khoang

(0; +o0).

Giai

Trén khoang (0; +oo), tacd y' = f(x) = 1 - — = =—

y' =0 e x=1(do x € (0; +x)).
lim y = lim (x+-7) = oo
x—0* x—0" X

Jim y=lim (X * % B 7) - oo

Bang bién thién:

x |0 1 +00
f'(x) - 0 +

+o0o +oo

f(x) \ s /

Tir bang bién thién, ta cé f(x) = —5,Vx € (0; +o0) va f(1) = —5.
Suy ra trén khoang (0; +oo), ham sé ¢6 gia tri nhd nhat la -5 taix = 1.
Ham s6 f(x) khdng c6 gia tri I6n nhat trén khoang (0; +0).

LUYENTAP 1

Tim gia tri I6n nhat va gia tri nhd nhat ca ham s6 y = f(x) = x> — 6x° + 9x + 1 trén
nua khoang [-1; 4).

Viby 2

Ong Nam can xay dung mét bé chiia nudc c6 dang hinh hop chit nhat khéng cé
nap day dé phuc vu cho viéc tudi cay trong vudn. Do cac diéu kién vé dién tich vuan,
6ng Nam can bé c6 thé tich la 36 m’, day bé c6 chiéu dai gap hai lan chiéu réng va
chiéu réng khong qué 4 m, biét rang chi phi vat liéu xay dung méi mét vudng dién tich
bé mat la nhu nhau. Héi chiéu cao bé nudc bang bao nhiéu dé téng chi phi vat liéu la

nho nhat? A D’
B C
Giai .
Xem bé chita c6 dang hinh hop chit nhat ABCD.AB'C'D’ nhu A b
Hinh 1.8. il X
B 2x C

Goi x (m) la chiéu rong ctia bé, taco 0 < x < 4.

Hinh 1.8

TOAN 12 1



Chiéu dai ctia bé 1a 2x (m).
Goi h (m) 1a chiéu cao bé nuéc, ta cé thé tich ctia bé [a V = x.(2x).h.
V 36 18
= =—=(m).
22 2 X° (m)
Téng dién tich cac mat can xay la:
S=S +2S +2.5

Suyrah=

ABCD ABB'A BCC'B’
ot 2x 18 4 0y 18 _ 5y, 108,
X X X
108

Xét ham s6 S(x) = 2x° +T (0 <x < 4),taco:

3 . 2
S0 = 4x - 1)(()28 _4C-108 _ AK=3)(C+3x9),

X X
SXx)=0e x=3.

Do x> > 0va x*+ 3x+9 > 0 khi x € (0; 4] nén dau cla S'(x) trén (0; 4] phu thudc dau clia
biéu thuc x — 3.

Bang bién thién:

x |0 3 4
S'(x) - 0 +

S(x) \\\\\\\\\, —
54

Chi phi vat liéu xay dung thap nhat khi téng dién tich cac mat can xay S(x) 1a nhé nhat.
Dua vao bang bién thién, ta c6 S(x) dat gia tri nho nhat tai x = 3, suy ra h = 2.
Vay can xay bé cé chiéu cao la 2 (m).

LUYEN TAP 2

I Giai quyét bai toan vé tro chai & phan Khai dong.

0 Gia tri I6n nhat va gia tri nh6 nhat ciia ham s6 trén mét doan

HOAT DONG 2

X’ +4
—=
a) Xét tinh lién tuc ctia ham s6 da cho trén méi doan [-5; —1], [-4; 3.
b) Tim gia tri I6n nhat, gia tri nho nhat (néu cd) ctia ham s6 da cho trén cac doan [-5; —1]
va [-4; 3].

Chohamsé y = f(x) =

Nhan xét:
Moi ham sé lién tuc trén moét doan déu cé gia tri I6n nhat va gia tri nho nhat trén doan dé.
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HOAT PONG 3

Cho ham s6 y = f(x) lién tuc trén doan [-3; 6], c6

dao ham trén cac khoang (-3; 1) va (1; 6) c6 do thi

nhu Hinh 1.9, biét rang f(-3) = -5 va f(6) = —

a) Xacdinh cac diém cuc tri thudéc doan [-3; 6] clia
ham sé f(x).

b) Tim gia tri I6n nhat va gia tri nhd nhat cta
ham s6 trén doan [-3; 6].

Hinh 1.9

Nhan xét:

Cho ham s6 y = f(x) lién tuc trén doan [a; b] va c6 dao ham trén khoang (a; b):

« Néu dao ham f'(x) gitr nguyén dau trén doan [g; b] thi ham sé déng bién hodc nghich bién trén
doan [g; b]. Do d6 f(x) dat dugc gia tri I&n nhat va gid tri nho nhat tai cdc dau mut g, b clia doan.

« Néu chi c6 mét s6 hitu han x, x,,..., X, X, ..., X, (v6i k nguyén duong) ma f’(x) = 0 hodc
f'(x) khong ton tai thi ham s6 y = f( ) don dleu trén moi khoang (x; x. . ). RS rang gia tri
I6n nhat (tuong (ng gia tri nho nhat) ctia ham sé trén doan [g; b] la s6 16n nhat (tuong Ung
56 nho nhat) trong cac gia tri ciia ham s6 tai hai dau mut g, b va tai cac diém x, n6i trén.

TU d6, ta co quy tac sau dé tim gia tri I6n nhat, gia tri nho nhat cila mét ham s6 y = f(x) lién tuc
trén doan [a; b]:

J Budc @ Tim cac diém X, X, X thudc khoang (g; b) ma tai d6 f'(x) = 0 hoac f'(x) khéng
ton tai.
Budc @ Tinh fla), f(x), f(x,),..., fx ), fib).

Budc © Tim s6 16n nhét M va s6 nhd nhat m trong cac s6 & Budc 2. Ta ¢
M = maxf(x); m = min f(x).
[a; b] [a; b]

TUE
Tim gid tri 16n nhat, gia tri nhé nhat ctia ham s6 y = f(x) = x> — 3x* — 9x + 5 trén doan [0; 5].
Giai
Zofr — 2 _
Tacodf'(x)=3x"-6x—9. o x=—1& (0:5)
“lx=3€;5).
Tacodf(0) =51f(5) = O,f(3):
Vay maxf( ) 10, minf(x) =

[ﬂ

TOAN 12



LUYENTAP 3

X+2

BAITAP g

1.9. Cho ham s y = f(x) = 3x* — 16x° + 18x* c6 m6t phan dé thi
nhu Hinh 1.70. Tim gia tri I6n nhat, gia tri nho nhat (néu cd)
cla ham sé da cho trén:

a) Nla khodng (-1; 4]; 1 o1 \ E3Z 5
b) Boan [-1; 11. |

[ Tim gia tri nhd nhat, gid tri I6n nhat clla ham s6 y = trén doan [2; 4].

Xy

1.10. Tim gia tri I6n nhat va gia tri nhd nhat clia cac ham s6 sau: Hinh 1.10
3
a) y=flx)= X? +2x*+ 3x — 4 trén doan [-4; 1];

b) y=flx)=x+ % — 2 trén khoang (—oo; 0);

_ _X=2 A 2 A
) y=fx) 2X_Btren nua khodng [2; 6);

d) y=f(x) =v4—x>
e) y=f(x)=e"—xtrén doan [-1; 2];
g) y=1f(x)=xInx trén doan [e”; el.

1.11. M6t thung chiia nhién liéu gom phan & gilra la mét h
hinh tru cé chiéu dai h mét (h > 0) va hai dau la céac »—AE a
nta hinh cau ban kinh r (r > 0) (Hinh 1.11). Biét rang T ) )

thé tich clia thung chda 1a 144 000 m’. D€ son

mat ngoai ctia phan hinh cau can 20 000 dong cho 4

1 m? con son mat ngoai cho phan hinh tru can ' Hinh 1.11 '

10 000 déng cho 1 m’. Xac dinh r dé chi phi cho

viéc son dién tich mat ngoai thung chia (bao gém dién tich xung quanh hinh tru va
dién tich hai ntra hinh cau) la nho nhat, biét rang ban kinh r khong dugc vugt qua 50 m.

1.12. Trong cac hinh chit nhat c6 cing chu vi bang 18 cm, hay tim hinh chit nhat cé dién tich
|6n nhat.

1.13. M6t doanh nghiép tu nhan A chuyén kinh doanh xe gan mdy cac loai. Hién nay
doanh nghiép dang tap trung vao chién lugc kinh doanh xe X véi chi phi mua vao mét
chiéc la 27 triéu déng va ban ra véi gia 31 triéu dong. Vi gia ban nay, s6 lugng xe ma
khach hang da mua trong mét nam la 600 chiéc. Nham muc tiéu day manh hon nira
lugng tiéu thu dong xe dang ban chay nay, doanh nghiép du dinh gidam gia ban.
BO phan nghién ctru thi trudng udc tinh rang néu giam 1 triéu déng méi chiéc xe thi
sO lugng xe ban ra trong mot nam sé tang thém 200 chiéc. Hoi theo dé, gia ban mdi la
bao nhiéu thi lgi nhuén thu dugc cao nhat?

14 Chuong 1+ UNG DUNG DAO HAM BE KHAO SAT VA VE PO THI CUA HAM SO



@ PUONG TIEM CAN CUA PO THIHAM SO

m

/
Khai déng: Trong thuyét tuong doi Einstein, khéi lugng cta vat chuyén dong vaéi van toc v
dugc cho béi cong thuc:
m
m(V) = 0 >
1-V
C2

trong dé m, la khéi lugng ctia vat khiné diing yén, cla van téc anh sang
(nguén: https://www.britannica.com/science/relativity/Relativistic-mass).
Xem m |a ham sé theo van t6c v. Khi vat chuyén déng vdi van téc cang
gan van téc anh sang thi khéi lugng cta vat thay déi nhu thé nao?

0 Pudng tiém cdn ngang cta doé thi ham sé

HOAT DONG 1
i 65y
51
il
Cho ham s6 y = fx) = X1 6 d@6 thi (O) M|
214
:

la dudng cong (Hinh 1.12). Néu nhan xét

mg

0 cv

vé khoadng cach tu diém M(x; y) € (C) téi

X -5 4-32-1N01
dudng thang y =1 khi x — +oova x — —cc. -1

-3+

Hinh 1.12

Q DINH NGHIA

Pudng thing y = y, dugc goi la dudng tiém can ngang (hay tiém can ngang) clia d6 thi
ham s6 y = f(x) néu it nhat mot trong cac diéu kién sau dugc thoa man:
Nim 00 = y,; Jim () =y,

@ Ghi chua:

Hinh 1.13a la hinh &nh dudng tiém can ngang y = y, cGa d6 thi ham sé y = f(x) khi x — +oc.
Hinh 1.13b |a hinh &nh duong tiém can ngang y = y, cla d6 thi ham sé y = f(x) khi x — —oo.

YA YA

<
N

@

a) b)
Hinh 1.13

Yo \/ Y=Y, Oy°

xY



Vibu1

Yy
Cho ham s8 y = fx) =1~ 16 d8 thi (C) 31
nhu Hinh 1.14. Chiing minh rang dudng thang T
y = -1 la dudng tiém can ngang clia do thi u3E i
ham s6 da cho va vé dudng tiém can ngang R FRERL SR Haa T AL NQ;
nay trén cing mat phang toa dé véi (C). \‘1
Giai T
Ta ¢ lim f(x) = lim (L— 1) =-1 nén i
X—,>+oo X — 400 X_'I 41
dudng thang y = -1 la dudng tiém can ngang
Hinh 1.14

cla dé thi ham s6 da cho.
Hinh anh dudng tiém can ngang clia d6 thi ham s6 da cho la dudng thang y = 1.
y A
31
24+

11

4 3 210 1 2 4 5

41
Hinh 1.15
LUYEN TAP 1
. w 4x+ 2 LR L \
Cho ham sO y = f(x) = ——=— c6 do thi nhu Hinh 1.16.
VI = gy codom

a) Tim cac dudng tiém can ngang clia d6 thi ham so6 y = f(x) (néu c9).
b) Vé cac dudng tiém can ngang vua tim dugc & cau a.

y

8 -7 6 -5 4 -3 -2 -1/0| 1 2 3 4 5 6 X

Hinh 1.16
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0 Pudng tiém can diing cGa dé thi ham sé

HOAT DONG 2

X+ 1 6 dé thi (C) nhu

Chohamsé y = f(x) =
Hinh 1.17.
a) Néu nhan xét vé khoang cach tur diém

by
X=2

6
5
4 \M(x; y)
3
2
1

M(x; y) € (C) dén dudng thang x = 2 khi 5-4-3-2-1,N1 23456789 x

X — 2.
b) Tinh cac gigi han Iin; f(x) va )I(Lrg f(x).

PINH NGHiA

Hinh 1.17

Budng théng x = x, dugc goi la dudng tiém can ding (hay tiém can diing) ctia d6 thi
ham s6 y = f(x) néu it nhat mét trong cac diéu kién sau dugc thoa man:
lim f(x) = +oo; lim f(x) = —oo; XILrp f(x) = +oo; lim f(x) = —oc.

X=X, X=X,

@ Ghi cha:

X=X

Hinh 1.18a va Hinh 1.18c la hinh anh dudng tiém can diing x = x, clia d6 thi ham s6 y = f(x)

khix — x_.
0
Hinh 1.18b va Hinh 1.18d la hinh anh dudng tiém cén ding x = x, cla d6 thi ham s6 y = f(x)
khix — x".
y y
S e
g A
< %
/\_/ l|< = < X
0 Xo X o Xo
a) b)
y y
0 Xo X o Xo X
- - X
y=1fx) [ = y=1x)
o) d)

Hinh 1.18



vibu2

Choham s6 y = fix) = 31_—?()2( c6 d6 thi la dusng cong nhu Hinh 1.19. Cac dudng thang
x=2vax=-2cé phaila cac dudng tiém can diing ctia d6 thi ham sé da cho hay khong?
Visao?
: rAY
|
| s
\oe
ANE .
A\
14
54 32 10 23 4 5 x
|
N
-3+
E—_ :
st |
e |
Hinh 1.19
Giai
Ta co:
lim f(x) = lim 274)2( = +oo hodc lim f(x) = Iimﬁz;‘bz( = —o0 nén dudng thang x = 2
x—2" x-2" 4 —x x—2 x=2" 4 —x
la dudng tiém can diing ctia do thi ham sé y = f(x).
Tuong tu:
. o 2—4x D o 2—4x A R 2
limf(x) = lim - =+too hodc lim f(x) = lim >~ = —oo nén dudng thang x = -2
x—-2" x--2" 4 —x xX—-2 x=-2" 4 —x
la dudng tiém can ding ctia dé thi y = f(x) da cho.

LUYEN TAP 2 | et
sl
Xx+1

Cho ham s6 y = f(x) = c6 do thi la 41

dudng cong nhu Hinh 1.20. Hay xac dinh cac :
dudng tiém can ding va dudng tiém can 0\ I
ngang ctia d6 thi ham s6 da cho. R ¢

s
-

Hinh 1.20
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(D ouing tiem can xien caa dé thi ham s6

HOAT D(}NG 3
. y
4..
3..
Trong Hinh 1.21, dudng cong la d6 thi (C) ctia ham sé 2t
y=f(x)=x+ xz)i 1 va dudng thang A: y = x. Goi M, N i
lan lugt 1 hai diém thuoc () va Acé cing hoanhdox, + —~> = A\ 2 ° *
vGi x > 1 hodc x < —1. Nhan xét vé do dai ciia doan MN -2}
khi x — +oova x — —oo. -31
_4..
Hinh 1.21

PINH NGHiA

Pudng thang y = ax + b, a # 0, dugc goi la dudng tiém can xién (hay tiém can xién)
clia d6 thi ham sé y = f(x) néu lim [f(x) — (ax + b)] = 0 hodc |im [f(x) — (ax + b)] = 0.

@ Ghi cha:
Hinh 1.22ala hinh anh dudng tiém can xién y = ax + b ctia dé thi ham sé y = f(x) khi x — +oc.
Hinh 1.22b la hinh anh dudng tiém can xién y = ax + b ctia d6 thi ham s6 y = f(x) khi x — —oo.

vt g

x©
e
y=f (0 §7°
M N
axx 0 — © f(x)
y= / [y y=1fx
0 X X x O X
a) b)
Hinh 1.22
vibus
: Ay
Pudng cong & Hinh 1.23 1a d@6 thi (C) cla ham s6 i V
. 1
y="f(x) = % Ching minh rdng dudng thang 3+
A:y = x — 2 la dudng tiém can xién cla dé thi ham s6 ?
y=f(x). Vé A lén clng hé truc toa doé véi (C). — — [ S
-2 -1 OJ 1 2 34 5 6
=24
13
Hinh 1.23




Giai

Taco lim [f(x) - (x—2)] =

Suy ra dudng thang y = x — 2 la tiém cén xién ca dé thi ham sé y = f(x).
Hinh anh cta dudng thang A: y = x — 2 nhu Hinh 1.24.

@ Ghi cha:
Pé xac dinh cac hé s6 a, b trong phuang trinh clia dudng tiém can xién, ta ¢ thé ap dung
%; b= lim[f(x) - ax] hodc a = Xlimm@; b= lim[f(x) - ax]

(khi a = 0 thi d6 thi ham s6 c6 tiém can ngang).

cac cong thuc sau: a = lim
X —+oo

ax’+bx+c

LA @
mx+n

dugc viét dugidang y = px +q +

Hamso y = #0, m # 0, da thuc ti khong chia hét cho da thiic mau) ludén

, g, r € R). Khi dé, d6 thi ctia ham s6 c6 dus
mX+n(pqr ). Khi d6, d6 thi cila ham s6 cé ng

tiém can dung la x = —% va duong tiém can xién la y = px + g.

LUYEN TAP 3
2 . s 2 N \ N A PN B N . N n _ __X2_3X_3
St dung Ghi chu & trén, tim tiém can xién ctia d6 thi ham sé y = f(x) = B E—
VAN DUNG 1
Trong phan Khéi déng dau bai, tim dudng tiém can diing cda do thi ham s6
m
m(V) = 0 =/
1-2
c2

tUr d6 nhan xét khoi lugng clia vat khi van téc clia né cang gan vdi van toc anh sang.
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VAN DUNG 2

BAITAP y

Mot 6ng khoi clia nha may dién hat nhan cé mat cat la mot hypebol (H) c6 phuong trinh
2

2
chinh técla 2, - 4y0 _ = 1(Hinh 1.25). Xét hai nhanh bén trén Ox clia (H) Ia 6 thi (C) cta

hamséy = % x*—27?% (phan nét lién dam). Chiing minh rang dudng thang y = %x 1

moét dudng tiém can xién cua (C). Hay chi ra thém moét dudng tiém can xién khac cta (C).
Y

_40 o o;
y—27\X 27

yx

201 40 60 80

Hinh 1.25

6..
1.14. Choham s6 y = 2;%11 c6 d6 thi la dudng cong o7
4..
nhu Hinh 1.26. Xac dinh phuong trinh dudng 5l
tiém can ding, dudng tiém can ngang cla 2
do thi ham sé da cho. b
X
s s o 135 4
_1+
-24
-3+
Hinh 1.26

1.15. Xac dinh cac dudng tiém can ding clia dé thi cdc ham sé y = tanx (Hinh 1.27a) va

y = cotx (Hinh 1.27b).
y

37 -t T O |t /m3m| x 21| 3w\~ T TN\ T 3 27
_2/ z 2/ B 2\ 2\0 2\ 271-\

Hinh 1.27




22

1.16.

1.17.

1.18.

Tim cac dudng tiém can cda do thi moéi ham sé sau:

=x" =2 -9 b) y= X_S;
a) y=x -2 +x )% Ax+2
x’—3x+4
= = -1+ .
Q y Xt T d y=2x-1 o

Mot thau kinh hoi tu ¢6 tiéu cu f= 30 cm nhu Hinh 1.28. Trong Vat li, ta biét rang néu
dat vat that AB cach quang tam O cula thau kinh mot khoang d (cm) I6n hon 30 cm thi
dugc anh that AB’ cach quang tam cla thau kinh mét khoang d’ (cm). Ngugc lai, néu
1 1

d f

a) Tu cong thic thiu kinh, tim biéu thic xac dinh d’ theo d.

b) Xem biéu thic clia d’ & cau a la mot ham s6 theo d, ki hiéu 1a h(d). Tim cac dudng

tiém can cta do6 thi ham sé h(d).

0 < d < 30 thi ta c6 anh do. Cong thic ctia thau kinh la 1? +

30 1 30
B - -==- >€--=- - >
> |
k | |F' AI
Al F " o) AY
1 d d
) 0 \/ °T
B/
Hinh 1.28 41
. e 1.1, 37
Cho ham s6 y = f(x) xac dinh trén R \ iy Ve
Ny N N AN 2
c6 do thi la cdc phan dudng cong nhu Hinh 1.29. \
Xac dinh phuaong trinh dudng tiém can duing, Tt
tiém can ngang va tiém can xién (néu cd) cla o o) X
d6 thi ham sé da cho. -2 ‘1%1{ % 1\\2
‘I..

Hinh 1.29

1.19. Tai mét cong ty san xuat d6 chai A, cdng ty phai chi 50 000 USD dé thiét lap day chuyén

san xuat ban dau. Sau do, ci san xuat dugc mét san pham dé choi A, cong ty phai tra
5 USD cho nguyén liéu thé va nhan cong. Goi x (x > 1) la s6 d6 choi A ma céng ty da
san xuat va T(x) (don vi USD) la téng s6 tién bao gdm ca chi phi ban dau ma cong ty phai
chi tra khi san xuat x d6 chaoi A. Ngugi ta xac dinh chi phi trung binh cho méi san pham
a6 choi Ala M) = T

a) Xem M(x) la ham s6 theo x xac dinh trén nira khoang [1; +oc), tim tiém can ngang cla

dé thi ham s6 nay.
b) Néu nhan xét vé chi phi trung binh cho méi sdn pham dé chai A khi x da I6n.

Chuong 1+ UNG DUNG DAO HAM BE KHAO SAT VA VE PO THI CUA HAM SO



77 EM CO BIET

Hé s6 Lorentz (Lorentz factor) la mot khai niém quan trong trong linh vuc Vat li va dugc
gidi thiéu bdi nha vat li ngusi Ha Lan — Hendrik Lorentz (1853 - 1928) vao cudi thé ki XIX.
Hé s6 Lorentz Y clla mot vat 1a mot ham sé véi bién la van tdc v cla vat do va dugc
xac dinh béi cong thuc:

trong d6 ¢ (dan vi: m/s) 1a van t6c anh sang trong chan khong (c = 3.10° m/s).
D6 thi ctia ctia ham s6 v = y(v) (truc hoanh mé ta van toc v, truc tung mo ta gia tri v)
nhu sau:

YA

Taco lim vy = lim - — = +oo nén dudng thang v = ¢ la mo6t dudng tiém can diing clia
V—C V—C v
‘I S A
\/ CZ

do thiham s6y =v(v) = 1
v
’I__

CZ

Hé s6 Lorentz dugc tinh toan dua trén van toc clia vat va téc do danh sang trong chan khéng.
Khi van t6c cla vat tién dén van toc anh sang, hé s6 Lorentz tién dén vo cling. Diéu nay
¢6 nhiéu y nghia trong thuyét tuang déi hep clia Albert Einstein (1879 - 1955), chang han
nhu cdng thiic mo ta khéi lugng clia mét vat di chuyén véi van téc v la:

mZmOYzir

trong dé m, la khéi lugng cuia vat & trang thai nghi.

Ngoai ra, thura sé Lorentz con c6 lién quan dén cac khai niém quan trong trong
thuyét tuong d6i hep nhu su gian nd thoi gian (time dilation) va do co chiéu dai
(contraction length).

(Nguon: Kitaev, A. (2013). Lorentz factor. In Encyclopedia of Applied and Computational
Mathematics (pp. 825-827). Springer, New York, NY)



KHAO SAT VA VE DO THI CUA HAM SO
./

Khai dong: Mot clra hang kinh doanh dién thoai di dong da
ki hgp doéng véi nai sdn xuat dé nhap vé 2 500 dién thoai
trong mét nam. Clia hang c6 thé nhap vé tat ca sé dién thoai
nay va ban dan, tuy nhién nhu vy sé ton nhiéu chi phi cho
luu kho, bdo quan va mat bang. Vi vay ho dugc phép nhap
vé theo tung dot, mébi dot déu nhap x chiéc dién thoai, sau dé sé luu trit & kho hang moét nira
sO dién thoai doé. Biét rang kinh phi cho viéc luu trit & kho trong mét nam la 100 000 déng
trén mot chiéc dién thoai (chi tinh trong dot nhap dau tién), chi phi cho moi dot nhap hang
(van chuyén, gidy td, nhan céng sap xép,...) ¢ dinh la 200 000 déng va thém 90 000 dong
trén moi dién thoai. Bang cach xac dinh ham sé biéu thi su phu thudc ctia tdng chi phi vao sé
dién thoai nhap trong méi dgt va khao sat su bién thién clia ham s6 nay, ngudi ta c6 thé tim
dugc phuong an nhap dién thoai dé téng chi phila nhé nhat. Ho da lam diéu d6 nhu thé nao?

@ sodé khaosithamss

HOAT PONG 1

Cho ham s6 y=f(x) = —x* + 3’ — 4.

a) Tap xac dinh ctia ham s6 f(x) la gi?

b) Ham s6 f(x) dong bién, nghich bién trén cac khoang nao?
c) Ham sé f(x) dat cuc dai va cuc tiéu tai nhiing diém nao?
d) D6 thiham s6 y = f(x) c6 tiém can hay khong?

CACBUGC DE KHAO SAT SU BIEN THIEN VA VE DO THI HAM SO

Busc @ Tim tap xac dinh ctia ham sé.
Budc @ Xét su bién thién ctia ham sé:

« Tim cac giGi han tai v6 cuc, giGi han vo cuc va tiém can (néu co);

« Lap bang bién thién clia ham sé bao gom: tim dao ham cia ham s6,
xét dau dao ham, mo ta chiéu bién thién va cuc tri ctia ham sé (néu c9),
dién day du cac két qua vao bang;

- Dua vao bang, ta co6 két luan vé chiéu bién thién va cuc tri.

Budc € Vé dé thi ham sé:

« Vé cac dudng tiém can cda do thi (néu co);

« Xac dinh thém mot s6 diém dac biét ctia d6 thi, chang han tim giao diém
cla do6 thi véi cac truc toa do (néu dé thi khdng cat cac truc toa d6 hodc
viéc tim toa do giao diém phuc tap thi bé qua phan nay);

- Dua vao bang bién thién va cac yéu t6 xac dinh & trén dé vé do thi.

- Chuong 1+ UNG DUNG DAO HAM BE KHAO SAT VA VE PO THI CUA HAM SO



@ Ghi cha:
Trong budc vé do thi, ta nén xem xét dén tinh doi xiing (tdm doi xting, truc doi xiing) clia
dé6 thi ham s6 dé vé chinh xac hon, ndi dung nay sé dugc dé cap dén trong cac ham sé
dudi day.

) «niosatvavedé thihamssy=ax’ + bx* + cx+ d (a+0)

ViDu 1

Khao sat su bién thién va vé dé thi cla ham s6 y = f(x) = x* — 3x° + 4.
Giai

« Tap xac dinh: D = R.

« Su bién thién:

- Gidihan: fim 0 = imx* - 3¢+ fim (12 4] e
Jim 00 = Jim e 3¢ +4) = Jim (13 + )| < o

Tacé:y' = 3x° - 6x;
Y =0e3x¥-6x=0
e x=0hodcx=2.
- Bang bién thién:

X |—o0 0 2 +00
y + 0 - 0 +
4 +oo
y / \ /
o 0

- Chiéu bién thién: Ham s6 dong bién trén cac khoang
(—oo; 0) va (2; +o0), nghich bién trén khoang (0; 2). y
— Cuc tri: Ham s6 dat cuc dai taix =0, f = f(0) = 4;
Ham s6 dat cuc tiéu tai x =2, f_ = f(2) = 0.
- Do thi:
D06 thi ham s6 giao vai truc Oy tai diém (0; 4).
TacoxX’ -3 +4=(x-2°(x+1)=0
& x=-1hodcx=2,do d6 dé thi ham sé giao véi truc Ox
tai hai diém 1a (—1; 0) va (2; 0).
D6 thi ham s6 di qua diém (3; 4) va ¢ tdm déi xiing la
diém I(1; 2).
D6 thi ham s6 dugc cho nhu Hinh 1.30. Hinh 1.30

TOAN 12




Vibu 2

Khao sat su bién thién va vé dé thi cia ham s6 y = f(x) = —x* — 3x* — 4x — 2.
Giai
« Tap xac dinh: D = R.
« Su bién thién:
- Gidi han: lim f(x) = Jim (-’ =3¢’ ~4x~2) = lim [x’(~1 - 3_4 —%)] - o)
SR SLLIA UILN X x x
limf(x) = lim(-x>-3x*-4x-2) = lim [x3 (—1 _3- iz - %)] = +o0,
PLALY PULLY pULLY X X x
Tacdy =-3xX —6x—4.
Phuong trinh y’ = 0 vé nghiém.
- Bang bién thién:
X —00 +o00
y’ —
+00 A
y T, g
3
- Chiéu bién thién: Ham s6 nghich bién trenR. | 5
— Cuc tri: Ham s6 khong 6 cuc tri. |
- D6 thi: l 1
D6 thi ham s6 giao vai truc Oy tai diém (0; —2). ' X
Tacd -3¢ —4x—2=(x+ N -2x-2)=0ox=-1, = 2 N
do d6 d6 thi ham s6 giao vai truc Ox tai diém (-1; 0). -
D06 thi ham s6 di qua diém (=2; 2) va c6 tam déi xing la -2
diém I(=1; 0).
D6 thi ham s6 dugc cho nhu Hinh 1.31. Hinh 1.31

Nhan xét: D6 thi ham s6 y = f(x) = ax’ + bx* + cx + d (a # 0) c6 tam doi xiing la diém I(x; f(x ),
Véi x, la nghiém ctia phuong trinh y” =0 <tL'rc lax, = i)

3a
LUYEN TAP 1
Khao sat su bién thién va vé dé thi cac ham sé sau:
a) y=fx)=—x+2x"+4x-3; b) y:f(x):%x3—x2+x+1.
VAN DUNG 1

Mot chi tiét may c6 dang khoi non véi ban kinh day la 6 cm
va chiéu cao la 8 cm. Ngudi ta can khoan tu day khoi nén
lén phia trén mot khéi tru cé ban kinh day la r (r > 0) va
c6 tam cla ddy trung tdm cta day khoi nén nhu Hinh 1.32.
Xac dinh r sao cho phan thé tich khéi tru c6 dugc la I6n nhat.

Hinh 1.32

- Chuong 1+ UNG DUNG DAO HAM BE KHAO SAT VA VE PO THI CUA HAM SO



@ Khao sat va vé do thi ham 56y=‘c’x"7_'|'_"l;(caé 0, ad—bc # 0)

Vipus

Khao st su bién thién va vé dé thi ctia ham s y = fig) = .-

Giai

« Tap xac dinh: D = R \ {2}.

« Su bién thién:

- Gidi han, tiém can:

. T & B i X1
im o0 = lim == = ~ooi Jimfl) = fim =57 =+
Suy ra dudng thang x = 2 la dudng tiém can ding cta dé thi ham sé da cho.
limfo) = lim =21 = 21 Jim o) = Jim =1 — g,
X —+oo X— +oo X — X——00 X——00 X_2

Suy ra dudng thang y = —1 la dudng tiém can ngang ctia dé thi ham sé da cho.

Tacdy = (x—12)2 >0, Vx € D; y’ khong xac dinh tai x = 2.
- Bang bién thién:
—00 2 +0o
y + || +
+00 -1
y 1 / /
—_ —00

- Chiéu bién thién: Ham s6 déng bién trén cac khoang (—oo; 2) va (2; +o0).

— Cuc tri: Ham s6 khong 6 cuc tri. Ay N
- D6 thi: 3 4
- Vé cacduong tiémcanx=2vay=-1. 2
— D6 thi ham sé giao vdi truc Oy tai diém 1 . x
<o; - %) va giao vdi truc Ox tai diém (1;0). __3-2/-10/1 2 :3 45, _1;
D6 thi ham sé di qua diém (3; —2), nhan _‘21 !
giao diém I(2; —1) cta hai dudng tiém can
clia d6 thi lam tam d6i xiing va nhan hai -
dudng phan gidc clia cac géc tao bdi hai 1
dudng tiém can dé lam truc déi xing. -
D6 thi ham s6 dugc cho nhu Hinh 1.33. Hinh 1.33

Nhan xét:
)= ax=t b

Do thiham s6 y = f(x) = = (c # 0, ad — bc # 0) c6:
ox+d d
- Tam déi xuting la giao diém / cla tiém can diing va tiém can ngang, nghia la I<—?; %)}

« Hai truc d6i xiing la hai dudng phan giac clia cac goc tao badi hai dudng tiém can cla no.



LUYEN TAP 2

_2x+t4

Khao sat su bién thién va vé do thi ctia ham sé y = f(x) = ]

VAN DUNG 2

mudi la 30 gam/lit vao bé nudc vai toc d la 25 lit/phut.

R 30t .
lacC(t) = 2041 (gam/lit).

nhan xét vé néng dé mudi trong bé khi thdi gian t cang 16n.

G mot bé chifa nuéc cé chita 1 000 lit nudc ngot. Ngudi ta bom nudc bién c6 ndng dd

a) Chuirng minh rang ndng dé mudi clia nuéc trong bé sau t phut ké tirkhi bat dau bom

b) Khao sat su bién thién ciia ham sé y = C(t) sau 10 tiéng ké tu ic bat dau bom, tir do6

X , 2 2
v Khao sat va vé dé thi ham s¢ y = 9X +bX+¢ (51 0, ;£ 0, da thic tir

. . - i ; mx+n
khong chia hét cho da thiic mau)
vipu 4
. A s aai e s X’ +4x+5
Khdo sat su bién thién va vé do thi cita ham sé y = f(x) = 13

Giai
. Tap xac dinh: D =R\ {-2}.
« Su bién thién:

- Gidi han, tiém can:

, x> +4x+5 1
Tachy="—"—""-"=x+2+ ;
y X+2 X xX+2
Iimf(x)=|im<x+2+ ! >=+oo; Iimf(x)=|im<x+2+ 1
X—+oo X — 400 X+ 2 X ——00 X——00
X*+4x+5 _ X*+4x+5 _

Ta cod: limf(x) = lim

x—-2" x—-2"

+o0: li = i
°°rX|LrI}f(X) Xllrgf +2

: I B _ 1
MO0 =+ 2)] = lim ———=-=0; lim[f(x) - (+2)] = lim ——

- Bang bién thién:
1T xX*+4x+3,
x+2)? (x+2)°

y' =0ex=-3hodcx=-1.

Tacody =1-

X+ 2

Suy ra dudng thang x = -2 la dudng tiém can diing cia d6 thi ham sé da cho.

Suy ra dudng thang y = x + 2 1a dudng tiém can xién clia dé thi ham sé da cho.

X |-oo -3 -2 -1
y’ + 0 - I - 0
_ +00
y N / \ N \ , /

- Chuong 1+ UNG DUNG DAO HAM BE KHAO SAT VA VE PO THI CUA HAM SO



— Chiéu bién thién:

Ham s6 nghich bién trén cac khoang (-3; -2) va (-2;

Ham s6 dong bién trén cac khoang (—oc; —3) va (—1; +o0);

-1).

- Ham s6 dat cuc dai tai diémx=-3,f _ =f(-3)=-2; N AY
v o o |
Ham s6 dat cuc tiéu tai diémx:—1,fCT:f(—1) =2. U 5 @
. D6 thi: 4 7
Vé cac dudng tiém canx=-2vay=x+2. 3 ;
D6 thi ham sé giao véi truc Oy tai diém (0; %) va .
khong giao véi truc Ox. | ! >
A , . 6 5 4 B2 10 1 2 3
D6 thi ham s6 nhan giao diém /(—2; 0) cda hai dudng -1
tiém can cda dé thi lam tam d6i xiing va nhan hai - 2
dudng phan gidc clia cac goc tao bai hai dudng -3
tiém can do lam truc déi xing. -4
D4 thi ham s6 dugc cho nhu Hinh 1.34. -
Hinh 1.34
ViDUus
2
Khao sét su bién thién va vé d6 thi ctia ham s6 y = f(x) = %’TZ
Giai
« Tap xac dinh: D = R \ {~1}.
« Su bién thién:
- Gidi han, tiém can:
Ta co: _ X ox+2 2_.
4 X+ 1 x+1'
lim £(x) = |im<—x+ 2 )=—oo; lim £(x) = I|m<—x+ >=+oo
X — +oo X— +oo X+'I X——00 — —00! X+‘I
2 2
Ta co: lim f(x) = lim X—X+2=+oo; lim f(x) = lim_ X —X+2 _
x—-1* x—-1* x+1 x——1 x—-1 x+1
Suy ra dudng thang x = -1 la dudng tiém can ding ctia dé thi ham sé da cho.
lim [0 — ()] = lim —2—=0; lim [f() — ()] = lim —2— =0,
X— +oo X—+oo X+ ‘I X——00 X— —00 X+ 'I

Suy ra dudng thang y = —x la dudng tiém can xién cla d6 thi ham sé da cho.
Bang bién thién:

—y? Iy —
Tacéy'=—1—(X+21)2= X(X+21X)23-
Phuang trinh y’ = 0 v6 nghiém, y’ khéng xac dinh tai x = —1.
X |-oo -1 +00
y - -
y o T~ o H +Oo\ o




— Chiéu bién thién: Him s6é nghich bién trén cac R
khoang (—oo; —1) va (=1; +00). O i\s

— Cuc tri: Ham s6 khéng c6 cuc tri.

- D6 thi:

Vé cac dudng tiém canx=-Tvay=—x. :

D06 thi ham s6 giao vai truc Oy tai (0; 2) va giao véi -1 X

truc Ox tai (—2; 0) va (1; 0). 54532\ | OININZ 3

D6 thi ham sé nhan giao diém I(-1; 1) cta hai dudng -2

tiém can cda doé thi lam tam d6i xitng va nhan hai -3

dudng phan giadc clia cac goc tao béi hai dudng ::

tiém can dé lam truc doi xiing.

D6 thi ham s6 dugc cho nhu Hinh 1.35. Hinh 1.35

Nhan xét:

ax’+bx+c

—
mx+n

c6 tam déi xiing la giao diém / ctia tiém can ding va tiém can xién, nhan hai dudng phan giac

cla cac goc tao bai hai dudng tiém can cdia né lam truc déi xiing.

Do thihamso y = a# 0, m # 0 va da thuc t& khdng chia hét cho da thic mau)

LUYEN TAP 3
Khao sat su bién thién va vé dé thi clia cdc ham s6 sau day:
—x2—2x-2 x*—2x-3
a) y=—"—"-—"=; b) y="—"7""—
)y x+1 ) xX—2

0 Van dung dao ham va khao sat ham sé dé giai quyét mot sé van dé
lién quan thuc tién

Van dung dao ham va khao sat su bién thién cia ham s, ta c6 thé giai quyét mét sé van dé
lién quan dén thuc tién cudc séng, trong y hoc, kinh té, ki thuat,...

ViDU 6

Khi mét vat la mac ket trong khi quan khién ta phai ho, co hoanh day lén trén gay ra
tang ap luc trong phdi, theo d6 cuéng hong co that lam hep khi quan khién khéng khi
di qua manh hon. Béi v6i mét lugng khéng khi bi day ra trong mét khoang thai gian
c6 dinh, khi quan cang nhé thi lubng khéng khi cang ddy ra nhanh hon. Van téc
luéng khi thoat ra cang cao, luc tac dong Ién vat la cang I6n. Qua nghién céiu mot
sO trudng hop, ngudi ta nhan thay van toc v ca luéng khi lién hé véi ban kinh x cta
khi quan theo céng thuc:

. ]
v(x) = k(x, — x)x* v&i 5% <x=<Xx,,

trong d6 k la hang sé (k > 0) va x, la ban kinh khi quan & trang thai binh thuang. Tim x theo
x,d€ van toc cia ludng khi mét con ho trong truong hop nay la I6n nhét.
(Nguén: James Stewart, J. (2015). Calculus. Cengage Learning 8th edition, p.285)
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Giai
Xét ham s6 f(x) = (x, — X)x* v6i x, c6 dinh va %xo <x=<x,
Do k la hang s6 nén van toc clia ludng khi moét con ho 1én nhat khi f(x) dat gia tri [6n nhat.
Ta c6 fix) = =X + x x;
f(x) = =3x" + 2x X;
f(x)=0ex=0hoac x = %xo.
Bang bién thién:

1
X jX 0 %X o X,
f'(x) + 0 -
15%)
f(5%) fx;)

Dua vao bang bién thién, ta cé [rpax]f(x) = f(%xo >
X5 %,

Vay van téc cta ludng khi mot con ho I6n nhat khi x = %xo.

Vibu7z

Gia s chi phi cho xuat ban x cuén tap chi (gém: luong can bd, céng nhan vién,
gidy in,...) dugc cho bai cong thuc:

C(x) = 0,0001x* — 0,2x + 10 000,
trong d6 C(x) dugc tinh theo don vi la van déng. Chi phi phat hanh cho mdi cuén la
4 nghin déng.
a) Tinh téng chi phi T(x) (xuat ban va phat hanh) cho x cuén tap chi.

b) Ti 56 M0x) = T2
x cuon. Tinh M(x) theo x va tim s6 luong tap chi can xuat ban sao cho chi phi
trung binh 1a thap nhat, biét rang nhu cau hién tai xuat ban khéng qua 30 000 cuén.
Khi dé chi phi trung binh cho mét cuén tap chi la bao nhiéu?

Giai

a) Chi phi phat hanh cho méi cuén la 4 nghin déng, tuc la 0,4 van dong.

Suy ra chi phi phat hanh cho x cuén la 0,4x (van dong).
Theo dé bai, ta c6 téng chi phi xuat ban va phat hanh cho x cudn tap chi la:
T(x) = C(x) + 0,4x = 0,0001x* + 0,2x + 10 000, véi x > 0.

duagc goi la chi phi trung binh cho mot cudn tap chi khi xuat ban

b) Ta c6 Mt =T = 0,0001x+0,2+ 10000
Xétham s6 f(x) = 0,0001x+ 0,2+ 1229, vi 0 < x < 30 000.




2 —

£(x)=0,0001 - 10000 o,ooo1xx2 10000,

f’(X) =0ex=10000 (dOX S 0)

“Tf(x) = +o0.

Bang bién thién:
x |0 10 000 30000
Fx) - 0 n
o f(30 000)

Dua vao bang bién thién, ta thay gia tri ciia M(x) nhoé nhat khi x = 10 000.
Vay s6 lugng tap chi can xuat ban sao cho chi phi trung binh thap nhat la x= 10 000 (cuén).
Chi phi trung binh cho mét cuén tap chi khi xuat ban 10 000 cuén la:

M(10 000) = 2,2 (van déng) = 22 000 (d6ng).

vibus

Anh Nam ¢ mét manh dat rong va muén danh ra mét khu dat hinh cht nhat c6
dién tich 200 m* dé trong vai loai cdy mai. Anh du kién rao quanh ba canh ctia khu dat
hinh chir nhat nay bang luéi thép, canh con lai (chiéu dai) sé tan dung buc tudng
c6 san (Hinh 1.36). Do diéu kién dia li, chiéu réng khu dat khéng vuot qua 15 m, hoi
chiéu réng ctia khu dat nay bang bao nhiéu dé téng chiéu dai lugi thép can dung la
ngan nhat (nghia la chi phi rao luéi thép thap nhat)?

Hinh 1.36

Giai

Goi x (m) la chiéu rong ctia khu dat hinh chit nhat can rao.

Theo dé bai, tacd 0 < x < 15.

Dién tich khu d&t nay 1a 200 (m?) nén chiéu dai ctia khu dat Ia % (m).
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Téng chiéu dai lugi thép rao quanh khu dat la L (x) = 2x +A;O( ).

Xétham sé: L(x) = 2x +

2?(0: vaGi x € (0; 15].

2_
Ta co: Lix) = 2 — 220 — 2x°— 200,
X X
I'(x) =0 x=10 (do x> 0).
Ta co: limL(x) = I|m(2x+&) = +oo;
x—0" x—0" X
L(10) = 40;
130
L(15) = 3
Bang bién thién:
X 0 10 15
L’(x) - 0 +

+oo 130
L(x) \ 3
40 /

Dua vao bang bién thién, chiéu dai lugi thép ngan nhat la 40 m khi chiéu réng khu dat

nay lax =10 (m) (va chiéu dai la % =20 (m ))

LUYEN TAP 4

Trong dgt chao murng ki niém ngay 26 thang 3, trudng X c6 t6 chiic cho cac 1&p bay cac
gian hang tai san trudng. D€ cé thé che nang, chiia dé dac trong qua trinh tham gia
hoat déng, mét I16p da nghi ra y tudng nhu sau: Dung trén mat dat bang phang mét
chiéc 1éu tir mot tam bat hinh chir nhat cé chiéu rong la 4 m va chiéu dai la 6 m, bang
cach gap doi tam bat lai theo doan ndi trung di€ém hai canh la chiéu dai cta tam bat,
hai mép chiéu rong con lai clia tdm bat sat dat va cach nhau x (m) (Hinh 1.37). Tim x dé
khoang khéng gian phia trong Iéu la I6n nhat.

6m

| 4m
=

Xxm
Hinh 1.37

AT




LUYENTAP 5

Hinh 1.38a la mét muong dan nudc thuy Igi tai mét dia phuong. Phan khong gian
trong muong dé nudc chdy c6 mat cat ngang la mét hinh chit nhat ABCD (Hinh 1.36b).
Véi diéu kién luu lugng nudc qua muang cho phép & day thi dién tich mat cat ABCD la
1,2 m*. D€ dam bao yéu cau ki thuat tét nhat cho muang, ngudi ta can thiét ké sao cho
tong do dai AB + BC + CD la ngan nhat.

a) DPat BC=x, tinh y=AB+ BC + CD theo x.

b) Khao sat ham s6 y = f(x) tim dugc & cau a, tir dé tinh x dé€ y nhé nhat, biét rang theo

quy dinh thi doan BC (chiéu rong day muong) phai duéi 10 m.

A D

Hinh 1.38

VAN DUNG 3

Trd lai phan Khéi dong dau bai.

a) Lap cong thiic ham sé téng chi phi luu kho va nhap hang, khao sat su bién thién cua
ham s6 nay.

b) Tim s dgt nhap va s6 dién thoai nhap trong méi dot dé téng chi phi clia cau a la
nho nhat.

BAITAP

1.20. Khao sat su bién thién va vé dé thi cac ham sé sau:
a) y=x+3x -4 b) y=x+4x + 4x;
Q y=-2X+2; d) y=-x-x—-x+1.

1.21. Khao sat su bién thién va vé do thi cac ham sé sau:

_X—2, _1-2x
3y 2x+1" b) y 2x+4

1.22. Khao sat su bién thién va vé do thi cac ham sé sau:

a) yzw- b) y:X2*27X*3.
x+1 ' x-2 '
1 2x*—x+1

Q y=-x P )y -
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1.23. M6t ngudi chéo thuyén tir diém A trén bd mot con séng thang, réng 3 km va mudn
dén diém B, cach b déi dién 8 km vé phia ha luu, cang nhanh cang tét nhu Hinh 1.39.
Ngudi dy c6 thé chéo thuyén qua séng dén diém C réi chay bo dén B, hodc anh ta co
thé chéo thang dén B, hodc c6 thé chéo thuyén dén di€ém D nao do gitra C va B réi
chay bd dén B. Biét rang toc do chéo thuyén clia nguai nay la 6 km/h va toc d6 chay bd
la 8 km/h. Tim thoi gian ngan nhat ma ngudi nay co thé di tir A dén B (bd qua van téc
clia nudc va lam tron két qua dén hang phan tram).

3 km

Y

o<
<

8 km

B AA
Hinh 1.39

1.24. M6t chat diém chuyén dong theo quy luat s(t) = - + 2 — t, véi t (dan vi: gidy) la khoang
thoi gian tinh ti khi vat bat dau chuyén dong va s (don vi: mét) la quang dudng chat
diém di chuyén dugc trong khoang thai gian doé.

a) Khao sat su bién thién va vé dé thi ciia ham sé s = s(t) trén hé truc toa do tOs.
b) Trong khoang thai gian 2 giay ké tu khi bat dau chuyén dong, chat diém dat dugc
van toc I6n nhat la bao nhiéu?

1.25. Ngudi ta can rao mét manh dat hinh chit nhat ABCD c6 dién tich 1a 600 m” Trén manh
dat nay, ngudi ta chia lam ba miéng dat hinh chir nhat cé dién tich bang nhau (Hinh 1.40).
Gia tién dé xay dung hang rao bén trong va bao bén ngoai la 60 000 déng mébi mét,
biét rang chiéu dai hinh cht nhat ABCD khéng vugt qua 60 m. Tim chiéu dai va
chiéu réng ctia hinh chir nhat ABCD sao cho chi phi xdy dung hang rao la thap nhat
(lam tron két qua dén hang phan tram).

A } } : D

Hinh 1.40
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1.26. Ngudi ta can thiét ké moét cai lon cé dang hinh tru c6 thé tich la 1 lit (Hinh 1.41). Tinh ti 1&
chiéu cao va ban kinh day hinh tru nay dé téng chi phi lam vé lon (bao gém ca hai day)
la nhé nhat.

Hinh 1.41

1.27. Trong Vat li, dién trg tuong duong R, cla hai dién tré R, R, mac song song dugc
1o=T-+ 1, biétring R, =3 (Q). Bt R =x (Q), x> 0.
« R, R, ? ’
a) Tinh R4 theo x, xem biéu thuc tinh dugc nay la mét ham s6 y = f(x). Khao sat su
bién thién va vé d6 thi ham s6 f(x) véi x > 0.
b) Khi x tang, dién tr& R thay d6i nhu thé nao? R, khong thé vugt qua gia tri
bao nhiéu?

xac dinh bai céng thiic

1.28. M6t cong ty mudn lam mét dudng éng dan tu vi tri A trén b bién dén vi tri B trén
hon dao. Khodng cach tir diém B dén bd bién 1a BH = 6 km (Hinh 1.42). Gia tién dé
xdy dung dudng 6ng trén bd la 50 000 USD méi kildbmét va gia tién xay dung
dudng 6ng trén bién 1a 130 000 USD méi kildmét, biét rang AH = 9 km. Xac dinh vi tri
diém C trén doan AH dé khi l13p 6ng dan theo dudng gédp khic ACB thi chi phi cong ty
bé ra la thap nhat.

C
9 km
Hinh 1.42

AL e -- it
Y>e
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77 EM CO BIET
Pudng cong spline

Ham sé da thiic néi chung va ham sé bac ba: y = ax® + bx* + cx + d (a # 0) ndi riéng c6
nhiéu Ung dung trong Toan hoc, thuc tién va Khoa hoc may tinh, mot trong s6 dé la cac
spline (tam dich tiéng Viét la dudng lugn séng).
Pudng cong spline trong Toan hoc dugc tao ra bang cach néi phan dé thi cac ham da thiic
vGi nhau, théng thudng la cac phan dé thi ham da thiic bac ba dugc két néi véi nhau bai
mot tap hop cac diém cho trudc, cac dudng cong spline dugc tao ra la mot dudng lién tuc
va dam bao dé cong can thiét.
Chang han, dudng ray cla tau lugn siéu toc la mot dang dudng cong spline dugc
thiét ké véi dé cong thay dai linh hoat, thu vi va dap ting mét sé tiéu chi vé an toan (nguén:
J. R. McKilligan & T. J. Allen. The Mathematics of Coaster Design. American Scientist 88,
November 2000, pp.480-487) (Hinh 1.43).

“!!;iﬂlll!!!lhs,,;ﬂﬁ;‘;

url

Hinh 1.43

Thuat ngir "spline" xuat phat tur cac kim loai manh déo hoac manh goé dugc st dung bdéi
thg déng tau dé tao ra hinh dang cong cla than thuyén (Hinh 1.44).

m

Hinh 1.44

Pudng cong spline cling c6 y nghia trong cac chuang trinh may tinh nhu: Adobe lllustrator,
Microsoft Powerpoint, Microsoft Word, Microsoft Paint,... Minh hoa dan gian nhat la trong
Microsoft Powerpoint, sau khi vé mét dudng parabol bang céng cu Shape (Hinh 1.45a),
ta hoan toan c6 thé thém mét s6 diém vao mai vi tri (Hinh 1.45b). Sau d6 di chuyén cac
diém thém nay va phan mém sé cho ta mot dudng cong gan séng phu hgp véi vi tri méi
clia cac diém do.

VAR

Hinh 1.45



HOAT DPONG THUC HANH VA TRAI NGHIEM

-
Gido vién co thé chon it nhat mét trong hai hoat dong sau day: "Thiét ké dudng ray tau lugn
siéu t6c" hodc "Sir dung GeoGebra vé d6 thi ham s6 va tim nghiém cta phuong trinh" d@é
hoc sinh thuc hanh trai nghiém.

0 Thiét ké dudng ray tau luon siéu toc

Muc tiéu:

« Lap dugc cong thiic ham s6 bac ba: y = f(x) = ax’+ bx’+ cx+ d (a # 0) théng qua cac giao diém
cla dé thi véi truc hoanh va truc tung. Tim dugc cuc tri ciia ham s6 da cho.

« Thiét ké dudng ray tau lugn siéu téc c6 dang do thi ham s6 bac ba & trén va thuc nghiém vai
vién bi (mé ta tau lugn) lan trén dudng ray khéng can dong co.

Yéu cau:

Mot phan dudng ray tau lugn siéu téc cd dang dé thi ham sé bac ba:y=f(x) = ax’+ bx* + cx+d,

(a # 0). Truc Ox mé ta quang dudng tau di chuyén theo chiéu ngang (tinh bang centimét),

truc Oy mé ta chiéu cao clia dudng ray (tinh bang centimét) tai mai vi tri x.

Chiéu cao xuat phat la 50 cm. Tau xudng dudi mat dat lan tha nhat tir vi tri x = 20 cm, tau lén

khoi mat dat & vi tri x = 50 cm va sau d6 xuéng dudi mat dat lan tha hai & vi tri x = 100 cm.

Xét x €[0; 100]:

a) Tim cong thdc ham sé f(x). So{ky

b) Tim di€ém cao nhat cla dudng ray khi tau Ién 40
khéi mat dat va toa do diém thdp nhét cla |
dudng ray khi tau xuéng dudi mat dat. 20

¢ Stdungéngxdp dé thiét ké phan dudng ray nay,

10
cho mét vién bi (thay thé cho tau lugn) lan trén 30 40 /—\

X
mé hinh da thiét ké. S& dung déng hé bam giay _1%_ 10 205__—50 60 70 80 9")10‘X
dé do thai gian vién bi di chuyén.
Chuan bi:
- Ong x3p bao 6n chiéu dai 2 m cét ddi theo chiéu doc;

Hinh 1.46

a) Ong x6p bdo 6n b) Ong xdp da cdt doi theo chiéu doc
Hinh 1.47
- Bia cac-tong kich thudc t6i thiéu 1 m x 1 m (hoac gidy roki);

Bang keo gidy;
Mot vién bi nhe;
- BDong hé bam giay.
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T6 chiic hoat dong:

HOATDONG 1A |

»

Tim céng thicham sé y =f(x) =ax’+ bx* + cx+d
Do d6 thi ham sé giao véi truc hoanh tai cac diém x = 20, x = 50, x = 100 nén phuong
trinh f(x) = 0 c6 3 nghiém 20, 50, 100, tu d6 ta c6 y = a(x — 20)(x — 50)(x — 100).
Mat khac, tai diém x =0 ta c6 y = 50, suy ra:
50 = a(0 — 20)(0 — 50)(0 — 100)
1
2000

~ ~ Came 1 s 17
(x—20)(x—50) (x — 100) 5000~ +200

S ad=—

x> —4x +50.

. 1
Suyray——zooo

HOAT PONG 1B

L

Tim diém cao nhat chia dudng ray khi tau l1én khéi mat dat va toa doé diém
thap nhat cia dudng ray khi tau xuéng duéi mat dat
Cac diém can tim chinh la cac diém cuc tri ctia ham sé

I T A
y=1f(x) = 2000x+200x 4x + 50.
3 5.7 .
Tacoy = 2000x+100x 4
_ 100
y=0e 3
x = 80.
Ta c6 cac diém cuc tri ctia ham s6é f(x) la A<%; - %) va B(80; 18).

HOATDONG 1C

-

Thiét ké mé hinh va trai nghiém

Buéc @ Trén tam bia cac-tong, vé hé truc toa do Oxy (Hinh 1.48).

Budc @ Danh dau cac diém dic biét bao gém diém cit truc hoanh M., M,, M., diém cat
truc tung N, cac diém cuc tri A, B trén tdm bia (Hinh 1.49).

Hinh 1.48 Hinh 1.49



Budc © Ve dé thi ham sé f(x) qua cac diém duoc
danh dau trén tdm bia, sau d6 dan
ong xop vao theo dé thi da vé (Hinh 1.50).

Buéc @ Tha vién bi khong van téc dau tir vi tri N,
quan sat vién bi lan trén dudng ray dén
vi tri M, va sir dung déng h6 bam giay
tinh thoi gian vat chuyén dong tu N
dén M.,

Hinh 1.50

LUYEN TAP 1
LSp hoc chia lam 4 nhém, méi nhdm 6 thé thay déi chiéu cao xudt phat nhung phai
gilr nguyén cac vi tri giao vai truc hoanh. Thiét ké dudng ray sao cho vién bi lan trén dé
trong thai gian cang lau cang tét, nhdém thuc nghiém cho thai gian vién bi lan I6n nhat sé
chién thang va trinh bay céng thic ham s6 c6 d6 thi moé ta hinh dang dudng ray luc do.

0 SU dung GeoGebra vé dé thi ham sé va tim nghiém cta phuong trinh

Muc tiéu:

St dung phan mém GeoGebra trén may tinh (may tinh bang, dién thoai thong minh) dé:
2

- VédothicAchams8y=ax’ +bxX’ +cx+dvay = ax“+bx+c,
mx+n

- Xac dinh toa do giao diém cla cac do6 thi ham s6, bién ludn dugc s6 nghiém cla mot
phuong trinh theo tham s6.

Yéu cau:

- Phan mém GeoGebra, ban cai dat trén may tinh tai dia chi: https:/www.geogebra.org/
download (bai hoc nay dugc minh hoa theo GeoGebra Classic 5) hoac sirdung truc tuyén trén
trinh duyét tai dia chi: https.//www.geogebra.org/classic.

- Hoc sinh cling c6 thé dung tiing dung GeoGebra trén dién thoai thdng minh, may tinh bang.
Hoc sinh tim kiém va cai dat ing dung GeoGebra Graphing Calculator trén Play Store
(d6i vai hé diéu hanh Android) va App Store (d6i véi hé diéu hanh iOS).

- Cac nut I1énh va thao tac can thiét dé thuc hién ndi dung nay:

Nuat lénh/Cong cu Cong dung Cach dung
Giao diém cta 2 d6itugng . . Chon nut [énh nay sau d6 bam
Tim giao diém cua hai L . . i
. chudt vao tung do thi clia cac
doi tugng (d6 thi). . p
ham sé.

Cuc tri ctla ham s6 o, o o . )
Vé cac diém cuc tri cia Chon nut Iénh nay sau dé chon

N dé thi ham sé. vao d6 thi can tim cuc tri.

e —
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Tim nghiém

clia phuong trinh Tim nghiém cta phuong

- trinh f(x) = 0 hoac giao
diém cda f(x) vdi truc Ox.

Chon nut Iénh nay, sau d6 chon
vao do6 thi ham soé f(x).

Chon nut Iénh nay va bam chon

Thanh truct , . | khodng trong trén vung lam viéc.
’ Tao gia tri tham s6 co thé 9 g 9 i

a=2 thay déi duoc. Sau déﬂc() thé thay d0| té.rl clia
tham s6 trong giao dién hién ra
(néu can thiét).
Chén chir Chon nut 1énh nay, sau d6 bam
ABC Chén chirvao vung lam viéc. | chon vao vi tri can chén chir va
g6 chi.
Bai toan: ,
Chohamséy = X 3X-6,
x+1

a) Xac dinh tiém can diing va tiém can xién cta dé thi ham sé da cho, sit dung GeoGebra dé
vé cac dudng thang nay.

_2_ —
b) VédéthHC)hmﬂ56y:‘lL;§§_li'

¢) S dung GeoGebra tim cac diém cuc tri ctia d6 thi ham s6 da cho.

23y
d) Dua vao do thi da vé, bién luan theo tham sé m sé nghiém clia phuong trinh % =m.
Té chiic hoat déng:
HOAT PONG 2A
Xac dinh tiém can diing, tiém can xién va vé dé thi clia ham sé.
. —Xx*—3x-6 4
Tac6y=—""—""——=—x—-2- .
y x+1 x+1

Pudng tiém can ding cla dé thi ham sé la x = —1. Dudng tiém can xién cla do thi

ham 56 |éy= —X — 2. i eal

Khéi dong GeoGebra.

St dung ban phim, nhap vao i

6 Nhap lénh (hang dudgi cung :

clia giao dién) cong thuc x = —1. ;

Hhap s X=-1 SiGNElalocanelgN T T T T T N[ L T ot

tiém can dung. \

Nhap vao biéu thic y = —x — 2

Nhap lénh: y=-x-2 , Ta vé dugc dudng

tiém can xién (Hinh 1.51).

Hinh 1.51
TOAN 12
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HOAT DONG 2B

a2y
Véd(“Sthihémsc“)'y:w-
X+1
e m e X2 =3X=6 . a L a 1:s
Nhap vao biéu thuc y = v G 6 Nhap liéu Nhap lénh: y = (-x* - 3x-6) [ (x + 1) .
—x*-3x-6

Ta dugc d6 thi (C) claham s6 y = la dudng cong (Hinh 1.52).

41
Chon nut I1énh Chén chir dé ghi thém nhan cho truc Ox, Oy (Hinh 1.53).
Ta dugc d6 thi hoan thién ctia ham sé da cho (Hinh 1.54).

N N

222 Thanh trrgt {
f»- ABC Chén ehir /
Hinh 1.52 Hinh 1.53 Hinh 1.54

HOAT PONG 2C

Tim céc diém cuc tri ctia d6 thi ham s6 da cho.
Chon nut Iénh Extremum (Hinh 1.55).
Sau d6 chon vao dé thi f(x) dé duoc cac diém cuc tri A(=3; 3), B(1; =5) (Hinh 1.56).

LR ] I3enieee Casen b

DRI S AT
= Misn 1) danh wich 951 = Vurg lim v
| fiw TE 1w
® eqline -1
*hy--x-2

- mal =

sl L@

o Bifim mai

A Bim thude ddi tuamg
o Dénhly dén diém
2 Gino am lia 2 d6i trong 4 ._
_-‘Trungd:émhoénl&rn -'. =
of S8 phic
N Extramum e ) : i ;

Hinh 1.55 Hinh 1.56
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HOAT PONG 2D
| o —Xx’—-3x-6
Bién luan theo tham s6 m sé nghiém clia phuong trinh T E—

_ *
1 m. (¥)
Luuy:

S8 giao diém cha hai d6 thi ham s6 y = f(x) va y = g(x) la s6 nghiém ctia phuong trinh
fix) = g(x).

Buéc @ Tao thanh truct.
Chon nut tao thanh trugt & thanh cong cu (Hinh 1.57).
Sau do6 chon vao mét vi tri trong trén giao dién phan mém.

Slra ch(r "a" thanh chir "'m", diéu chinh cac gia tri "cuc tiéu", "cuc dai" ctia tham so6 nay la
—10 dén 10, sau d6 nhan OK (Hinh 1.58).

L] Thanh trugt
0 sé Tén
Gée d—m o
58 nguyén Mgiu nhién
BRI Thanh treot  HIEw dng
‘1" Cuctidu; -5 —»-10 Cycdai; 5 —> 10  5d gia:
5
222 Thanh tnrgt [oK | Hiy
Hinh 1.57 Hinh 1.58

Budc @ Nhap vao khung nhap liéu ham s y=m Nhap lénh: y=m

Busc© Go vao khung Nhap Iénh: GiaoDiém(y=(-xA2-3x-6)/(x+1), y=m, =100, 100)
Nhap I&nh:| G120 (y=(-xA2-3x-6)/(x+ 1), y=m, 100, 100) . O gid tri tlr—100 dén 100, ta chon
khodng x réng dé c6 thé quét hét tat ca cac giao diém.

Budc @ Nhan chuot phai vao thanh trugt va chon Hiéu tng trén (Hinh 1.59).

Sau d6 quan sat sé giao diém clia dudng thang (d): y = m va dé thi (C) cta ham sé.

Ta thay c6 cac truong hop sau day:
- VGi m > 3: d cat (C) tai 2 diém nén phuong trinh (*) c6 2 nghiém (Hinh 1.60).

y

\ il il ait
& T
! |
i

=1 |

m
il

Sam
v * Hién thj 48i tweng
J & Hién thi tén
C& dinh ddi twong
« & Vi tri cd dinh trén man hinh

WO tén
J Xoa

3 Thujc tinh ...

Hinh 1.59 Hinh 1.60
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« V6&im=3:d cat (C) tai 1 diém nén phuong trinh (*) c6 1 nghiém (Hinh 1.61).
« V6i =5 < m < 3: d khéng cét (C) nén phuang trinh (*) vé nghiém (Hinh 1.62).

f

Hinh 1.61 ' Hinh 1.62

« V6&i m=-5:d cat (C) tai 1 diém nén phuong trinh (*) c6 1 nghiém (Hinh 1.63).
« VGi m < —5: d cat (C) tai 2 diém nén phuang trinh (¥) c6 2 nghiém (Hinh 1.64).

oy

..........

Hinh 1.63 Hinh 1.64

Két luan:

« m > 3 hodc m < —5: Phuong trinh (¥) c6 2 nghiém phan biét.
« m =-5 hoac m = 3: Phuong trinh (¥) c6 dung 1 nghiém.

+ =5 < m < 3: Phuong trinh (¥) vé nghiém.

LUYENTAP 2

Choham sy =f(x) =x’— 3x* + 3.

a) SUdung phan mém GeoGebra vé d6 thi (C) ctia ham sé da cho.

b) Tim nghiém gan dung (lam tron dén hang phan tram) ctia phuong trinh f(x) = 0.

c) Duavao dé thida vé & cau a, bién luan theo tham s6 m s6 nghiém ctia phuong trinh
X=3x"+3=m.
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1.29.

1.30.

1.31.

1.32.

BAI TAP TU LUAN
Cho ham s6 y = f(x) lién tuc trén cac khodng (~oc; —1), (~1; +o0) va c6 bang bién thién
nhu Bdng 1.4. Xac dinh cac khoang dong bién, nghich bién va cuc tri cia ham s6
da cho.
Bdng 1.4

+ 0 + 0 -

/

oo —0Q0

y +

V| e —

-1
|
+00 H

Lap bang bién thién, tim khoang don diéu va cuc tri (néu cd) ctia ham sé:
X—6 .
1-2x

a) y=-xX+2X>-x-7, b) y=
Q y=vax-x’.

TU mét miéng bia hinh chit nhat vai kich thudc 20 cm x 10 cm, ban Lan cat bo hai
hinh vudng cé canh la x (cm) va hai hinh chir nhat (phan gach soc Hinh 1.65) roi
gap theo dudng nét dut va dan cac mép dé dugc mét cai hop coé dang hinh hop

chi nhat. Tim x dé thé tich hop 1a 16n nhat va tinh gia tri I6n nhat dé.
20

- »

x17

—
X

Hinh 1.65

Trong mot cudc thi lam d6 dung hoc tap do truong A scm D
phat dong, ban Nam lam mot hinh chép ta gidc déu
S.EFGH bang céach sit dung mét tdm bia hinh vuong
ABCD c6 canh bang 5 cm va cat tdm bia theo cac
tam giac can AEB, BFC, CGD, DHA. Sau d6 ban gap
cac tam giac AEH, BEF, CFG, DGH sao cho bén dinh
A, B, C, D trung nhau tao thanh dinh S cta khéi chép
ti giac déu nhu Hinh 1.66. Thé tich I16n nhat cta B C
khoi chép tu gidac déu tao thanh bang bao nhiéu? Hinh 1.66
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1.33.Cho ham 8 y =2 co dé thi Ia 4
duong cong nhu Hinh 1.67. Xac dinh J L
cac dudng tiém can dL’Ing,,tiém can V=2
ngang va tiém can xién (néu co) cla
d6 thi ham sé da cho. 0 >
X
X= _1 X= 1
Hinh 1.67

1.34.Cho ham s6 y = —x* + 3x + 1. Khao sat su bién thién, vé dé thi va chi ra tam

déi xiing cdia d6 thi ham sé da cho.

1.35. Khao sat su bién thién va vé do thi cac ham sé sau:

_3x+6,
2-x'

3 .
2—Xx

a) y b) y=2x+

1.36. Chuyén vién phan tich thi trudng ciia mét cong ty X san xuat mdy xay sinh to

nhan thdy rang, néu céng ty san xudt x mdy xay hang nam thi téng Igi nhuén thu
dugc sé tinh theo cong thuc:
y = f(x) = 8x+0,3x*—0,0013x> — 372 (triéu déng).
a) Cong ty X can san xuét it nhat bao nhiéu may xay dé khong bi 16, biét rang
cdng ty san xuat 20 may xay van chua c6 lai?
b) Lgi nhuan I6n nhat cong ty c6 thé thu duoc la bao nhiéu? Khi d6 can san xuat
bao nhiéu may xay?

1.37. Trong Vat li, khi mot dién trd ngoai co gia tri R () dugc ndi qua mét nguodn dién

E (V) v&i mét dién trd trong r (Q) thi cong suat (tinh bang W) clia dién tré ngoai la
E°R

(R+n?

(Nguon: https://phys.libretexts.org/Bookshelves/Electricity_and_Magnetism/Electricity

and_Magnetism_(Tatum)/04%3A_Batteries_Resistors_and_Ohm's_Law/4.08%3A_

Power_Delivered_to_an_External_Resistance)

Khi R thay ddi, E va r c6 dinh, ta xem P la ham s6 theo R. Tim céng suat Ién nhat

cla dién tr& ngoai.

1.38. Trong Hoa hoc, xét mét sé phan (ng don gian mot chiéu c6 dang:

aA+bB - cC+dD,
trong d6 A, B, C, D la cac chat hod hocva a, b, ¢, d la cac hé sé can bang.

Chuong 1 - UNG DUNG DAO HAM BE KHAO SAT VA VE PO THI CUA HAM SO



1.39.

1.40.

1.41.

Theo dinh luat tac dung khéi luong (M. Guldberg & P. Waage, 1864), t6c do
phan Uing hoa hoc dugc xac dinh bai cdng thuc:
v = kIA[B]",

trong d6 k la hang s6 téc d6 phan tng chi phu thudc vao ban chat cltia chat
phan Gng va nhiét do; [A], [B] lan luot la néng dd mol cla cac chat A, B tai
thai diém dang xét (don vi mol/l) (nguon: https://chem.libretexts.org/Bookshelves
/Physical_and_Theoretical_Chemistry_Textbook_Maps/Supplemental_Modules_
(Physical_and_Theoretical_Chemistry)/Kinetics/02%3A_Reaction_Rates/2.05%3A_
Reaction_Rate).
Biét phuong trinh tao ra khi nitrogen dioxide (NO,) tir nitrogen monoxide (NO) va
oxygen (O,) nhu sau:

2NO+0, — 2NO,,
Xac dinh néng d6 khi oxygen tham gia phan (ing dé phan (ing xay ra nhanh nhat,
biét rang téng néng dé mol ctia O, va NO la 1 (mol/I).

Mét cong vom c6 dang niia hinh tron trén mat dat
véi ban kinh R =5 m. Ngudi ta muén dat mot khung 4 B

hinh chit nhat ABCD dé thiét ké trang tri, vGi hai diém
A, B dinh trén vom va CD dat trén mat dat (Hinh 1.68). |p mat dat C
Tim khoang cach A, B so véi mat dat dé dién tich hinh

chir nhat ABCD 13 16n nhat. Hinh 1.68

Kinh vién vong Hubble dugc tau khong gian Discovery dua vao st dung ngay
24/4/1990. M6 hinh van téc cla tau trong s& ménh nay, tU ldc r&i bé phong
(t=0 gidy) cho dén khi dugc tén Ira day nhanh khéi bé tai thai diém t = 126 giay,
dugc xac dinh bdi cong thuc:

v(t) =0,001302> — 0,09029¢ + 23,61t — 3,083 (feet/giay)
(nguodn: James Stewart, J. (2015). Calculus. Cengage
Learning 8th edition, p. 282). Tinh gia toc I6n nhat va
gia toc nho nhat cua tau trong khoang thai gian nay
(lam tron két qua dén hang phan tram).

Hinh 1.69
BAI TAP TRAC NGHIEM
3
Hamsoy = X? — 3x* + 5x — 2 nghich bién trén khoang nao dudi day?

A. (5; +o0). B. (—oc; 1).
C. (-2;3). D. (1;5).
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1.42.Choham s6 y = % Ménh dé nao sau day dung?
A. Ham s6 dong bién trén (—oo; —2) U (-2; +oo).
B. Ham s6 dong bién trén (—oc; 0).
C. Ham s6 déng bién trén R.
D. Ham sé dong bién trén cac khoang (—oc; —2) va (—2; +oo).

1.43. Cho ham s6 y = f(x) xac dinh trén R va cé bang bién thién nhu Bdng 1.5.
Khang dinh nao sau day dung?

Bdng 1.5
X —00 +oo
’ — + —
+00 3
y \ -2 / \ —0

A. Ham s6 déng bién trén (0; 2) va dat cuc dai tai x = 2.
B. Ham s6 dong bién trén (0; 2) va dat cuc dai tai x=0.
C. Ham s6 nghich bién trén (0; 2) va dat cuc dai tai x = 2.
D. Ham s6 nghich bién trén (0; 2) va dat cuc dai tai x=0.
2 \
1.44.Cho ham s6 y=)(+;75(+3 0
o s . 5
c6 do thi la dudng cong 4
nhu Hinh 1.70. D6 thi ham s6 3
da cho c6 tat ca bao nhiéu 2
duong tiém can? T X
A. 1. 7 -6 -5 -4 =32 -1/ |01 2 3456 7 8 910
B. 2 -
C. 3 -3
D. 4 Hinh 1.70

1.45. Mét trang trai moi ngay thu hoach dugc mot tan rau. Moi ngay, néu ban rau vai
gia 30 000 déng/kg thi hét rau, néu gia ban ci tang thém 1 000 déng/kg thi sé rau
thira lai tdng thém 20 kg. S6 rau thita nay dugc ban dé lam thic an cho gia stc Vi
gia 2 000 déng/kg. Hoi s6 tién ban rau nhiéu nhat ma trang trai co thé thu dugc
moi ngay la bao nhiéu?
A. 32420000 déng. B. 32400 000 dong.
C. 34400000 doéng. D. 32240 000 dong.
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1.46. Tich cua gia tri I6n nhat va gia tri nhd nhat ctia ham s6 f(x) = —x° + 2x> — 1trén

doan [-1; 2] la
43 5. _ _50,
A. 57 B. >7 C. 2. D. >7

1.47. Mé6i dot xuat khau gao cda tinh A thudng kéo dai trong 60 ngay. Ngudi ta nhéan
thdy lugng gao xuat khau tinh theo ngay thu t dugc xac dinh béi cong thic:

S(t) = %P - 63t>+3240t—3100 (tan) (1 <t < 60). Héi trong 60 ngay dé, ngay
thi may c6 lugng gao xuat khau cao nhat?
A. 60. B. 45. C. 30. D. 25.

1.48. D6 thi clla ham s6 y = x> — 3x* + 2 la dudng cong trong hinh nao dudi day?

A. B.
y y

21
YA
1.49. Budng cong trong Hinh 1.71 la d6 thi cla
ham s6 nao sau day?
2x+1 x+1 1
= . B' = .
2x—2 y x—1
-X x—1
Cy= - D. y= . -1 No|!
y 1-x y x+1 } )
Hinh 1.71
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CHUONG 2

Tim hiéu chuyén déng clia cac hanh tinh
trong Thién van hoc, tinh toan luc tac
dong khi thiét ké céng trinh xay dung,
diéu hudng di chuyén tau thuyén va
may bay,... la nhirng vi du vé cac van dé
thudng gap trong cudc séng hang ngay
ma viéc nghién ctu doi hoi phai xem
xét huéng chuyén dong va vi tri clia cac
déi tuong. Vecto va toa dé clia ching
la cong cu toan hoc hitu ich cho viéc
xem xét nhiing van dé do.

Trong chuang nay, ta sé tim hiéu vecto,
toa do clia vecto, biéu thuic toa d6 cla
cac phép toan vecto trong khéng gian
va van dung vao viéc gidi quyét mot
sO van dé cta toan hoc cling nhu cua
thuc tién.

Vecto va hé toa do trong
khong gian

¢ Nhan biét duogc vecto va thuc hién dugc

cac phép toan vectg trong khong gian
(téng va hiéu cda hai vectg, tich cia mét sé
véi mot vecto, tich vé hudng cdia hai vecto);

Xac dinh duoc toa d6 clia vecto doi voi
mot hé truc toa do;

Tinh dugc do dai cia mot vecto khi biét
toa d6 diém dau va diém cudi clia no;

4 Tinh dugc géc gilia hai vecto;
¢ Xac dinh dugc biéu thic toa do cla cac

phép toan vecto;

Van dung duoc toa dé cla vecto dé giai
mot s6 bai toan co lién quan dén thuc tién.



@ VECTO TRONG KHONG GIAN
-

Khéi déng: Cong cu nao clia toan hoc dugc dung dé biéu dién cac dai lugng c6 hudng trong
khong gian?

0 Vecto trong khong gian

HOAT PONG 1

Trén cong trudng xay dung, can cau dang dua moét khung
thép hinh chir nhat Ién tang cao clia toa nha. Bén day cap
dugc moc vao bon dinh cia khung thép nhu & Hinh 2.1.
Hay bi€u dién trén hinh vé hudng cla cac luc cang cla
bén sgi day cap nay.

Hinh 2.1

Pé mo ta cac dai luong c6 hudng trong khéng gian, ngudi ta mé réng khéi niém vecto
trong mat phang. Khai niém vecto trong khéng gian dugc dinh nghia tuong tu nhu trong
mat phang.

['/ Vecto trong khéng gian la mét doan thang c6 huéng.
Luuy:

« Ki hiéu AB dugc dung dé& chi vecto cé diém dau A va diém cudi B.
- Khikhong can chird diém dau va diém cudi clia mot vecto, ta ki hiéuvectodd laa, b, x, y, ...
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ViDU 1 A

Cho tu dién ABCD. Hay chi ra cac vecto c6 diém dau la A AB AD
va diém cudi la mot trong cac dinh con lai clia tu dién.
Giai B b

Ngoai dinh A, tu dién con c6 3 dinh B, C, D nén ta c6

3 vecta A_B), Tf, AD (Hinh 2.2). ¢

Hinh 2.2

LUYEN TAP 1

Cho hinh chop tu giac S.ABCD. Hay chi ra tat ca nhiing vecto c6 diém dau va diém cudi
la hai diém phan biét lay trong cac diém S, A, B, C, D.

@ D6 dai ctia vecto. Hai vecto cung phuong, cing huéng, bang nhau

HOAT PONG 2

Nhac lai cac khai niém lién quan dén vecta trong mat phang:
- D6 dai cla vecto;

. Gia cla vecto;

« Hai vecta cung phuang; hai vecto cung hudng;

- Hai vecto bang nhau;

« Hai vecto d6i nhau;

« Vecto—-khong.

Cac khai niém lién quan dén vecta trong khong gian dugc dinh nghia tuong tu nhu trong
mat phang.

'J - D6 dai clia vecto 1a khodng cach gita diém dau va diém cudi ctia né. Po dai cla
vecto a dugc ki hiéu la|a |

- Gia cla vectd la dudng thang di qua diém dau va diém cudi clia vecta do.

« Hai vecto dugc goi la cing phuong néu gia clia ching song song hodac tring nhau.

- Néu hai vecto cling phuong thi ching c6 thé cing huéng hodc ngugc hudng.

« Hai vecto dugc goi la bang nhau néu ching cé cung dé dai va cung hudng.
Néu hai vecto @, b bing nhau thi ta viét la a = b.

« Hai vecto dugc goi la déi nhau néu ching cé cung dé dai va ngugc hudng.
Vecto déi cua a dugc ki hiéu la —a.

Chuong 2 - VECTG VA HE TOA DO TRONG KHONG GIAN



Luuy:
- Khi cho trudc vecto a va diém A thi ta luon tim dugc mét diém M duy nhat sao cho vecto
AM = a.
Déxac dinh diém M, talam nhu sau: Qua A, ké dudng thang d
song song hodc tring véi gid cta a. Trén dudng théng d,
I8y diém M sao cho AM cung hudng véi a va AM bang do dai
cla a (Hinh 2.3).

- V&i mbi diém tuy y, ta quy udc c6 modt vectd dac biét
(c6 diém dau va diém cudi trung nhau), ching han AA,
goi la vecto-khong, ki hiéu 0. Ta quy udc vecto-khéng co Hinh 2.3
dé dai bang 0 va cing phuong, cing huéng véi moi vecto.

vibu2

Cho hinh lang tru ABCA'B'C'. Goi M, M’ lan lugt |a trung diém cac canh AC, A’C’ (Hinh 2.4).
a) Trong tat ca nhiing vecto ¢ diém dau va diém cudi
la dinh cla lang tru, hdy chi ra cac vecto:
- Khac 0 va cung phuong véi AM;
. Khac 0 va cung huéng véi AM;
. La vecto d8i cta AC;
- Bing MM'.
b) Tim d6 dai cua BM trong truong hgp ABC la tam giac
can tai B, ¢c6 canh bén bang 5 cm va géc & dinh
bang 30° (lam tron két qua dén hang phan tram). Hinh 2.4

A B

Giai
a) DoAC /7 A'C'vaM € AC nén:
« Vecto khac 0 va cung phuong vdi AM la vecto c6 gid AChoac A’C". B¢ la cac vecto
« Trong nhitng vecto khac 0 va cung phuong véi AM, c6 hai vecto AC, AC
cung hudéng vai AM;
. Cac vecto d6i ctia AC 1a CA, ﬁ
« Céc vecto bang MM’ 1a M’, @)', cc (cac vecto nay cung hudng va cung do dai
vGi W).
b) Tu gia thiét, ta suy ra tam giac AMB vudng tai M. Tu d6 ta cé:
BM = BA.cosm =5.cos15° =~ 4,83 (cm).
Vay d6 dai ctia BM la| BM | ~ 4,83 (cm).
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LUYEN TAP 2

Cho hinh hop ABCD.AB'C'D'.

a) Trong cac vecta khac 0, c6 diém dau va diém cudi la cac dinh ctia hinh hop, hay
chi ra nhirng vecto:
« Cung phuong vai vecto AB;
- Bing vecto AB;
« Ngugc hudng véi vecto AA..

b) Tinh do dai cla vecto AC trong truong hgp ABCD.A'B'C’'D’ la hinh hép ding, ¢
AA’ = a, AB = b, BC = c va ABC = 120"

BAITAP A

2.1. Cho hinh tu dién déu ABCD (Hinh 2.5).
a) Co bao nhiéu vecto cé diém dau va diém cudi la

dinh cla tu dién? Liét ké tat ca nhiing vecto dé. B D
b) Ban Lan noéi: "AB = AC = AD Vi cdc vecto nay co

cting dé dai va ciing huéng (tir trén xuéng dudi)”. C

Khang dinh cia ban Lan c6 dung khéng? Vi sao? Hinh 2.5

2.2. Cho hinh chép déu S.ABCD c6 canh day a va dudng cao h. Goi M, N, P, Q lan lugt la
trung diém cuia cac canh bén SA, SB, SC, SD va O, H lan lugt la tam cla cac hinh vuéng
ABCD, MNPQ (Hinh 2.6).

Hinh 2.6

a) Trong nhiing vecto khac 0, c6 diém dau va diém cudi Ia nhiing diém cho trén hinh,
hay liét ké cac vecto:
. Cung hudng véi MN;
. Bing MN.

b) Tim do6 dai cac vecto W, MS theo a va h.
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@ CACPHEP TOAN VECTO TRONG KHONG GIAN
e

Khéi déng: Vecto trong mat phang da mang lai mét cong cu hiiu hiéu dé giai quyét nhiéu
bai toan cia Hinh hoc phang va thuc tién. Vay cong cu nay sé dugc khai thac ra sao vao viéc
nghién clu cac déi tuong ctia Hinh hoc khéng gian va cac van dé thuc tién? DE tra 1oi, ta can
biét cac phép toan vecta trong khong gian dugc xay dung nhu thé nao.

0 Tong va hiéu cta hai vecto trong khdong gian
HOAT DONG 1

Cho hinh hép ABCD.AB'C'D’ (Hinh 2.7). Mét vat bat dau di chuyén tur diém A theo
d6 dich chuyén bsng DC, sau d6 tiép tuc di chuyén theo dé dich chuyén béng B'C’.
Hoi vat sé di chuyén dén diém nao?

Hinh 2.7

O TONG CUA HAI VECTO TRONG KHONG GIAN

J Trong khéng gian, cho hai vecto a, b. Lay mot diém A y 3
,

tuy y. V& AB = g, BC = b.Vecto AC dugdc goi la téng cua

hai vecta 8, b, ki hiéu 3G + b. /\
A C

Phép lay tdng clia hai vecto con dugc goi la phép a+b
cOng vecta.

Hinh 2.8

Luuy:
« Phép céng vecto trong khdéng gian cling c6 cac tinh chat cla phép céng vecto trong
mat phang.

Ch&ng han, véi moi vectd g, b,
a+b=0b+ (tinh chat giao hoan);
a+B+0)=(@+b)+¢ (tinh chat két hop);
a+0=a (phép cong véi vecto-khong);
a+(-a)=0 (phép cong véi vecto dai).

Do tinh chat két hop nén dé viét tong clia nhiéu vecto thi ta khdng can dung dau ngoac.

Chéng han, t8ng a + (b + ¢) c6 thé dugc viét laa + b + c.

¢, ta co:
a
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- Khi thuc hién phép céng vecto trong khéng gian, ta cling c6 thé sit dung quy tac ba diém
va quy tac hinh binh hanh nhu trong mat phang.

O QUY TAC BA PIEM VA QUY TAC HINH BINH HANH

Vi ba diém A, B, C bat ki trong khéng gian, ta ¢ AB+BC=AC (quy tac ba diém).
N&u ABCD 1a hinh binh hanh thi AB +AD = AC (quy tic hinh binh hanh).

VibDu1
Cho hinh tu dién ABCD. Chiing minh réing AB + CD = AD + CB.
Giai
S dung quy tac ba diém, ta co:
AB = AD + DB. A
Ap dung tinh chat két hop va giao hoan ctia phép cong vectg,
ta suy ra: D
AB+CD =AD+ DB+ CD B
= AD + (DB + CD)
= AD +(CD + DB) a
= AD + CB. Hinh 2.9
LUYEN TAP 1

Cho tu dién ABCD. Chiing minh réng AC + DB = AB + DC.
HOAT DONG 2

Cho hinh hép ABCD.A'B'C’'D’ (Hinh 2.10).
a) Timlién hé gita AB+AD va AC.
b) Chiing minh ring AB+AD +AA" = AC..

Hinh 2.10

TU két qua chia Hoat déng 2, ta suy ra quy tac sau:

Q QUY TAC HINH HOP

l’/ N&u ABCD.A’B'C'D’ I3 hinh hop thi AB+AD + AA' = AC.
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vibu2

Cho hinh hop ABCD.AB'C'D’ (Hinh 2.10). Tim vecto CC' + BA+D'A’.
Giai
Vi ABCD.A'B'C'D’ 1a hinh hop nén BA = CD va D'A’ = CB.

R . —_— —_— > > P

SuyraCC’' +BA+D'A"=CC'+CD+(CB=CA.

LUYENTAP 2

Cho hinh hép ABCD.A'B'C'D’ (Hinh 2.10). Tim vecto BA+ B'C' + DD’

HOAT DONG 3

Cho hinh hép ABCD.A'B'C’'D’ (Hinh 2.10). Tim tng cla vecto AD va vecto déi ctia C'C.

Q HlEU CUA HAI VECTO TRONG KHONG GIAN
Trong khéng gian, cho hai vecto a, b. Hiéu cla hai vecto g, b 1a vects a+(-b),
ki hiéu a - b.

Phép lay hiéu cuia hai vecto trong khéng gian dugc goi la phép trir vecto.

Phép trir vecto trong khéng gian cling ¢6 quy tac sau:

Q QUY TAC HIEU

l'/ V6i O, A, B 1a ba diém bt ki trong khéng gian, OA — OB = BA.

ViDu3
Cho hinh t dién ABCD. Chiing minh réing AB — CD = AC — BD.
A
Giai
S dung quy tac ba diém va quy tac hiéu, ta co:
AB—CD=(AC+ CB)-CD
=AC+(CB-CD) 5
= AC+DB
= AC- BD. ¢
Hinh 2.11
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LUYENTAP 3

Cho hinh hop ABCD.EFGH (Hinh 2.12). Hay tim:
a) AB+ CB+ GH+ EH;

b) FA-BD.

Hinh 2.12

VAN DUNG 1

Mot chat diém chiu tac dong bai 3 luc F,F, F; c6 chung

1772
diém dat A va c6 gia vuéng goc véi nhau tirng déi mot.

Biét cuding dé cla cac luc F, F,, F. 1an lugt 1a 10N, 8 N

1772773
va 5 N, xac dinh hgp luc cta 3 luc va tinh cudng dé cla

hap luc (lam tron két qua dén hang don vi). Hinh 2.13

@ Tich cila mét s6 vGi mét vecto trong khéng gian

HOAT DONG 4

Cho hinh hép ABCD.EFGH c6 O va P tuong ting la giao diém
cac dudng chéo clia hai day ABCD va EFGH. M la trung diém
ctia doan thang EP (Hinh 2.14). Xét mé&i quan hé vé hudng
va do dai cla cac cap vecto:

a) BD va FP;

b) EM va CA.

Hinh 2.14

Dé& biéu dién mdi quan hé gitta cc cap vecto da xét trong Hoat déng 4, ta viét BD = 2FP va
RN _ _l_>
EM = 7 CA.

Téng quat, ta c6 dinh nghia:

J Cho s6 k # 0 va vecto a # 0 trong khéng gian. Tich clia s6 k véi vecto a la mét vecto,
ki hiéu ka, c6 d6 dai bang | k|| @ | va cling huéng véi @ néu k > 0, nguoc hudéng véi a
néu k < 0.

Phép lay tich cia mot s6 véi mét vecto dugc goi la phép nhan mét sé véi mot vecto.

Luuy:
« Quy uSc: Néu a = 0 hodc k=0 thi ka = 0.

- Néu ka = 0 thi k=0 hosca = 0.
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ViDu 4

Cho tur dién ABCD. G la trong tam clia tam giac BCD (Hinh 2.15). Chiing minh rang:
AB +AC + AD = 3AG.

Giai A

Apdung quy tcbadiém, tacs:

AB+AC+AD =AG+GB+AG+ GC+AG+ GD
= 3AG + GB+ GC + GD.

Vi G la trong tam tam giac BCD nén:
GB+GC+ GD = 0.

Suyraﬁ+A_C’+ﬁ)):3A_G>. c
Hinh 2.15

LUYEN TAP 4
Cho hinh chép S.ABC. Biém M thudc canh SA va SM = §5A.

a) Viét hé thuc lién hé giita cac cap vecta SM va SA, MA va AS.
b) Tim diém N sao cho MN = —%B_A.

VAN DUNG 2

Trong luc P 1a luc hdp din do Tréi Dat tac dung
len mot vat, dugc tinh theo céng thic P =mg,
trong d6 m 1a khéi luong cdia vat (don vi: kg), con g
la vecto gia toc rai tu do, c6 hudng di xudng va
c6 d6 16n g = 9,8 m/s”. Xac dinh hudng va doé 16n
cla trong luc (don vi: N) tac dung 1én qua bugi cé
khoi lugng 2,5 kg.

Luuy:
Cactinh chat ciia phép nhan mot sé véi mét vecto trong mat phang déu ding cho phép nhan
mot s6 véi moét vecto trong khéng gian. Dac biét, ta co cac tinh chat sau:
- Vi vectd g, b bat ki va véi moi s6 thuc k, 1, ta cé:
k(a+b) = ka + kb; (k+1)a = ka+la;
k(la) = (kl)a; la=a;-1a=-a;
- Haivecto g, b (b # 0) cuing phuong khi va chi khi tn tai s6 k sao cho @ = kb;
« Hai dudng thdng AB, CD song song hodac truing nhau khi va chi khi ton tai s6 k sao cho
AB = k@;
- Ba diém phan biét A, B, C thdng hang khi va chi khi tén tai s6 k sao cho AB = kAC.
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ViDus

Cho hinh hép ABCD.EFGH. Piém M la trong tam tam gidc AFH (Hinh 2.16).

a) Chung minh rang ba diém E, M, C thang hang.

b) Tinh d6 dai cla EM trong/t[idng hgp ABCD.EFGH la hinh hop dung c6 cac canh
AB=5,AD=6,AE=10va ABC =120°.

Giai

a) DE& ching minh E, M, Cthdng hang, ta sé chiing minh EC = kEM vGik1a mot s6 thuc
nao do.
Do M la trong tam cla tam gidc AFH nén ta c6: H G

EA + EF + EH = 3EM. P '

Mat khéc, theo quy tac hinh hop thi:
EA+ EF + EH = EC.

Suy ra EC = 3EM. Vay ba diém E, M, C thdng hang. C
b) Ap dung dinh li cosin trong tam giac ABC, ta co: A B
AC*=5"+6"—2.5.6.cos120°=91. Hinh 2.16

Khi ABCD.EFGH la hinh hop dung thi EAC la tam gidc vudng tai A, do dé:
ECC=EA*+AC=100+91=191.

Suy ra EM = %mm .

LUYENTAP 5

Cho hai hinh binh hanh ABCD va ABEF khéng cung
nam trong mot mat phang. Trén cac dudng chéo AC B

. . C
va BF lay cac diém M, N sao cho MC = 2MA, NF = 2NB
(Hinh 2.17). M

a) Bidu dién cac vectd MN, DE theo AB, AD, AF. A D
b) Tuddé suy ra MN // DE. Hinh 2.17

@ Tich vé huéng cuia hai vecto trong khong gian
1. Goc gitta hai vecto trong khong gian
HOAT DONG 5
i A

U c
Cho hinh lang tru ABCA'B'C’ c6 BAC=a. Goi M la v

mot diém bat ki thudc canh bén AA’ (Hinh 2.18). M Q

a) V& hai vectd MP va MQ lan lugt bing AB va AC.
ABC.MPQ cé phai la hinh lang tru khéng? Vi sao? A
b) Trong mat phang (MPQ), hdy xac dinh goc gilia
hai vecto W, M—(j va so sanh goc doé vdi a. B
Hinh 2.18

(@)
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Goc gitta hai vecto MP va MQ tim dugc & Hoat déng 5 ciing dugc goi la goc gita hai vecto
AB, A'C’ trong khéng gian. T8ng quét, ngudi ta dinh nghia:

GOC GIUA HAI VECTO TRONG KHONG GIAN

J Trong khoéng gian, cho hai vecto a va b khéc O.
L&y mot diém O bat ki va hai diém A, Bsao cho OA = g,
OB =b. Ta goi AOB (0° < AOB < 180°) Ia géc gitia
hai vecto g, b trong khéng gian va ki hiéu 1a (a, b).

Hinh 2.19

Nhan xét:
Vi moi cip vecto g, b khac 0, ta cé:
- Néu a, b cing hudng thi (g, b) = 0%
- Néu d, b ngugc hudng thi (g, b) = 180°%
- Néu (@, b) = 90° thi ta néi hai vecto d, b vudng géc vdi nhau va ki hiéu 3 a L b hoic
E 1 5;
- (a,b)=(b,a).
Vibue

Cho hinh chép S.ABCD c6 day ABCD la hinh binh hanh va mat bén SAB la tam giac déu.
Tinh goc gilra hai vecto DC va BS.

Giai

Hinh 2.20

Vi ABCD 13 hinh binh hanh nén AB // DC.
Trén tia AB I8y diém E sao cho BE = DC (Hinh 2.20). Ta c6:

(DC, BS) = (BE, BS) = EBS = 180° — 60° = 120°.
Vay (DC, BS) = 120°.

LUYENTAP 6

Cho hinh lap phuang ABCD.A'B'C’'D’. Tim géc gilia vecta AC va
a) vecto AB;
b) vecto AD;
c) vecto B'B.
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2. Tich vo hudng cua hai vecto trong khong gian
HOAT DONG 6

Trong khong gian, cho hai vecto a, b khac 0. T mot diém O

tuy y trong khéng gian, vé cac vecto 57, b sao cho d = a,

b =b. (P) 1a mit phing chia gid cta hai vects a va b’
(Hinh 2.21). P
a) Trong mat phang (P), hay viét biéu thuc tinh a.b.

b) Hay sosanha’.b’ véi|al|b|.cos(a, b). Hinh 2.21

Biéu thuic tinh a’.b’ cling dugc goi la tich vé hudng cta hai vecto a va b trong khéng gian,
ki hiéu I3 a.b.Tir d6 ta c6 dinh nghia:

Trong khong gian, cho hai vecto a va b khac 0. Tich v hudng clia hai vecto g va b,
ki hiéu a.b, 1a mét s6 dugc tinh theo cong thuc:
a.b=|al|b|.cos(a,b).

Luuy:

Tich v6 huéng clia hai vecto trong khong gian da dugc dinh nghia tuong tu nhu trong mat
phang, nén no co tat ca nhiing tinh chat cda tich vé huéng cla hai vecto trong mat phang.
Chéng han:

. Cho haivecto d va b khac 0.Tacé a L b khiva chikhia.b = 0;

- Trudng hop ¢6 it nhat mét trong hai vecto a, b béng 0 thi ta quy uSc a.b = 0;

2,2 - =
:d=0ea=0;

L@ -|a .
Qb
jal[5]

- Néu @ va b 13 hai vecto khac 0 thi cos(a, b) =

vibuz

Cho hinh chép S.ABCD c6 day ABCD la hinh binh hanh. Mat bén ASB la tam giac

vudng can tai S va c6 canh AB = a. Goi M la trung diém cla AB. Hay tinh:

a) DC.BS;

b) DC.AS;

c) DC.MS.

Giai

a) Vi ABCD la hinh binh hanh nén AB / CD.
Goi E la diém thudc tia AB sao cho BE = DC.

Ta co: o
(DC, BS) = (BE, BS) = EBS. E
AASB vudng can (tai S) nén SBA =45°. Hinh 2.22

Suy ra EBS = 180° — 45° = 135°, hay (DC, BS) = 135°.
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Mét khac, do AB=a nén AS = BS = a2

2
Tu do ta co:
DC.BS =| DE || BS |.cos (DC, BS)
_.av2 o_ zﬁ(_ﬁ).
a > cos135°=a > >
D — az
Vay DC.BS = —7-
a2

b) DCAS = AB.AS =|AB| | 43).cos (4B, 43) = a- 932 -cosas® = % -

) Tam giac ASB can tai S va M la trung diém ctia canh AB nén SM L AB, hay MS L AB.
Suy ra DC.MS = AB.MS = 0.

LUYEN TAP 7

Cho hinh lap phuong ABCD.A'B'C’'D’ ¢ canh bang a. Hay tinh:
a) Wﬁ,

b) AB'.BD;

C) AC .BB.

vibus

Cho hinh chép SABC ¢ SA =SB =SC=AB=AC=avaBC=av2.Tinh géc gitfa cac vecto
SC va AB.

Giai
Ta co: - o
os (S_C: E’) _ _S)C.Ai _ (SA +A2C).AB
|SC|.| AB| a
_ SAAB+AC.AB
- p )

Tl gia thiét suy ra SAB la tam giac déu va ABC la tam giac

vudng can tai A. Tu d6 ta tinh dugc:
2

SA.AB = a.d.cos 120° = —% va AC.AB = 0. Hinh 2.23

Suy ra cos (S_C> ﬁ) = —%- Vay (S_C: A_B)) =120°

LUYENTAP S

a
—_ I

> AB 1 BC va CBD = 45°.Tinh goc gilra hai vecto

Cho tu dién ABCD c6 DA=DB=a,BC=
AD va BC.
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vibuo

Cho biét cong A (don vi: J) sinh béi luc F tac dung lén mét vat dugc tinh béng
cong thic A = F.d, trong d6 d 1a vecto biéu thi d6 dich chuyén clia vat (don vi cda
|3 | [a m) khi chiu tac dung ctia luc F.

Mot chiéc xe c6 khoi lugng 1,5 tan dang di xuéng trén mot doan dudng déc co géc
nghiéng 5° so véi phuong ngang. Tinh céng sinh bdi trong luc P khi xe di hét doan
dudng déc dai 30 m (lam tron két qua dén hang don vi), biét réng trong luc P duoc
xac dinh bai cong thic P = mg, véi m (don vi: kg) 1a khéi lugng ctia vat va g la gia téc
roi tu do c6 d6 16n g = 9,8 m/s”.

Giai

Hinh 2.24

Ta ¢ 1,5 tan = 1500 kg.

D0 16n cua trong lyc tac dung 1én chiéc xe la: | p | =m|g|=1500.9,8=14700 (N).

Vectos d bidu thi d6 dich chuyén cia xe c6 do dai la 9| = 30 (m) va

(P, d)=90°—5°=85°.

Cong sinh ra béi trong luc P khi xe di hét doan dudng déc dai 30 m la:
A=P.d=|P||d|.cos(P,d)=14700.30.cos 85° ~ 38 436 (J).

LUYEN TAP 9 _ A b B
M6t chat diém & vi tri dinh A clia hinh lap phuong ‘O/ATE
ABCD.A'B'C'D'. Chat diém chiu tac dong béi ba lyc P €
a, b, ¢ 1an luot cing hudng véi AD, AB va AC' nhu A, ....... B
Hinh 2.25. Cudng do cla céc luc a, b va ¢ tuong dng “
la 10 N, 10 N va 20 N. Tinh cudng d6 hop luc ciad, b D’ C
va ¢ (Iam tron két qua dén hang phan mudi). Hinh 2.25

BAITAP

2.3. Cho hinh chép S.ABCD cé day ABCD la hinh binh hanh. Chiing minh rang:
SA+SC =SB+ SD.

2.4. Cho hinh hop ABCD.EFGH. Dt AB = a, AD = b, AE = ¢. Goi M la trung diém ctia doan BG.
Hay biéu dién AM theo a, b, ¢.
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2.5.

2.60

2.7.

2.8.

2.9.

2.10.

2.11.

2.12.

Cho hinh lang tru tam giac ABC.AB'C'. Goi G, G’ lan lugt la trong tdm cac tam giac ABC

va AB'C’. O la giao diém cla hai dudng thang AB’ va A’B.

a) Chung minh rang cac dudng thang GO va CG’ song song vdi nhau.

b) Tinh do dai ctia GO trong trudng hgp ABC.AB'C’ la hinh lang tru dung, canh bén
AA’ =3 va day la tam giac déu cé canh bang 2.

Trong luc P 13 luc hdp dan do Trai Dat tac dung 1én mot vat
dugc tinh bé&i cong thtc P= mg, trong d6 m la khéi luong
cla vat (don vi: kg), E la vecto gia téc roi tu do, cé hudng
di xudng va c6 dé 16n g = 9,8 m/s’. Xac dinh hudng va
do I6n cla trong luc (don vi: N) tac dung |én qua béng c6
khoi lugng 450 gam.

Cho hinh lap phuong ABCD.EFGH c6 canh bang a. Tinh:

a) BC.AH; b) AF.EG; o) ACFE.

Cho hinh hop ABCD.A'B'C'D’ ¢6 tat ca cac canh déu bang a va BAA = BAD = DAA’ = 60",
Tinh do dai dudng chéo AC'.

Cho tu dién ABCD. Hai diém M va N theo thu tu |a trung diém cta BC va AD. Cho biét
AB=10,CD=6,MN=17.

a) Chidng minh ring NM = %(A_B)Jr DC).

b) Tukét qua cau a, hdy tinh AB.DC.
) Tinh(AB, DC).

Cho t dién ABCD c6 AB = 2a, CD = 2a+/3. Goi M, N lan luot |a trung diém cda BC va AD.
Biét ring MN = a+7, hay tinh géc gitta hai vecto AB va CD.

Mét chat diém A nam trén mat phang nam ngang (a),
chiu tac déng bai ba luc F:, F;, F; Cacluc F:, F; c6 gid nam
trong (a) va (F:, F;) = 135° con luc F; cO gid vudng goc
véi (a) va huéng 1én trén. Xac dinh hgp luc clia cac luc
F,F,F,, biét ring d6 16n cla ba lyc d6 Ian lugt la 20 N,

15N va 10 N. Hinh 2.26

135°

Bt

Ngudi ta treo mot vat trang tri O ¢6 khoi lugng m = 2 kg
trén tran nha bang cac sgi day nhe, khong co gian tai 3

cac diém A, B va C. D€ bdo dam luc phan phéi déu trén A /\C
cac day va tinh thdm mi, ngudi ta chon d6 dai cac day '

sao cho OABC la tu dién déu. Goi f T; va 7; lan luot la \ A /
cac luc cang day cla ba day treo tai A, B va C. Ly gia tri 2!,

. , , s \ N T\ /7
gan dung cua gia toc trong trudng g la 10 m/s’. "N/ T
a) Tinh cudng do clia hop luc. o
b) Tinh cudng dé cua luc cang trén mai day. Hinh 2.27
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@ HE TRUC TOA PO TRONG KHONG GIAN
/

Khéi déng: Trén bau trdi c6 hang loat may bay dang di chuyén vao cing mét thai diém.
Lam sao dé chung khéng va cham vao nhau? Ngoai thong tin vé téc dé ciia mébi may bay,
cac kiém soat vién khong luu (nhirng ngudi chi huy, diéu hanh, ddm béo an toan cho tat ca
cac chuyén bay) phai theo déi vi tri clia cac mdy bay, gitt khodng cach téi thiéu la 304,8 m
theo d6 cao, 9 260 m theo phuong ngang trong vlng trgi ti€ép can va 18 520 m trong
vung troi dudng dai (nguodn: https://vatm.vn/stkiem-soat-vien-khong-luu-nghe-nghiep-va-
tuong-lai-st832.htm).

Vay toan hoc cung cap cho ta cong cu gi dé xac dinh vi tri cac vat thé trong khéng gian?

6 Hé truc toa do trong khong gian

HOAT PONG 1

Lam thé ndo dé dinh vi mét déi tuong trong mét nha kho I6n?

Bac Quan la thu kho vat liéu clia nha may. Trong kho c6 nhiéu gia xép hang, dugc xép
song song v&i moét buc tuong nhu Hinh 2.28.

Nha kho rat I6n nén dé dé dang tim cac thung hang, bac dung ba sé dé ghi chép
vi tri clla chuing theo quy udc:

+ S8 thif nhat cho bist thing hang

nam & gid nao (cac gia dugc danh
sO theo thu tu tu trai sang phai,
theo mui tén Oy); ‘
« 56 thi hai cho biét thung hang
nam & ngan thi may clia gia (cac oy
ngan cta mdi gia dugc danh s6 X

thu ty tU bo tuong phia trong ra
ngoai, theo mai tén Ox); Hinh 2.28

« 56 thi ba cho biét thiing hang nam & tang nao (cac tang ciia moi gia dugc danh s6
thu tu tu thap 1én cao, theo mii tén Oz).
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a) HOm nay, ding ngay bac Quan nghi phép thi ngudi ta lai muén lay thung dung
dinh vit cho bd phan 1&p rap st dung. Biét rang trong s6 clia bac Quan cé ghi:
"thung dinh vit: 5; 3; 2". Hay chi dan cho nguai truc kho lay dung thung dinh vit.

b) Néu bo di mét trong ba sé nay thi viéc xac dinh vi tri cta thung dinh vit c6
thuan lgi khéng?

Trong khéng gian, nham xac dinh vi tri cac diém, ngudi ta dung hé truc toa d6 gém ba truc
Ox, Oy, Oz d6ng quy tai diém O va déi mot vudng gdc véi nhau (Hinh 2.29).

Trong khong gian, hé ba truc Ox, Oy, Oz d6i moét kAo L
vuong goéc dugc goi la hé truc tog dd vudng goéc Oxyz, o @ J y
hay don gian la hé toa do Oxyz. 7 0]

Luuy: Hinh 2.29

- Diém O dugc goi la géc toa do.

- Ba truc Ox, Oy, Oz lan lugt dugc goi la truc hodnh, truc tung, truc cao.

- Ba mat phang (Oxy), (Oxz), (Oyz) d6i mét vudng goc véi nhau, dugce goi la cac mat phang
toa dé. Khong gian gan véi hé toa dé Oxyz dugc goi la khéng gian Oxyz.

+ Ta quy udc goi i 7 k tuong Ung la ba vecto don vi trén ba truc Ox, Oy, Oz. TU nay tré di,
néu khong noi gi them thi ta hi€u Khéng gian Oxyz da c6 bo ba vecto don vi trén cac trucla
i, 7, k. Vi cac vecta 7, j, k cé do dai bang 1 va déi mét vudng goc véi nhau nén:

7—7—?—1
ij=jk=ki=0
ViDUu1

Cho hinh hép chir nhat OABC.O’A’B’'C’. Hé toa do Oxyz

dugc chon sao cho cac tia Ox, Oy, Oz lan lugt chia

cac diém A, C, O’ (Hinh 2.30). o C

a) Matbén OCC'O’ nam trong mat phang toa dé nao? A’ B

b) Ox c6 vudng goc véi mat bén OCC'O’ khong? :

c) Mat bén OAA’O’ c6 vudbng goc v6i mat phang O; _______ s sy
toa do (Oxy) khong? Al A

Giai X

a) Matbén OCC'O’ ndm trong mat phang toa do (Oyz). Hinh 2.30

b) Ox L (Oyz)nén Ox L (OCC'O’).

c) Mat bén OAA’O’ nam trong mat phang toa dd (Oxz). Cac mat phang toa dé déi mot
vuong goc véi nhau nén (OAA'Q’) L (Oxy).
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LUYEN TAP 1

Mot san bong chuyén véi hé toa do Oxyz chon nhu & Hinh 2.31. V& mat ki thuat, khi
dung cét va cang lugi, ngudi ta phai ddm bao cho lusi ndm & mat phing toa d6 nao?
Mat phang d6 c6 vudéng goc v6i mat san khong?

Hinh 2.31
Q Toa dé cia mét diém
HOAT DONG 2

- nNZ
Cho diém M trong khéng gian Oxyz. Trong ba mat phang E
toa do 1a ba lui 6 vudng cé canh béng dan vi. Biét rang M
MM’ L (Oxy), MC 1 Oz va vi tri cac diém M’, A, B, C dugc ; :
cho nhu trong Hinh 2.32. o : .B -
a) Biéu dién OM theo hai vecto OM’ va OC. deanten y
b) Biéu dién OM'’ theo hai vecto don vi i, |. A L /\./I
¢) Biéu dién OM theo ba vecto don vi i, j, k. X

Hinh 2.32

Ngudi ta chiing minh dugc rang v6i méi diém M bat ki trong khéng gian Oxyz déu co
duy nht mét bé ba s6 (x; y; z) sao cho OM = xi +yj + zk. Nguoc lai, véi méi bod ba sé (x; y; z)
déu c6 duy nhat mot diém M trong khéng gian thod man hé thic OM = xi +yj + zk.

Tu d6, ngudi ta dinh nghia toa dé ctia mét diém trong mot hé toa d6 nhu sau:

Trong khéng gian Oxyz, v6i méi diém M, bé ba s6 (x; y; z) duy nhat thoa man dang thuc
OM = xi+ y7+ zk dugc goi la toa dé ctia diém M, ki hiéu M(x; y; z) hodc M = (x; y; 2).
Ba s6 x, y, z theo th( tu dugc goi la hoanh dé, tung dd, cao dé ctia diém M.

Luuy:
Trong khéng gian Oxyz, géc¢ toa do la O(0; 0; 0).
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vibu2

0’(0; 0; 1). Tim toa d6 cac dinh con lai.
Giai
Ta can tim toa d6 cac dinh O, C, B, C', D'.
« Toa do dinh O la (0; 0; 0).
« Theo gia thiét, ta co 0B=2i,0D =7, 00 =k.
Suy ra:
OC=0B+0D=2i+];
@ = EB>+ %" =2i+ E;
OC = 0B+ 0D+ 00 =2i+j+k;
OD' = 0D+ 00 =j+k.
Vay C(2;1;0), B'(2; 0; 1), C'(2; 1; 1), D'(0; 1; ).

LUYEN TAP 2

Trong khéng gian Oxyz, cho hinh hép cht nhat OBCD.O’'B’'C’D’ c6 B(2; 0; 0), D(0; 1; 0),

0] D’
o1
B :
B (SO y
B GEEEEEEEED —
<0 D
2.
B C
Hinh 2.33

Trong khéng gian Oxyz, cho ba diém A(1; 0; 9), B(6; 1; 0) va C(0; 0; 1). Goi G la trong tam

cla tam giac ABC. Tim toa d6 diém G.

Nhan xét:

TU Hoat dong 2 suy ra: D€ xac dinh toa dé (X, Y\i Z,,) CUa

diém M trong khéng gian Oxyz, ta c6 thé lam nhu sau:

- Xac dinh hinh chiéu M’ ctia M Ién mat phang toa do (Oxy)
(Hinh 2.34);

- Trong mat phang (Oxy), ké M'A L. Ox, M'B L. Oy (A € Ox,
B € Oy) va can cu vao cac vecto 64: 0B dé xac dinh
Xpr Yy

- Trong mat phang chita OzvaM’, ké MC L Oz (C € Oz)va
can ctrvao OC dé tim z,.

Nguagc lai, khi biét toa dd cia mét diém, ta cliing sé

xac dinh dugc vi tri ctia diém do trong khong gian.

Vi DU3

Trong khéng gian Oxyz, xac dinh vi tri diém G(2; —1; 3).

Giai

ViG(2; -1;3) nén OG = 27— j + 3k.

Trén cac truc Ox, Oy, Oz lan luot lay ba diém A, B, C

sao cho:

OA =2i, 0B =}, 0C = 3k (Hinh 2.35).

———-
==y
v

@ = = = =
|\‘\
:’:3‘

N0 ’
—. Nl

Hinh 2.35
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OG’ = OA+ OB. 1
- Trong mat phang (COG), vé hinh chit nhat COG’G. Khi do 0G = 0G +OC. (2
Tu (1) va (2) suy ra:
0G = OA+ OB+ 0C =2i-j+3k, nghiala G2; -1; 3).
Vay vi tri cia diém can tim chinh la dinh G ctia hinh chr nhat COGG.

LUYENTAP 3

Trong khong gian Oxyz, cho hinh hop ABCD.A'B'C'D’" cé dlnh A trung véi géc O,
c6 AB, AD, AA theo thd tu cung hudng vai cac vecto don vi i, j, kvacoAB=a,AD=b,
AA’ = c. Goi M la trung diém canh CC'. Hay xac dinh toa d6 cac diém B, C, C' va M.

m Toa do cua vecto

HOAT DONG 3

Trong khéng gian Oxyz, cho vecto a.
a) Xac dinh diém M sao cho OM = a.
b) Goi (x; y; z) 1a toa do cGia diém M. Hay biéu dién a theo ba vecto don vi i, J, k.

Ngusi ta chiing minh duac ring véi mdi vecta a trong khdng gian Oxyz déu ton tai duy nhat
mét bo ba s6 (x; y; z) sao cho a = xi +yj + zk.

. Trong mat phang toa do (Oxy), vé hinh chr nhat OAG'B. N6i G’ vGi O. Ta cb

Trong khong gian Oxyz, véi mdi vects a, bd ba s6 duy nhat (x; y; z) thod man

d&ng thiic a = xi + yj + zk dudc goi la toa dé clia vecta a, ki hiéu a = (x; y; z) hodc
ailx: y; 2).

Nhan xét:
- Toa d6 clia diém M la toa do cla vecto oM, nghia la:
M(x; y; z2) & OM = (x; y; 2).

0 = (0; 0; 0);
. T=(1;0;0); j = (0;1;0); k= (0; 0; 1);
R N X1:X2
«Néua=(x;y;z)vab=(x;y;z)thia=bely =y
21222.
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vibu 4

Trong khong gian Oxyz, cho vecto t = 2] + 3j + %E va vecto v = <3; —%; 2>.
a) Timtoa do clia u.
b) Biéu dién v theo cac vecto donvi i, j, k.

. P
¢) Timtoadbclaa=2u+—v.

3
Giai
a) V‘|U:—27+37+2E nénU=<—2;3;%)-
b) V‘|7=(3; 2 2>nenv 37 —ij+2E.
4 4

) Biéu dién a qua cac vecto don vi:

E=23+%V=2(—27+37+%k) 3(3: ——j +2k>

_ 67= 137
=35k
= [ 4 67.13)\
Vaya‘<3' 12 6)

LUYEN TAP 4
Trong khéng gian Oxyz, cho ba vecto d = (—1; 0; 3), b = (2; 1; 0), ¢ = (—2; 3; 5). Tim toa do

cﬂa?=25—%5—3?.

HOAT DONG 4

Trong khéng gian Oxyz, cho hai diém M(x w Y Z)vaN(x,; v, z,) (Hinh 2.36).

Hinh 2.36

a) Biéu dién MN qua cac vects OM va ON.
b) Biéu dién mdi vectd OM, ON qua cacvectodon vi i 7 k
¢) Chdng minhrang MN = (xN—xM)/ +(y, yM)j +(z,-z )
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Ta c6 dinh li sau:

Trong khéng gian Oxyz, néu M, y,:z,) vaNx,;y,:z,) thi:
MN = Xy = X,i Yy~ Yoii Zy~ Z,):

ViDU5
Trong khéng gian Oxyz, cho ba diém khong thang hang A(2; -1; 4), B(3; 5; 1), C(-1; 1; 2).
a) Timtoa do6 cua AB.
b) Tim toa do diém D sao cho ABCD la hinh binh hanh.
Giai
a) VIA(2;—1;4)vaB(3;5-1)nén AB=(3-2;5-(-1); -1 - 4).
VéyA_é =(1;6; =5).
b) A, B, Ckhong thang hang nén dé ABCD la hinh binh hanh thi diém D phaithod man
diéu kién AB = DC.
Goi (x,; y,; Z,) la toa do diém D. Ta c6

E:(—1—XD;1—yD;2—zD). b »C
o “1-x,=1 X, =2 / /
AB=DCe{1-y,=6 iy ,=-5 A "B

2-z,=-5 z,=17. Hinh 2.37

Vay D(-2; -5; 7).

LUYENTAP 5

Trong khéng gian Oxyz, cho hinh hép ABCD.EFGH cé A(1; 0; —1), B(2; 1; 3) va H(4; 3; 4)

(Hinh 2.38).
H G

B
Hinh 2.38

a) Tim toa do cua dinh G.

b) Tim toa do cla AG.

VAN DUNG
Trong khéng gian Oxyz, mot vat di ti diém A(2; 3; 0) dén diém B(-1; 1; 2) roi ti€p tuc
di dén diém C(3; —2; -1). Tim vecto biéu thi d6 dich chuyén cda vat khi:
a) Vatditu diém A dén diém B;
b) Vatditu diém A dén diém C.
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BAITAP

2.13. Trong khong gian Oxyz, cho hinh hop chirnhat OABC.O’A'B’'C'.Cac dinh A, C, O’ tuong Uing
thudc cac tia Ox, Oy, Ozva OA=3,0C =4, 00’ = 2.Tim toa do cla:
a) Vecto ﬁa’;
b) Diém G, véi G la trung diém ctia doan thang O'B.

2.14. Cho hinh hop diing ABCD.A’B'C’'D’ c¢6 day la hinh thoi. Hai dudng chéo AC, BD clia day c6
chiéu dai lan lugt 1a a, b. Canh bén AA’ = c. Hé toa d6 Oxyz c6 gbc trung véi giao diém O
cla hai duong chéo hinh thoi ABCD, c6 tia Ox trung vdi tia OB va tia Oy trung véi tia OC
(Hinh 2.39). Hay xac dinh:

a) Toa d6 cac dinh cta hinh hép;
b) Toa do vecto BD.

V4
A T D’

c |
B’ .
A'L::---i------ TIoze D
B '_.:._Q ..... 6 g
X/ C
Yy
Hinh 2.39

2.15. Cho hinh chép tu gidc déu S.ABCD c6 O la giao diém ctia AC va BD. Biét SA = a, SO = h.
Xét hé toa do Oxyz vdi cac tia Ox, Oy, Oz tuong Ung trung vdi cac tia OB, OC, OS nhu &
Hinh 2.40. Hay xac dinh toa do cac diém S, A, B, C, D.

Hinh 2.40

2.16. Mot vat & trang théi can bang khi hap clia tat ca cac luc tdc dung lén vat dugc biéu dién
bang vecto-khong.
Trong khong gian Oxyz, biét rang dang c6 ba luc bi€u thi bgi ba vecto E =(9; 7, 2),
F; =(1; 5; 10) va F; = (9; —2; —7) tdc dung |én mot vat. Hay tim toa dd cla vecto biéu thi
luc F; dé khi tac dung thém luc nay vao vat thi vat & trang thai can bang.
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BIEU THU'C TOA PO CUA CAC PHEP TOAN VECTO
"

Khéi déng: Trong khéng gian Oxyz, mot ngudi tac dong mot luc khdng doi F=(2;3; 1)
vao moét vat dang & goc toa d6 O va lam cho vat dich chuyén thang tir O dén diém M(1; 2; 1).
Biét luc tinh bang newton (N) va don vi trén mdi truc toa dé la mét, lam thé nao dé tinh
cong A (don vi: J) sinh ra béi luc F trong tinh huéng nay?

0 Biéu thuic toa dd cia tong, hiéu cac vecto va tich mot s6 véi mot vecto

HOAT PONG 1

Trong khong gian Oxyz, cho hai vecto g = x;y,z,) b= X, ¥, Z,)

—>

k.

va
a) Hay biéu dién cac vectd a, b theo ba vecto don vii,J Js
a+b.

b) Tinha+ b theo 7, j, k, tur d6 tim toa do clia vecta

TirHoat déng 1, ta suy ra la c6 thé tinh toa dé clia téng d + b khi biét toa do clia cac vecta d, b.
Hoan toan tuong tu, ta c6 thé tinh duoc toa do clia cac vecto a — b, ka (k 1a s6 thuc tuy y) va cé
dinh li sau:

2

Trong khéng gian Oxyz, cho hai vecto a= XY,z b= (x,y,z)va sO thuc ktuy y.

Ta co: »
a+tb=0x,tx;y,+y,;2,+2)
a-b=0-x;y,~-y,;2-2);
ka (kx1; ky1; kz)

Nhan xét:
Cho haivectod = (x,; y,; z,)va b = (x,; y.; z,), b khac 0. Hai vecto @ va b ciing phuong khi va

X, = kx,
chi khi ton tai s6 thuc k sao cho iy, = ky,
z, =kz,.

Néu x,, y,, z, déu khac 0 thi diéu kién trén tuong duong véi:
X, Yy, z

i 1.

X Y 4

Vipu 1
Chod = (2;-1:5), b = (0;3; -3), € = (1; 4 —2). Tim toa d6 ctia vecto d = 25—%E+ 3¢,
Giai
A 17 3. 3\.5a7_
Tac6 24 = (42,105 3 b - (o; = —§>, 3¢=(3:12;-6).
Dod6d=(4-0+3;-2 -3 +1210 (-2 )+ (-6), hayd =(7; 45 22},
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LUYEN TAP 1

Trong khéng gian Oxyz, cho ba diém A(5; —3; 0), B(2; 1; 1), C(4; 1; 2).
a) Tim toa dé cla vecto u = 2AB + AC — 5BC.
b) Tim diém N sao cho 2NA = —NB.

ViDu 2
Trong khéng gian Oxyz, cho bén diém A(0; 1; -2), B(2; -1; 3), C(1; 3; -2), D(5; —1; 8).
a) Badiém A, B, C c6 thang hang khong?
b) Ching minh rang hai dudng thang AB va CD song song véi nhau.
Giai
a) Tutoa do cua ba diém da cho, ta tinh dugc AB = (2;,-2;5), AC = (1;2; 0).
Vi % + % nén hai vecto AB, AC khéng cung phuaong.
Suy ra ba diém A, B, C khong thang hang.

b) Tacé CD = (4; —4; 10). Xét toa do cda hai vecto AB, CD, ta thay:
4_-4_10,
2 -2 5
Cac dang thuc trén chiing to AB va CD la hai vecto cung phuong. Suy ra AB va CD
song song hodc trung nhau. Nhung hai dudng thang nay khéng thé tring nhau

(do A, B, Ckhong thang hang). Vay AB // CD.

LUYEN TAP 2

Trong khéng gian Oxyz, cho ba diém A(4; 1; -1), B(2; —1; 5), C(3; 0; 2). Chiing minh rang
ba diém A, B, C thang hang.

VAN DUNG 1

Trong Hinh 2.41, géc toa d6 O la nci may bay AZ
xuat phat, truc Ox theo huéng Nam, truc Oy 9
theo hudng Doéng, truc Oz theo hudng
thang duing. Baon vi trén cac truc 1a km. Vao A2
thai diém 9h30 sang, may bay & do cao 9 km,
cach diém xudt phat theo huéng Nam 150 km 0 : 300 Y
va theo hudng Péng 300 km. Phi cong dé
ché d6 bay tu dong, véi van tc theo huéng 150 A& ... s

Pong 750 km/h, d6 cao khong déi. Biét rang  x © (Nam)

gi6 théi theo hudng Bac véi van téc 10 m/s. Hinh 2.41

Tim toa d6 clla mdy bay luc 10h30, véi gia dinh la trong khoang thai gian 9h30 dén
10h30, van t8c va huéng cuta gié khéng thay déi.
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HOAT DONG 2

Trong khéng gian Oxyz, tam giac ABC c6 Alx,;y,:2,), B(XB;yB; zB), C(xc; Yei zc).
a) Goi M la trung diém clia doan thang AB. Tim toa dé diém M.
b) Goi G la trong tam tam giac ABC. Tim toa d6 diém G.

'J - Néu M la trung diém ctia doan thang ABva A(x,; y,; z,), B(x,; ¥,; z,) thi:
M(Xﬁxg; YatYs. 2A+Zs>_
2 2 2
- Néu G la trong tdm clia tam gidc ABCva A(x,; y,; 2,), BX,; ¥, Z,), C(x_; i z.) thi:
(XA+XB+XC.yA+yB+yC.ZA+ZB+ZC>
3 3 3 '

vibus

Trong khong gian Oxyz, cho tam giac MNP c6 M(3; 7; 2), N(5; 1; —1) va P(4; —4; -2).
Tim toa do:
a) Trung diém / cla doan thang MN;
b) Trong tam G cla tam giac MNP.
Giai
a) Ap dung coéng thuc tinh toa dé trung diém cho hai diém M(3; 7; 2) va N(5; 1; —1),
 (3+5.7+1.2-1 Y
ta col< > T o ) hay/<4,4, 2)
b) Ap dung cong thuc tinh toa dé trong tdm theo toa dé cac dinh ctia tam giac MNP,

, (3+5+4 7+1-4.2-1-2 P A
tacoG( 3 3 3 )hayG<4,3, 3>

LUYEN TAP 3
. . o o 3.5. 1 2. 2
Trong khéng gian Oxyz, cho ba diém A(1; 3; -5), M(?’ 2; —5), G(Z, 3 —§>-
a) Tim toa do diém B sao cho M la trung diém ctia doan thang AB.
b) Tim toa dé diém C sao cho G la trong tdm cla tam giac ABC.

m Biéu thuic toa dd cua tich vo huéng hai vecto
HOAT DONG 3

Trong khong gian Oxyz, cho hai vecto a = (x;; ¥y, z,)va b= X, Y, Z,)

a) Biéu dién a va b qua cac vecto donvi i, J, k.
b) Tinh a.b.
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Trong khéng gian Oxyz, cho hai vecto a = (x; ¥y, z)va b= (x,; ¥, z,). Tich vé hudng
clia hai vecto a, b dugc xac dinh theo cong thuc:

ab=xx,tyy,tzz,.

Nhan xét:

Tu cong thuc tinh tich vé hudng hai vecta theo toa d9, ta suy ra:

- Néua=(x; y; 2)thi|a|= /2 +y*+ 2%

+ Néu Alx,;y,:2,), Bx,; y,: z) thi khoang cach gilia hai diém A, B la:
AB=|AB|= JoG=x )2+ y,—y) +(2,-z,)%

. Néu haivecto a = (x;y,z)va b= (x,; 5 z,) khac 0 thi:

*")_ a.b - X\ X, TV, 42 .
|E||B| \/Xf+y12+z12.\/x22+y22+222’

cos (a, b

albexx+yy,+22 =0
ViDu 4

Trong khéng gian Oxyz, cho a = (2;1; -2) va b=(-2;3;-2).
a) Tima.b.

b) Tim(a, b).
Giai
a) Tacéa.b=2.(-2)+13+(-2).(-2), haya.b = 3.

~ - ab 3

bcosa,b=f*= .

) cos(a,b) lal|o] V22+17+ (27 V27 +3°+ (-2 V17

Suyra(a, b) ~ 75,96°

LUYEN TAP 4

Trong khéng gian Oxyz, hinh chop S.AABCcé S(3; 1; 3), A(2; 3; 1), B(4; 3; 3), C(2; 3; 1). M la
trung diém cua BC. Tinh goc gilra hai vecto AB va SM.

ViDus

Trong khéng gian Oxyz, cho tu dién ABCD véi A(1; 3; -2), B(3; 2; —4), C(2; 1; 0),
D(3;5; -1).

a) Chung minh rang AB L CD.

b) Ching minh rang BCD la tam giac déu.

¢) Tinhsédocla AMD v&i M 1a trung diém cda BC (lam tron két qua dén hang don vi).
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Giai
a) Tu gia thiét, ta tim dugc AB = (2;-1;-2), CD = (1; 4; —1). Suy ra:

AB.CD =2.1+(-1).4+(-2).(-1) = 0. Pang thuc nay ching té AB L CD.
b) Tinh ba canh ctia tam giac BCD:

ViCD = (1;4;, 1) nén CD = | CD | = V12 + 42+ ( =342.
DéE tinh hai canh BC va BD, ta ap dung céng thUC tlnh khoang cach gilra hai diém
va co:

BC=|BC|=v(2-3)*+(1-2)%+(0-(-4))2 =18 = 3v2;
BD=|BD|=v(3-3)%+(5-2)2+(-1-(-4)? =18 = 3v2.
T ba dang thuc trén suy ra BCD la tam giac déu.

¢ Taco AMD = (W\’ W)

Vi M la trung diém ctia BC nén /VI(% %; —2>. Suy ra:

MA = ( 3, 5;o)vam’:(l-1~1).

Tu d6 ta tinh duoc:

cos(MA, MD) =

Vay (MA, MD) = 54,74°, hay AMD = 55°.

LUYENTAP 5

Trong khong gian Oxyz, cho hinh chop S.ABC véi S(—2; 1; 3), A(—4; 3; 2), B(0; 2; 1),
C(=2;1+3;3).

a) Chung minh rang hai canh bén SA, SB bang nhau va vuéng goc vai nhau.

b) Tinh s6 do cdia ASC (Iam tron két qua dén hang phan tram).

Vibueé

Trong Vat Ii, ta biét ring néu luc F tac dong vao mot vat va lam vat dich chuyén theo

doan thang tir M dén N, thi cong A sinh bai luc F duoc tinh bing cong thic A = F.MN.

Hay giai quyét bai toan dugc dat ra & phan Khai dong.

Giai

Theo bai todan néu & phan Khai déng thi trong khéng gian Oxyz, mot ngudi da

tac dong mot luc khong doi F=(2;3;-1) vao mot vat dang & gbc toa do O va lam cho

vat dich chuyén thang tir O dén diém M(1; 2; 1).

Ta c6 OM = (1; 2; 1). Tu d6 ta tinh dugc cdng sinh ra béi luc Fla:
A=FOM=21+32+(-1)1=7

Nhu vay cong sinh ra bdi luc F trong tinh huéng nay la A =7 (J).
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VAN DUNG 2

Mot toa nha cé dang hinh hép chir nhat vai kich thudc chiéu dai 35 m, chiéu rong 15 m,

chiéu cao 28 m. Ngudi ta dinh vi cac vi tri trong toa nha dua vao mot hé truc toa do Oxyz

nhu Hinh 2.42.

a) Chi Huong dang dung & vi tri A20; 5; 20) va di chuyén dén thang may dé xuéng
sanh chd don khach. Biét vi tri vao thang may cé hoanh d6 x = 15 va tung do
y = 3. Hoi chi Huong mat bao nhiéu gidy dé
di chuyén, néu tu vi tri A c6 thé di thang dén
clia thang may va chi dy di b véi toc do 1,5 m/s?

b) Chi Huong via dat moét bd phat séng wifi
trong phong lam viéc ctia minh tai vi tri cé
toa do (20; 5; 20). Do yéu cau clia cong viéc,
sang nay chi Huong phai ding & ban |é tan
c6 toa dd (5; 0; 0) dé don khach. Hoi trong luc
diung & ban 1é tan chd khach thi dién thoai
cula chi cé bat dugc song wifi phat ra ti phong
lam viéc clla minh hay khéng? Biét rang vung
phu séng bo phat wifi néi trén cé ban kinh
30 met. Hinh 2.42

BAITAP

2.17. Trong khéng gian Oxyz, cho ba vecto a = (2; -3; 3), b = 4; 0; 2), ¢ = (—1; 4; —5). Tim:
a) a.(b+2¢)
b) |a-b].

2.18. Trong khong gian Oxyz, cho tam giac ABC. Biét toa do cac dinh la A(0; 1; 1), B(0; 1; 2),
C=1; 1; ).
a) Tinh d6 dai cac canh cla tam giac.
b) Tinh ABC.

2.19. Trong khong gian Oxyz, cho hinh t dién ABCD. Biét rang A(1; 0; -1), B(=3; 2; 0), C(1; 1; 4),
D(-2; 1; 5).
a) Tim toa dé cla diém E sao cho AE = AB+ AC — AD.
b) Tim toa dé trung diém M cla canh AB va trong tam G clia tam gidc ABC.

2.20. Trong khong gian Oxyz, cho a = (1;0; 1), b=(1;1;0)vac=(-43;m)
a) Tinh géc gitra hai vecto a va b.

b) Tim m dé vecto d =24 + 3b vudng géc véi c.
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2.21.

2.22,

2.23.

Trong khéng gian Oxyz, cho hinh hép chir nhat ABCD.A'B'C’'D’ cé dinh A tring véi géc
toa do6 va cac dinh B, D, A’ tuang Uing thudc
cac tia Ox, Oy, Oz nhu trong Hinh 2.43.

Cho biét AB = a, AD = 3a, AA’ = 2a (a > 0). B
Goi G la trong tam ctia tam giac A'BC. E‘\ ¢
a) Tim toa do diém G. / 2:: “,_ TR y
b) Tinh khodng cach ti G dén mat phang R A e
B L2 a \‘ Se D
(ABCD). X 3a C
¢) Tinh thé tich khéi chép G.ABCD. Hinh 2.43

Trong khong gian Oxyz (don vi trén cac truc la km), mot mdy bay dang bay & d6 cao

10 km, tai vi tri A(500; 200; 10). Theo hanh trinh du dinh, mady bay sé phai bay qua vi tri

B(700; 200; 10). Tuy nhién do thgi tiét xau, may bay phai chuyén hudng bay dén vi tri

C(600; 300; 8).

a) Tinh khoang cach tur A dén C.

b) Hoi trong quéang thai gian tranh vung thai tiét xau, may bay da phai bay chéch
huéng du dinh mot goéc bao nhiéu do?

Trong Hoa hoc, cau tao clia phan ti ammoniac (NH,) c6 dang hinh chép tam giac déu
ma dinh la nguyén t nitrogen (N) va day la tam giac HHH, V6 H,H, H, la vi tri cha
ba nguyén ti hydrogen (H). Goc tao bai lién két H-N-H, c6 hai canh la hai doan thang
ndi N véi hai trong ba diém H,H, H, (chang han nhu m), duoc goi la goc lién két
clGia phan ti NH,. Goc nay xap xi 107°.

(Nguon: https://en.wikipedia.org/wiki/Ammonia)

Hiesi sj *H,
-]
;O V¢ y
¢ M
X / |
H2
Hinh 2.44

Trong khéng gian Oxyz, cho mot phan ti NH, dugc biéu dién bai hinh chop tam giac

déu N.H H,H, véi O la tam cta day. Nguyén td nitrogen dugc bi€u dién bai diém N

thudc truc Oz, ba nguyén tu hydrogen & cac vi tri H,, H,, H,, trong dé H,(0; —2; 0) va

H,H, song song véi truc Ox (Hinh 2.44).

a) Tinh khodng céch gilta hai nguyén tir hydrogen.

b) Tinh khoang cach gilta nguyén tl nitrogen véi méi nguyén ti hydrogen (lam tron
cac két qua tinh toan dén hang phan tram).
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7? EM CO BIET

Tro choi Minecraft

Minecraft la mot tro choi mang tinh chat kham pha, xay dung va sang tao thé gidi trong
moét khong gian do. Hién nay, trd chai nay cling da cé phién ban danh cho gido duc
(Minecraft Education). Trong tro chai nay, nguai choi st dung cac khéi lap phuong (block)
dé xay dung cong trinh, tim kiém, thu thap tai nguyén, ché tao va ciing c6 thé chién dau.
Diém dang chu y la thé gidi trong trd choi nay dugc dinh vi bang hé toa do (X, Y, 2)
gan giong vai hé truc toa do trong khéng gian Oxyz ma chung ta dang nghién cutu.

Mai don vi trong hé toa do tuong ing véi mét khéi lap phuong ma ngudi chai xay dung
hoac x0a bo. M6i doi tugng trong Minecraft dugc quy dinh bang mét toa dé (X, Y, 2),
trong do:

Nhay Ién
+Y

A

Tay
—X

+-Z
Nam =\
Xuéng

- Toa do X biéu thi khoang cach doc theo mat phang nam ngang tir Dong sang Tay,
nhan gia tri duong néu vat dang & huéng Bong so véi géc O va nhan gia tri am néu vat
dang & huéng Tay so véi goc O;

- Toa d6 Y biéu thi khodng cach doc theo mat phdng thdng ding tu trén xuéng dudi.
Néu vat nhay lén phia trén so véi O thi Y nhan gia tri duong va ngugc lai Y nhan gia tri am;

- Toa d6 Z biéu thi khoang cach vé phia Bac hodc Nam so vai O. Gia tri ctia Z 1a s6 duong
néu vat dang & huéng Nam so véi goc O va nhan gia tri am néu vat dang & hudng Bac
so vGi goc O.

Chang han, khi cho hién thi vi tri ma trén man hinh ghi két qua (3, 98, 1) thi nghia la

nguai choi dang diing & vi tri cach géc O vé phia Pong 3 don vi (3 block), nhay 1én cao

so vGi mat dat 98 daon vi va cach goc O vé phia Nam 1 don vi.

Do mét sé quy dinh vé yéu té ki thuat, hé truc toa do trong thé gidi Minecraft cé chut

khac biét vai hé truc toa dé Oxyz ta da hoc (chang han truc OY trong Minecraft c6 vai trd

tuong tu truc Oz trong hé truc toa d6 Oxyz va nguac lai).

Tro chai cho thdy tam quan trong cua viéc dinh vi dugc cac toa do trong khong gian.

Trong trd chai nay, khi nam dugc toa do, ngudi chai co thé tré vé vi tri ban dau mot cach

nhanh chéng khi gép su c6, dinh vi cac khéi xay dung chinh xac tao nén cau truc doc dao,

sang tao, hay danh dau cac kho tai nguyén, vat pham dé quay tré lai lay khi can, v.v...

(Nguén: https://www.digminecraft.com/getting_started/coordinate_system.php)
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ON TAP CHUONG 2

BAI TAP TU LUAN

2.24.Trong khéng gian Oxyz, cho ba diém A(1; 2; 3), B(2; —2; 1), C(-1; —=2; -3).
a) Chung t6 ba diém A, B, C tao thanh mét tam giac.
b) Tim toa d6 trong tam G cla tam giac ABC.
¢) Xac dinh diém D sao cho ABCD la hinh binh hanh. Tim toa d6 tam / va chu vi
cla hinh binh hanh nay.

2.25. Trong khéng gian Oxyz, cho hinh hép chir nhat ABCD.A'B'C'D’ c6 dinh A trung véi
géc toa dd O, cac dinh B, D, A’ tuong (ing thudc cac tia Ox, Oy, Ozva AB=1,AD =2,
AA" =3.
a) Tim toa do6 cac dinh cta hinh hop.
b) Tim diém E trén dudng thang DD’ sao cho B'E 1L A'C.

2.26.Trong khong gian Oxyz cho bén diém A(1; 0; 0), B(O; 1; 0), C(0; 0; 1), D(2; —1; 1).
Tinh goc gitra hai vecto AB va CD.

2.27. a) Trong khéng gian Oxyz, cho hinh lap phuang OABC.O'A'B'C’ vai O'(0; 0; 1),
A(1; 0; 0), C(0; 1; 0) (Hinh 2.45). G la trung diém clia dudng chéo OB’ clia hinh
lap phuong.

« Chiing minh rang ACO'B’ la mét tu dién déu.
. Tim toa d6 cac diém B’ va G. Chiing minh rang GA+GC+GO +GB = 0.
Piém G dugc goi la trong tam cda tu dién déu ACO'B'.

O/ 1 C/ f'l3 I1

A’ : G 9B’ .j'
N\ (2| H, Y
BE A -—> Op-ptaa i o S
’,'O 1 ) 1
A B H ¢
1 1
X / X /
Hinh 2.45 Hinh 2.46 Hinh 2.47

b) Methane la mét chat khi va la ngudn nguyén liéu quan trong trong daoi séng
cing nhu trong c6ng nghiép. Cong thic phéan ti clia methane la CH,. Mo6i
phan tir CH, dugc cau tao bdi bon nguyén tif hydrogen H va moét nguyén tlr
carbon C. Trong cau tao clia phan t& methane, bon nguyén ti hydrogen
tao thanh bén dinh clla mét t& dién déu va nguyén ti carbon & vi tri
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trong tam cua t& dién dé (Hinh 2.46). Ngudi ta goi goc lién két la goc tao
bai lién két H-C-H. D6 la goc ¢6 hai canh la hai doan thang n6i nguyén ti C
vGi hai trong bon nguyén ti H, chang han nhu m (nguén: https./www.
worldatlas.com/space/why-methane-can-be-a-sign-of-life-outside-of-earth.html).
Dé tinh goc lién két trong phan t& methane, ngudi ta chon hé truc toa do
ma cac nguyén tr hydrogen lan lugt ndam & céc vi tri H,(1; 0; 0), H,(0; 1; 0),
H,(0; 0; 1), H,(1; 1; 1) (Hinh 2.47). Tinh s6 do cGia goc lién két (lam tron két qua
dén hang don vi).

2.28.Trong khong gian Oxyz, luc khong ddi F = 37+ 5/ + 10k 1am di chuyén mot vat
doc theo doan thang ti M(1; 0; 2) dén N(5; 3; 8). Tim cong sinh ra néu khoang cach
dugc tinh bang mét va luc dugc tinh bang newton.

2.29. Trong khong gian Oxyz, mét may bay dang bay & vi tri A(250; 465; 15) véi toc d6
vV = (455; 620; 220) thi vao mot ving ¢é gid véi téc do u = (37; —12; 4) (don vi téc dd
la km/gi®). Mdy bay bay trong ving gié nay mat 30 phut. Tim vi tri cia may bay
sau 30 phut dé.

BAI TAP TRAC NGHIEM
D6i vdi cdc bai todn dudi ddy, néu khéng néi gi thém thi ta hiéu la xét trong khéng gian Oxyz.
2.30. Cho tu dién ABCD. Khi d6, vecta AB-AC bang

A. BC. B. AD.
C. CB. D. DA.

2.31. Cho hinh hop ABCD.A'B'C'D’. Khi d6, vectd AB+A'D’ + CC' béng

A. AC. B. AC..
C. CA. D. C'A.

2.32.Cho hai vecto d = (2; 4; 1), b = (=4; 0; 4). Toa d6 clia vecta d + b I3

A. (=2; —4; -5). B. (-2;—4;5).
C. (-2;4;5). D. (2;4;-5).

2.33. Cho ba diém A(3; 5; 2), B(2; 2; 1), C(1; —1; 4). Toa d6 cla vects AB + AC Ia

A. (3;9;1). B. (=3;-9;1).
C. (6;6;7). D. (1; 3; -3).

TOAN 12

83



84

2.34.Trong khéng gian Oxyz, cho hinh lap phuang OABC.O’A'B'C’ c6 A(g; O; 0), C(0; a; 0),
0'(0; 0; a). M la trung diém doan AC'. Toa d6 cia M la

v 558) o (-9-5-)
c (5:9:3) 0. (5:3-3)

2.35. Cho ba diém A(0; 4; 2), B(2; 0; 1), C(1; —1; 0). Trong tam cla tam giac ABC la

A. G<3 ; ;) B. G(3;3;3).

C. G(-1;-1; -1). D. G(1; 1; 1).

2.36.Tam gidc ABC c6 A(1; 0; 1), B(0; 2; 3), C(2; 1; 0). D6 dai dudng trung tuyén AM la

1 V11
A. > B. >
V12 V10
C. 5 D. >
2.37. Cho ba luc Fl, . F Ian lugt c6 cuding d6 2 N, 4 N, 5 N dugc dat vao chat diém M.

Biét rang goc tao bO‘I hai luc bat ki trong ba luc déu bang 60°. Cudng do clia hop luc
tdc dunglén M la

A. 45N. B. V45 N.
C. V83 N. D. 83N.

2.38. Tich v6 hudng cua hai vecto a=>1:1:1va b= (-1;2; 1) bang

A. V3./6. B. —v3.V6.
C. 2. D. v2.
2.39.Néu d = (1; 1; 0), b = (1; 1; —3) thi cos(a, b) b3
V22 1
A. - B. 5
11 2
C. : D. =
V22 1
2.40. Hinh binh hanh ABCD cé A(1; 0; 3), B(2; 3; —4), C(—3; 1; 2). Toa d6 diém D la
C. (-2;4;-5). D 4; 2, )
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Hiéu ré dii liéu hon dé quyét dinh hop li hon

CHUONG 3

Dir liéu théng ké cé mat khap nai trong
thé gisi quanh ta. Biét phan tich dir liéu
la mot kha nang can c6 cia moéi ngudi
trong xa héi. D€ phan tich dir liéu, cac s6
dac trung do xu thé trung tam va muc dé
phan tan la nhitng céng cu quan trong.
D6i v6i mau s6 liéu ghép nhom, ta da
nghién ctu cach tinh va y nghia cla
cac s6 dac trung do xu thé trung tam.
Vay cac s6 dac trung do muic 36 phan tan
clia mau s6 liéu ghép nhém thi sao -
xac dinh ching nhu thé nao va ching
c6 y nghia gi?

Cacso dac trung do miic do
phan tan cia mau sé liéu
ghép nhém

¢ Tinh dugc cac s6 dac trung do muc do
phan tan cho mau s6 liéu ghép nhém:
khodng bién thién, khoang t& phan vi,
phuong sai, d6 léch chuan;

¢ Gidi thich dugc y nghia va vai tro cula
cac s6 dac trung do muc do phan tan
trong phan tich mau so6 liéu, tir d6 rat ra
dugc nhiing két luan hop li cho mét so6
truong hgp don gian;

¢ Nhan biét dugc mai lién hé gilra thong ké
vGi thuc tién.
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KHOANG BIEN THIEN VA KHOANG TU PHAN VI
L) = ~ ~ ” P °
D CUA MAU SO LIEU GHEP NHOM
"
Khéi dong: Cong ty san xuat giong cay trong da trong
thr nghiém gidng dira méi E. Dén mua thu hoach, cong ty
xem xét san pham thi thdy do ngot va ham lugng céc loai
vitamin néi chung la dat yéu cau.
Dé c6 thém thong tin cho viéc quyét dinh c6 dua vao
san xuat dai tra gidbng dda E hay khong, cong ty mudn
danh gia su déng déu vé khoi lugng cla cac qua dua :
da thu hoach. Nham phan tich su dong déu nay, anh Thanh, ki su cia cong ty, du dinh tinh
khoang bién thién va khodng ti phan vi ctia mau sé liéu dugc cung cdp - mot mau so liéu
ghép nhom.
Nhung mau sé liéu ghép nhom khéng cho théng tin chi tiét vé khoi lugng cla tiing qua dua
nén anh Thanh khong thé tinh chinh xac khoang bién thién va khoang ti phan vi ciia mau.
Anh dy da st dung phuong phap nao dé udc tinh hai sé dac trung nay cho mau ghép nhom
da cé?

0 Khoang bién thién cia mau sé liéu ghép nhém

HOAT DONG 1

Dudi day la bang s6 liéu ghép nhém vé khéi lugng 100 qua dida ma ngudi ta Iy ngau nhién
trong s6 dura da thu hoach:

Bdng 3.1. Khéi lugng cta 100 qua dia giéng E

Khéi lugng (gam) S6 qua Khéi lugng (gam) S6 qua
[700; 800) 6 [1100; 1200) 15
[800; 900) 10 [1200; 1300) 22
[900; 1000) 14 [1300; 1400) 6
[1000; 1100) 23 [1400; 1500) 4

Khéi luong clia qua nang nhat va qua nhe nhat c6 thé chénh léch nhau nhiéu nhat 1a
bao nhiéu?

Ta da biét rang khodng bién thién ctia mot mau sé liéu khong ghép nhém (mau sé liéu goc) la
hiéu gitra gia tri I&n nhat va gia tri nhd nhat clia mau s6 liéu d6. O day, do khong biét khai lugng
clia qua nhe nhat va qua nang nhat nén ngudi ta lay su chénh léch 16n nhat cé thé cé gida
khaéi lugng cac qua dura dé udce tinh khoang bién thién cho mau s6 liéu.
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Téng quat, ngudi ta dinh nghia:

Khoadng bién thién ciia mét mau sé liéu ghép nhom (co tan s6 cia nhém dau tién
va nhom cuéi cung déu duong), ki hiéu R, 1a hiéu s6 gitta dau mut phai ciia nhom
cudi cung va dau mut trai ciia nhom dau tién.

Nhu vay véi mau sé liéu ghép nhém cho béi Bdng 3.2 dudi day, trong dé n. > 0van, > 0,
thi khoang bién thiénlaR=a,  —a..

Béng 3.2 2 NHACLAI
Nhém [a,; a;) [a,; a;) a;a..) Trong Bdng 3.2, ¢ mau la
Tan sé n, n, n, N=n +n,+...+n,.

Y nghia cia khoang bién thién

Khoang bién thién clia mau so liéu ghép nhém la mét gia tri xap xi cho khoang bién thién clia
mau s6 liéu gbc, dugc dung dé do muc dd phan tan ctia mau s6 liéu. Khodng bién thién cang I6n
thi mau so liéu cang phan tan.

Vibu 1
Bdng 3.3 biéu thi két qua diéu tra thai gian s dung Internet hang ngay ctia mét sé ngudi.

Bdng 3.3. Thdi gian st dung Internet hdng ngay

Thai gian (phut) [30; 60) [60; 90) [90; 120) [120; 150) | [150; 180)
S8 ngudi 2 4 10 5 3

Tim khoang bién thién clia mau sé liéu da cho. Két qua cho biét diéu gi?

Giai

Dau mat phai ctia nhom ghép cudi cung la 180, dau mut trai cia nhém ghép dau tién la 30.
Vay khoang bién thién ctia mau s6 liéu la R = 180 — 30 = 150.

K&t qua nay cho biét thai gian si dung Internet hang ngay clia cac thanh vién thudc
nhom ngudi dugc diéu tra chénh léch nhau nhiéu nhat la 150 phut.

LUYEN TAP 1

Bdng 3.4 thong ké thanh tich nhdy xa clia mét s6 hoc sinh 16p 12. Tim khoang bién thién
thanh tich nhay xa clia s6 hoc sinh nay.
Bdng 3.4. Thanh tich nhdy xa cia mét s6 hoc sinh I6p 12

Thanh tich (cm) [150; 180) | [180;210) | [210;240) | [240;270) | [270;300)
S6 hoc sinh 3 5 28 14 8
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vibu2

Dé chuan bi m& mot trung tam thé duc thé thao, anh Ding da tién hanh diéu tra
tudi tho clia may chay bé do hai hang X, Y san xuat. Bang 3.5 biéu thi hai mau s6 liéu

ma anh thu thap dugc qua Internet.

Bdng 3.5. Tuéi tho ciia mdy chay bé (don vi: ném)

Tudi tho [2;4) [4; 6) [6; 8) [8; 10) [10; 12)
S8 may ctia hing X 7 20 36 20 17
S6 may ctia hang Y 0 20 35 35 10

Khoang bién thién cia mau sé liéu nao I1én hon? T d6 c6 thé noi la may chay béd do
hang nao san xuat cé tudi tho phan tan hon?

Giai

Khoang bién thién cta tudi tho may chay bo do hang X va hang Y san xuat tuang ting
laR,=12-2=10vaR =12-4=8.ViR, >R nén c6 thé ndi la may do hang X san xuat
6 tudi tho phan tan hon so véi may clia hang Y.

LUYENTAP 2

Ngudi ta tién hanh phéng van hai nhém khén gia vé mét bd phim méi cong chiéu.
Nhém A gém nhiing khan gia thudc Itra tudi 20 - 30, nhém B thudc Itra tudi trén 30.
Ngudi dugc hoi y kién phai danh gia bd phim bang cach cho diém theo mét s6 tiéu chi
néu trong phiéu diéu tra va sau d6 ldy téng s6 diém (thang diém 100). Bang dudi day
trinh bay két qua diéu tra hai nhém khan gia:

Bang 3.6. Biém ddnh gid cia khdn gia

Piém [50; 60) [60; 70) [70; 80) [80; 90) [90; 100)
S8 ngudi cia nhém A 6 10 14 12 8
S6 ngudi cia nhém B 0 8 14 28 0

Y kién danh gia cia nhém khan gia nao phan tan hon?

Nhan xét:

Khodng bién thién la mot dai lugng dé tinh toan. Tuy nhién do chi st dung dau mat trai cta
nhom dau tién va dau mut phai cia nhém cudi cling, bd qua thong tin vé tat ca cac gia tri
G gilfa, nén khoang bién thién rat dé bi anh hudng bdi nhiing gia tri bat thuong. Khi diéu nay
xay ra, khoang bién thién mang lai mét buc tranh "phéng dai" vé su phan tan ctia mau so liéu.
Néu loai nhirng gia tri bat thudng nay thi khoang bién thién ctia mau céc s6 liéu con lai c6 thé
sé nho hon nhiéu.
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0 Khoang tir phan vi cia mau s6 liéu ghép nhém

Ta da biét khodng tu phan vi ciing la mét sé dac trung dugc dung dé do muc dé phan tan cua
mau sé liéu. Khodng ti phéan vi cia mau s6 liéu géc bang Q, - Q,, trong d6 Q, va Q, tuong ting
la t& phan vi thi nhat va thd ba ciia mau.

V6i mau s6 liéu ghép nhom thi ta da biét cach udc tinh cac ti phan vi cia no.

Vay khoang td phan vi clia mau sé liéu ghép nhom cé thé dugc udc tinh nhu thé nao?

2 NHACLAI

Cach tinh cac ti phan vi Q,, Q,, Q, clia mau sé liéu ghép nhom: .
Nhém chifa Q,(i=1, 2, 3) la nhém dau tién c6 tan sé tich luy I6n hon hodc bang %vé
Ny
QL4
1 1 n

i

h
trong do: N la ¢ mau;
L., n.va hlan lugt la dau mut trdi, tan sé va d6 dai cla nhém chia Q;;

T 1a tan so tich luy cia nhém trudc nhém chia Q..

HOAT PONG 2
| Khéi lugng (gam) S8 qua

[700; 800) 6
Tr.cj lai v&i BgngA3.7 Ye kho,l lugng .cAEJa 109 qu? O!LAIa 1800; 900) 10

giong E. Bé tién tinh toan, ta biéu dien dir liéu
x Ay @ .. 2 a [900; 1000) 14

bang mét bang hai cot nhu bang bén.

a) Hay tinh cac ti phan vi ctia mau sé liéu cho [1000; 1100) 23
trong bang. [1100; 1200) 15
b) Dé xuat mét cach udc tinh khoang tu phan vi [1200; 1300) 22
cia mau so liéu ghép nhém da cho. [1300; 1400) 6
[1400; 1500) 4

Trong trudng hgp tong quat, d6i véi mau so liéu ghép nhém cho bai Bang 3.2, ta co:

Néu mau sé liéu ghép nhém cé cac tir phan vi thi nhat, thirba lan lugt la Q,, Q, thi
hiéu s6 A, = Q, - Q, dugc goi la khoang ti phan vi cla mau s6 liéu dé.
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Y nghia ctia khoang ti& phan vi

Khoang tt phan vi cla mau s6 liéu ghép nhom la mét gia tri xap xi cho khoang td phan vi clia
mau s6 liéu géc, dugc dung dé do muic d6 phan tan ctia mau sé liéu. Khoang tu phan vi cang I6n
thi mau so liéu cang phan tan.

ViDU3

Diém kiém tra cudi khoa moén Tiéng Anh cda hai I6p & mét trung tdm ngoai ngr dugc
thong ké trong cac Bdng 3.7a va 3.7b.

Bdng 3.7a. Biém cta lép A Bang 3.7b. Piém cua lép B

Diém S6 hoc vién (tan sé) Diém S hoc vién (tan sé)
[50; 60) 8 [50; 60) 15
[60; 70) 20 [60; 70) 20
[70; 80) 50 [70; 80) 30
[80; 90) 17 [80; 90) 20
[90; 100) 5 [90; 100) 15

a) Tim khodng bién thién clia méi mau sé liéu. C6 thé dung khodng bién thién dé biét
diém cla |6p nao dong déu hon khong?

b) Tim cac t& phan vi va khoang ti phan vi cia méi mau so liéu.

¢) Mau s6 liéu nao c6 dd phan tan Ién hon? Minh hoa cau tra 16i bang cach biéu dién
cac ti phan vi va khoang tir phan vi cia méi mau sé liéu trén truc so.

Giai

a) Haimau sé liéu déu c6 khoang bién thién la R= 100 — 50 = 50 nén khéng thé can cu
vao dé dé néi diém clia I6p nao dong déu hon.

b) Kich thuoc ctia hai mau s6 liéu déu la N =100.Ta co - = 25,5 = 50; 2 ¥ = 75

- DGi v6i mau s6 liéu vé diém cuia I6p A, ta tim cac ti phan vi Q7, Q), Q) va khoadng
t phan vi A qua bang tan s6 tich luy dusi day:
Nhom chita Q7 la [60; 70).

Tanso

Diém | Tanss | il Q' =60+ 2525 8 10=68,5.
[50; 60) 8 8 Nhom chda Q7 1a [70; 80).
[60; 70) 20 28 Q=70 +%- 10 = 74,4,
79:80) | S0 8 Nhém chia Q* 14 [70; 80)
L z = Q' =70+72-28 10-79,4
[90; 100) 5 100 3 50 n

Vay Ag =794 -68,5=1009.
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- GoiQ7,Q3, Q] lacac trphan viva A] la khodng ti phén vi cia mau s6 liéu vé diém

cUa |ép B.Ta lap bang tan sé tich luy va tinh dugc:

Nhom chia Q 1a [60; 70).

e . Tansoé 25-15
B - . =
piém Tan sé tich luy Q; =60+ 20 10 = 65.
[50; 60) 15 15 Nhom chira QF 1a [70; 80).
[60; 70) 20 35 Q§Z7O+M.10:75,
30
70; 80 30 65 , , .
[ ) Nhom chita Q7 1a [80; 90).
[80; 90) 20 85 3
Q' =80+72"6 19=-gs
[90; 100) 15 100 3 20

Vay A} =85 — 65 = 20.

) Ag > A7 nén diém cla I6p B phan tan hon diém cla I6p A.

Minh hoa trén truc s6: M6i mau déu c6 100 s6 liéu thudc
khoéng [50; 100). C6 50% s6 liéu & gilta ctia bang diém I6p B

2 NHAC LAI

Cac tu phan vi
chia mau so6 liéu

Nhan xét:

n , B B\ o2 e y - LT thanh bon phan,
thuéc khoang (Q:, Q7). Bang diém I6p A cling c6 50% s6 liéu X 1 s .
4 aita thude kh 1173 0" 0", Vi (0" O C (O, O nén ¢ moi phan chua
& ia thudc khodng (07, Q1. 1 (0 Q) € (01 B nénta 5y,
c6 thé néi la diém cda I6p B phan tan hon so véi diém [6p A.
50 60 65 68,5 79,4 85 90 100
Mau s6 liéu diém 16p A : Q? Q; Q? :
1 Y 1
! 50% s6 liéu !
1 1
1 1
50 60 65 70 80 85 920 100
M3u s6 lieu diém l6pB  Q° Q ;
50% s6 liéu
Hinh 3.1

Khodang tu phan vi cho thong tin vé su bién thién ctia 50% s6 liéu nam gilra mau. Khac véi
khoang bién thién, khoang ti phan vi khong bi anh hudng bai cac gia tri bat thudng (néu co).
Hon nita, khodng ti phan vi can thiét cho viéc so sanh muic dé phan tan cta hai mau sé liéu
c6 kich thuéc khéng qua khac nhau va c6 khoang bién thién nhu nhau.
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LUYEN TAP 3
G mot phong diéu tri ndi trd clia bénh vién, dir liéu théng ké thai gian ngt hdng dém

clia hai bénh nhan trong suét mét thang duoc téng hop bai hai bang duéi day:

Bdng 3.8a. Thoi gian ngu cta bénh nhan A Bdng 3.8b. Thoi gian ngti cda bénh nhan B

Théi gian (phat) | S6 dém (tan sé) Théi gian (phat) | S6 dém (tan sé)
[180; 240) 5 [180; 240) 2
[240; 300) 5 [240; 300) 9
[300; 360) 10 [300; 360) 12
[360; 420) 6 [360; 420) 5
[420; 480) 4 [420; 480) 2

Bénh nhan nao c6 thai gian ngt 6n dinh hon?

vibua

Hinh 3.2 1a biéu dé biéu dién lugng mua trung binh cla cac thang trong nam &
thanh pho A.

mm A
350 T

300 1
250 r
200
150 +
100 +

50 -

I I O IV V VI VIIVIII IX X XI XII Thang

Hinh 3.2. Biéu dé lugng mua & thanh phé A

a) Lap bang s6 liéu ghép nhém vé lugng mua ctia thanh phé A, v6i d6 dai cdc nhém
la 50 va dau mut phai cia nhém cudi cling la 350.

b) Xac dinh khoang ti phan vi cia mau s6 liéu (lam tron két qua dén hang don vi).
Néu y nghia cla két qua tim dugc.
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Giai
a) Bang sé liéu vé lugng mua cia thanh phé A:
Lugng mua (mm) Tan sé Tan sé tich luy
[0; 50) 2 2
[50; 100) 3 5
[100; 150) 1 6
[150; 200) 1 7
[200; 250) 1 8
[250; 300) 2 10
[300; 350) 2 12
—12nen N _3.3N _
b) N=12nén 4 3; 4 0.
Nhém chua Q, I [50; 100).
Q,=50+3-2-50~67.
Nhém chita Q, la [250; 300).
Q,=250+28.50=275.
Vay A, = 27567 = 208,
Két qua tim dugc cho thady: Hang nam, & thanh phé A ¢é 3 thang ¢é lugng mua
trung binh khong vugt qua 67 mm va 3 thang cé lugng mua trung binh it nhat la
275 mm. Trong 6 thang con lai, lugng mua trung binh dat tir 67 mm dén 275 mm va
nhu vay la lugng mua clia 6 thang nay c6 thé chénh léch nhau dén 208 mm.

LUYEN TAP 4
Hinh 3.3 1a biéu d6 biéu dién nhiét dé trung binh hang thang cda hai dia phuong Y, Z.
°CA

40+

35+

30+

25+

20+

15+

10+

51

>

I I 1 1v VvV VI VI VIIT IX X XI XII Théng

——e—— Dija phuongY ——e—— Dija phuong Z

Hinh 3.3. Biéu db nhiét do trung binh hdng thdng cta hai dia phuong
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a) Lap bang sé liéu ghép nhém vé nhiét d6 cta hai dia phuong Y, Z, véi d6 dai
cac nhém la 5 va dau mut phai ctia nhém cudi cung la 40.

b) Tim khoang t& phan vi ctia nhiét d6 moi dia phuong va cho biét nhiét d6 cla
dia phuong nao it bién déng hon.

BAITAP

3.1.

Dugi day la két qua diéu tra thai gian hoan thanh bai tap & nha mon Toan ctia 30 hoc sinh
I6p 9:

Bdng 3.9. Thoi gian hoan thanh bai tdp & nha mén Todn (don vi: phut)

42 45 47 47 53 54 58 58 58 59
61 63 64 64 67 68 68 68 70 73
75 75 77 77 78 78 82 82 82 87

a) Tim trung binh, cac t& phan vi va khoang td phan vi clla mau soé liéu da cho.

b) Lap mau s liéu ghép nhém véi cdc nhém ghép cé d6 dai bang 10 va nhém dau tién
la [40; 50).

¢) Tim trung binh, khoang bién thién, cac t& phan vi va khoang ti phan vi ctia mau s6 liéu
ghép nhém lap & cau b.

d) So sanh cac két qua tim dugc & cau a va c. Giai thich vi sao co su khac biét.

3.2. Thai gian trung binh hang ngay ma mét sé nhan vién di ti nha dén cong ty dugc thong ké

3'3'

trong Bdng 3.10. Tim khodng bién thién va khoang ti phan vi clia thai gian di chuyén
dén cong ty clia cac nhan vién (lam tron két qua dén hang phan muai).

Bdng 3.10
Thei gian (phat) | [10; 20) [20; 30) [30; 40) [40; 50) [50; 60) [60; 70)
S8 ngudi 8 8 10 6 7 1

Bdng 3.11 trinh bay di liéu vé téc do clia 100 xe 6 t6 luu thong trén mét doan dudng
cao téc vao gid cao diém, dugc trich xuat tir camera clia cd quan canh sat giao théng.
Hay tim khoang bién thién va khoang ti phan vi ciia mau s6 liéu (lam tron két qua dén
hang daon vi). Néu y nghia clia cac két qua tim dugc.

Béng 3.11
Técdd (km/h) | [60;70) | [70;80) | [80;90) | [90;100) | [100; 110)
SG xe 10 20 20 35 15
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3.4. Mot ngan hang thong ké & bang dugi sé tién ma khach hang rat t&r mot may ATM
(may rut tién tu dong) trong mot budi sang.

Bdng 3.12
Sé tién rut . . Sé tién rut . .
v e Tan so e Tan so
(nghin dong) (nghin dong)
[0; 500) 1 [1500; 2 000) 15
[500; 1000) 16 [2 000; 2 500) 10
[1000; 1500) 12 [2 500; 3 000) 16

Tim khoang t& phan vi cla sé tién rat (lam tron két qua dén hang don vi). Néu y nghia cla
cac két qua tim dugc.

3.5. Diéu tra moét s6 ho gia dinh thu nhap & muic trung binh sinh séng trén hai dia ban A, B,
ngudi ta thdy dién tich nha & ctia ho déu nhé hon 100 m?. Hai biéu d6 dudi biéu dién
két qua théng ké. S6 liéu vé dién tich nha & ctia cu dan thudc dia ban nao phan tan hon?

Tan so 4
50
40
30 A
20 ~
10 +

50

50 60 70 80 9 100 m?

Hinh 3.4a. Dién tich nha & cua cu dan dia ban A

Tan so
50 1
40+
30 -
20 A
10

>

50 60 70 80 90 100 m?

Hinh 3.4b. Dién tich nha & cua cu dan dia ban B
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PHUO'NG SAl VA PO LECH CHUAN

@ cUA MAU s6 LIEU GHEP NHOM
-

Khéi déng: Qua phong van, anh Binh, mét nguai
mdi tot nghiép dai hoc, dugc hai cong ty M va N
déng y tuyén dung. D€ quyét dinh gia nhap vao
cdng ty nao, ngoai viéc tim hiéu nhing diéu kién
nhu méi trudng cong tac, kha nang thang tién,...,
anh Binh con quan tam dén luong clia nhan vién
trong mdi cong ty.

Anh muén chon nai ma su chénh léch luang gilia cac
nhan vién cé tudi nghé dudi 5 nam khoéng qua Ion.
Anh Binh khéng nam s6 liéu géc vé luong clia tiing ngudi nhung c6 dugc bang luong
cGa nhan vién cé tham nién dudi 5 nam da dugc ghép nhém clia cong ty M (40 nhan vién)
va cong ty N (42 nhan vién). Anh nén st dung s6 dac trung gi dé phan tich hai mau sé liéu
ghép nhém d6 va tinh né nhu thé nao?

HOAT PONG

Bdng 3.13 la mau s6 liéu ghép nhém vé luong clia 40 nhan vién céng ty M ma anh Binh cé.

Bdng 3.13. Luong ctia 40 nhdn vién céng ty M

Muc luong Tan sé
(triéu déng) (s6 ngudi)
[3;5) 4
[5;7) 6
[7;9) 17
[9; 1) 12
[11;13) 1

a) Hay udc tinh luong trung binh X, ctia 40 nhan vién.

b) Diéu anh Binh quan tam la do léch trung binh gita lugng clia moi nhan vién
so v&i luong trung binh x,,. Anh Binh 6 thé udc lugng d6 1éch gilra luong cla
nhing nhan vién thudéc nhom thi nhat (nhém luong tir 3 dén dudgi 5 triéu dong)
so V@i s6 trung binh qua gia tri nao?

c) Dua vao cong thuc tinh trung binh ctia mau s6 liéu ghép nhom va hai cong thic
tinh phuong sai, d6 léch chuan ctia mau s6 liéu khong ghép nhém, hay dé xuat
mot cach udc tinh phuong sai va dé léch chudn cia mau sé liéu géc ma anh Binh
khong cé (bang luong clia ting ngudi).

Chuong 3 - CAC SO DAC TRUNG DO MUC HO PHAN TAN CUA MAU SO LIEU GHEP NHOM



Luuy:
Pé udc tinh luong trung binh cla

40 nhan vién, ta da biét 1a phai st dung Mucluong | Gia tri dai dién Tan s6
gia tri dai dién clia cac nhom. Néu goi (triéu dong) < n,
¢, la gia tri dai dién cda nhém thur i thi (3;5) 4 4
¢ bang trung binh cong ctia dau mat trai [5; 7) 6 6
va dau muat phai cia nhém d6. Nham [7:9) 8 17
tao thuan lgi cho tinh toan, ngudi ta [9; 11) 10 12
lap thém cét ghi cac gia tri dai dién nhu [11; 13) 12 1
bang bén.
Xét mau s6 liéu ghép nhom cho bai bang sau: .
) NHACLAI
Nhém Gia tri Tan sé 8 3 5 lié 2 5 5
dai dién Néu mau sbé I!eu ghép nhém co
kich thuéc N, gbm k nhém, trong dé
la;a,) c n

! ! nhém thd i (i=1, 2,..., k) c6 tan s6 n,
[a,; a;) ) n, va gia trj dai dién la ¢, thi s6 trung binh
cUa mau dugc tinh theo coéng thuc:

[a,;a nc,+nc+...+nc,

N

k+1) k k

;:

J Phuaong sai cla mau s6 liéu ghép nhom, ki hiéu s?, 1a gid tri dugc tinh theo cong thic:
n(c,=xy+n,(c,~xy+...+n(c,~x)
N

2:

s
trongdoN=n +n,+...+n,
Can bac hai s6 hoc clia phuang sai, ki hiéu s, dugc goi la do léch chuan ctia mau
sO liéu d6, nghialas = &,

Y nghia:

- Phuang sai (@6 léch chuédn) cia mau s6 liéu ghép nhém la gia tri xap xi cho phuong sai
(d6 léch chuan) clia mau s6 liéu gbc. Ching phan anh muc dé phan tan cla mau sé liéu
ghép nhém quanh sé trung binh.

« Khi hai mau s6 liéu ghép nhém c6 cing don vi do va cé s6 trung binh bang nhau (hoac xap xi
nhau), mau s6 liéu nao ¢6 dd léch chuan nhé hon thi muic dd phan tan (so véi sé trung binh)
cla cac s liéu trong mau do sé thap hon.
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Nhan xét:
- D6 léch chuan c6 cling don vi véi mau s6 liéu.
- Khac vai khodng bién thién va khoang tu phan vi, phuong sai (d6 léch chuan) da xem xét

tat ca cac gia tri cia mau s6 liéu nén cé thé mang lai mét nhan dinh day da hon vé muc dé
phan tan cta mau sé liéu quanh s6 trung binh.

vVibu1

Diéu tra thai gian phai lam thém trung binh hang tuan cla cac bac si 8 mot bénh vién,
ngudi ta thu dugc sé liéu sau:

Bang 3.14. Thoi gian lam thém hdng tudn cua mét sé bdc si (don vi: gio)

5 6 7 8 8 8 9 9 9
9 10 10 10 10 1 iy 1
12 12 12 13 13 14 14

a) Chuyén mau s6 liéu da cho vé mau s6 liéu ghép nhém vai do dai cac nhom ghép
bang 2 va nhom dau tién la [5; 7).

b) Tinh s6 trung binh, phuong sai, d6 léch chudn clia mau s6 liéu ghép nhém lap & cau a
(Iam tron két qua dén hang phan tram).

¢) So sanh va néuy nghia cac két qua tim dugc & cau b véi cac két qua tuong Uing clia
mau s liéu goc.

Giai

a) Can cuvao gia tri nhd nhat va gia tri I6n nhat ctia mau sé liéu, ta thay khoang bién thién
la R =9 nén néu mudn moi nhém c6 do dai bang 2 va nhom dau tién la [5; 7) thi phai
chia s6 liéu thanh 5 nhom, véi 4 nhdm ghép tiép theo la [7;9), [9; 11), [11; 13), [13; 15).
Dém s6 lan xuat hién cac gia tri trong méi nhém, ta lap duoc bang sau:

Badng 3.15a. Thoi gian lam thém hdng tudn cia mét s6 bdc si (don vi: gid)
Nhém [5;7) [7;9) [9; 11) [11;13) [13;15)
Tan sé 2 4 9 6 4

b) B6 sung thém gia tri dai dién ctia m6i nhém vao bang lap & trén, ta co Bdng 3.15b:

Bdng 3.15b
Nhom (5, 7) (7;9) [9; 11) [11;13) [13; 15)
Gia tri dai dién 6 8 10 12 14
Tansé 2 4 9 6 4 N=25

S dung Bdng 3.15b dé tinh s6 trung binh X, clia mau s6 liéu ghép nhom:

_26+48+9.10+6.12+4.14 _ 262
N 25 25

X = 10,48 (gid).
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Suy ra phuong sai s; clia mau s6 liéu ghép nhom la:
,  2(6-10,48)*+4(8—10,48)+9(10—10,48)>+ 6 (12— 10,48)> + 4(14 — 10,48)?
o 25
_ 130,24
25
D6 léch chuan s, cia mau s6 liéu ghép nhdom la's, = ﬁ ~2,28.

=5,2096 = 5,21.

o) Goix,,s2, s. tuong Ung la trung binh, phuong sai, d6 léch chuan ctia méu s6 liéu géc.
DE tinh gia tri clia cac s6 dac trung nay, ta lap bang tan sé:
Thoi gian (gio) 5 6 7 8 9 10 | N 12 | 13 | 14
Tansé 1 1 1 3 5 4 3 3 2 2 N=25
S dung cac cdng thiic tinh trung binh, phuong sai, d léch chuan ctia mau sé liéu
khoéng ghép nhém, ta cé:
—  5+6+7+3.8+59+4.10+3.11+3.12+2.13+2.14 _
X= 75 =10.
Phuang sai:
2152102+ 1(6-10)°+1(7=10)*+ ... +3(12-10)*+2(13 =10)* +2(14 ~10)’
G 25
132
=——=25,28.
25 5,28
Do léch chuén: s, = /s2 = /5,28 = 2,30.
Quan sét két qua tim dugc & hai cdu b va ¢, ta thdy x, =~ x_; s; = 52; 5, ~ s,
Nhu vay s6 trung binh, phuong sai, d6 léch chuan clia mau s6 liéu ghép nhom
tuong Ung xap xi vdi s trung binh, phuong sai, d léch chuan ctia mau s6 liéu
ban dau, khi chua ghép nhom. Néu chi c6 mau sé liéu ghép nhém thi ta c6 thé
két luan la thoi gian lam thém trung binh hang tuan cutia 25 bac si dugc diéu tra la
10,48 giG va so vai s nay thi thoi gian lam thém cuia cac bac si chénh léch trung binh
khodng 2,28 gid.
LUYENTAP 1 27EM CO BIET

Bang dudi day téng hop thdi gian hoan thanh bai  ChisélQlagi?
kiém tra 1Q clia 50 hoc sinh I6p 9: IQ la viét tat tiéng Anh cla tu

Bang 3.16. Thoi gian (phat) hoan thanh bai kiém tra IQ Intelligence Quotient, dugc

Nhom | [0;6) [6;12) | [12;18) | [18;24) | [24; 30)

hiéu la chi s6 théng minh cla

Tan sé 1 1 10 18 10

nao bd con ngudi. Mot nguoi
6 chi s6 1Q cao dong nghia

Tinh trung binh va do léch chuin ctia mau s6 lieu VO viec ngudi do o tu duy
da cho. Néu y nghia clia két qua tim dugc. va phan xa nhanh nhay.
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Luuy:

TU cOng thirc tinh phuong sai ctia mau sé liéu ghép nhom, ta dé dang chiing minh dugc:
_ (})2 (*)
+n,c;) dugc goi la trung binh cdng cla cdc binh phuong

e
trong do x N

s6 liéu théng ké.

Viéc sir dung cdng thiic (¥) vira tién Igi hon cho tinh toan, vira c6 thé gitp tranh sai s6 (néu cb)

1 2 2
—(n1c1+n2c2+...

52

trong cac phép tinh trung gian.

VibDu 2

Bang 3.17. Chiéu dadi cta 40 bé trai so sinh

:X2

Chiéu dai ctia 40 bé trai sa sinh 12 ngay tuéi chon ngau nhién & mot bénh vién dugc
nha nghién cttu théng ké trong Bdng 3.17 dudi day:

Chiéu dai (cm)

[44; 46)

[46; 48)

[48; 50)

[50; 52)

[52; 54)

[54; 56)

SO tré

3

3

10

15

7

2

Giai

;:

Chiéu dai ctia 40 bé trai so sinh (don vi: cm)

B& sung thém céc gia tri dai dién vao Bdng 3.17, ta lap duoc bang sau:

Nhom c n,
[44; 46) 45

[46; 48) 47

[48; 50) 49 10
[50; 52) 51 15
[52; 54) 53 7
[54; 56) 55 2

N=40

TU mau s6 liéu da cho, ta tinh dugc s6 trung binh la:
345+3.47+1049+1551+7.53+2.55

_ 2012

X

40

40
x khong phai la s6 nguyén nén ta chon céng thuc (*) dé tinh phuong sai:
— _ 345%+3.47°+1049%+ 15512 + 7.53 + 2,55

40
Do dés? = x*—(x Y =2536 - 50,3>=2 536 — 2 530,09 = 5,91.
Vay mau s liéu vé chiéu dai ctia 40 tré so sinh c6 do léch chuan la s = y5,91 = 2,43,
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=2536.

Tinh s6 trung binh va do léch chuén ctia chiéu dai nhém 40 bé trai sa sinh (lam tron két qua
dén hang phan nghin).

=50,3.




LUYEN TAP 2
Sé tién ghi trén hoa don clia 150 khach hang ldy ngau nhién trong mot ngay dugc siéu thi
ghi lai & bang dudi day:

Bdng 3.18. 56 tién trén hod don cta 150 khdch hang
Sé tién (nghin dong) [50; 100) | [100; 150) | [150; 200) | [200; 250) | [250; 300)
Tansé 6 9 39 66 30

Tim phuang sai, d6 1éch chuan ctia mau sé liéu vé sé tién ghi trén hoa don.

VAN DUNG 1
B& phan kiém tra chat lugng san pham dung may dé do (chinh xac dén 0,001 mm) do day
clia mot chi tiét may. K&t qua do moét s6 san pham dugc théng ké trong bang sau:

Bdng 3.19. B¢ day cta chi tiét mdy

bo day (mm) | [18;19) | [19;20) | [20;21) | [21;22) | [22; 23)
Tanso 3 7 23 25 2

a) Tinh phuong sai, dé léch chuan cta dé day chi tiét may.
b) Giai thich tdm quan trong cua viéc c6 dé léch chuan nho trong trudng hop nay.

VAN DUNG 2

Tré lai v6i van dé chia anh Binh.

Ta da biét Bang 3.13 1a s6 liéu anh Binh c6 vé luang clia 40 nhan vién co tudi nghé dudi
5 nam thudc cong ty M. D& tién tinh toan, ta chép lai duai day Bdng 3.13. Déi véi cong ty N,
anh Binh cling thu thap dugc mot mau s6 liéu ghép nhom vé luong clia 42 nhan vién ¢
tudi nghé dudi 5 nam (Bdng 3.20).
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Bdng 3.13. Bdng 3.20.
Luong cta 40 nhén vién céng ty M Luong ctia 42 nhan vién céng ty N
Muic luong Tansé Muic luong Tan sé
(triéu déng) (s6 ngudi) (triéu dong) (s6 ngudi)
[3;5) 4 [3;5) 6
[5;7) 6 [5;7) 8
[7;9) 17 [7;9) 13
[9; 11) 12 [9; 11) 10
[11; 13) 1 [11; 13) 5

Néu muén lam viéc & noi ma luong gilta cac nhan vién cé tudi nghé dudi 5 nam
chénh Iéch nhau it hon thi anh Binh nén chon cong ty M hay N?

BAITAP

3.6. Diéu tra chi phithué nha & hang thang ctia mét s6 nhan vién déc than, cong ty X thu duoc
sO liéu dudi day:

Bdng 3.21
Tién thué nha
en e nha, [3;6) i6; 9) [9; 12) [12;15) [15; 18)
(tram nghin dong)
S6 nhan vién 64 40 84 56 16

Tinh trung binh va dé léch chuan chi phi thué nha hiang thang ctia nhitng nhan vién
dugc diéu tra.

3.7. Nha may dudng kiém tra khéi lugng cac géi dudng do mot may déng goéi tu dong
thuc hién. Két qua ki€ém tra dugc biéu dién trong bang dudi day:

Bdng 3.22. Khéi lugng cdc goi dudng

Khéi lugng (g) S6 goi Khéi lugng (g) S6 goi
[494; 496) 2 [502; 504) 28
[496; 498) 6 [504; 506) 15
[498; 500) 8 [506; 508)

[500; 502) 32 [508; 510)

a) Tinh trung binh va d6 léch chuan ctia khéi lugng cac goi dudng.

b) Co6 thé ndi la may van hanh t6t hay khéong néu nhu tiéu chudn mong muén cla
nha may la khéi luong trung binh nam trong khoang 500 - 504 gam va dé léch chuan
nhé hon 3 gam?
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3.8. Trong 30 ngay, mét nha dau tu da theo déi gia cé phiéu cta hai céng ty G va H vao

3.9.

phién m& clta méi ngay. Thong tin dugc ghi lai & hai bang dudi day:

Bdng 3.23a. Gid c6 phiéu cta céng ty G

Gia (nghin déng) | [50; 52) [52; 54) [54; 56) [56; 58) [58; 60)

Tan sé 3 7 9 8 3
Bdng 3.23b. Gid c6 phiéu cta céng ty H

Gia (nghin déng) [40; 42) [42;44) [44; 46) [46; 48) [48; 50)

Tan sé 6 7 5 7 5

Gia c6 phiéu cta cong ty nao it bién ddng hon (lam tron két qua dén hang phan tram)?

Ban Mai du dinh dang ki xét tuyén vao dai hoc cac nganh khéi A0O (thi Toan, Vat Ii,
Hoa hoc) va A01 (thi Toan, Vat li, Tiéng Anh). Ban tim hiéu diém chuin nam trudc cla
mot s trudng dong trén nhirng dia ban khong qua xa noi gia dinh minh sinh song.

Thong tin ban thu dugc la:

Bdng 3.24a. Biém chudn cdc nganh tuyén khéi A0O cdia 20 trudng trong viing

19 19,5 20,2 20,5 20,5 20,7 20,85 21 21,3 21,5
21,5 21,5 21,7 21,7 21,8 22,2 22,5 22,8 23 23,5
Bdng 3.24b. Diém chudn cdc nganh tuyén khéi A01 cdia 20 trudng trong viing
19,2 19,5 19,5 19,8 20 204 20,8 21 21 21,5
21,5 21,7 22 22 22,5 22,5 22,5 23 23,5 23,8

a) Lap mau s6 liéu ghép nhém cho hai mau sé liéu ban Mai thu thap dugc, véi d6 dai
cac nhom ghép 1a 1 va nhom dau tién la [19; 20).
b) Nhiing trudng ma ban Mai tim hiéu c6 diém chuan khéi nao én dinh hon?
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104

ONTAP CHUONG 3

BAI TAP TU LUAN

3.10. Chiéu cao ctia 500 hoc sinh mét trudng trung hoc co s& dugc thong ké trong Bdng 3.25.

Bdng 3.25
Chiéu cao (cm) | [150; 154) | [154;158) | [158;162) | [162;166) | [166; 170)
S6 hoc sinh 25 50 200 175 50

a) Tinh khoang tu phan vi, trung binh va dé léch chuan chiéu cao ctia 500 hoc sinh.
b) Két qua tim dugc cho biét diéu gi vé chiéu cao clia 500 hoc sinh nay?

3.11. Mét trang trai phan 1000 qua triing thanh 5 loai, tuy theo khoi lugng (da dugc

lam tron) clia chung (Bdng 3.26).

Bdng 3.26
Khéiluong (g) | [30;36) | [36;42) | [42;48) | [48;54) | [54;60)
S8 qua tring 45 190 500 250 15

a) Udc tinh khodng bién thién, khodng tir phan vi, phuong sai va dé léch chuén
cla khéi lugng nhitng qua triing nay (lam tron két qua dén hang phan tram).
b) Hay phan tich su déng déu vé khéi lugng cac qua triing clia trang trai.

3.12. Ham lugng protein (trong 100 g) ctia mét s6 loai thuc pham dugc cho trong bang sau:

Bdng 3.27
Ham lugng protein (g) | [8;10) | [10;12) | [12;14) | [14;16) | [16;18) | [18; 20)
Tansd 4 12 16 14 2 2

a) Tim khoang bién thién, khoang ti phan vi va do léch chuan ctia mau sé liéu
(lam tron két qua dén hang phan tram).
b) Néuy nghia clia cac két qua tim dugc.

3.13. Mét céng ty gidng cay trong da thd nghiém

hai phuong phap cham séc khac nhau cho cay
hudng duong. Sau hai tuan, nguai ta thay cay
dugc cham soc theo ca hai phuong phéap déu
thdp hon 50 cm. Hinh 3.5a va 3.5b biéu dién
chiéu cao cia mét s6 cay.
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15

an sé

Tan sé
T

10 20

30 40 50 cm

10 20 30 40

Hinh 3.5a. Chiéu cao cua cdy dugc chdm séc
theo phuong phdp A

50 cm

Hinh 3.5b. Chiéu cao cua cdy dugc chdm séc
theo phuong phdp B

a) Uéc tinh s6 trung binh va do léch chuan clia chiéu cao cac cay dugc cham séc
theo méi phuong phap.

b) So sanh hiéu qua clia cac phuong phap trén hai phuong dién:
« Chiéu cao trung binh cula cay;
« Su déng déu vé chiéu cao clia cay.

3.14. Hai badng dudi day trinh bay két qua théng ké lugng ca phé (tinh theo cm?)
dugc pha ché trong méi coc do hai may ban ca phé tu déng A, B thuc hién trong

mot ngay:
Bdng 3.28a. Lugng ca phé trong méi c6¢c do mdy A pha ché
Luong ca phé (cm®) | [242; 246) | [246; 250) | [250; 254) | [254; 258) | [258; 262)
Tan s6 6 5 28 7 4
Bdng 3.28b. Lugng ca phé trong méi c6¢c do mdy B pha ché
Lugng ca phé (cm®) | [242; 246) | [246; 250) | [250; 254) | [254; 258) | [258; 262)
Tansé 5 8 17 14 6

a) Udc tinh gia tri trung binh va do léch chuan clia lugng ca phé trong nhiing céc
dugc pha ché bai:
« May A;
+ May B.

b) Giad st lugng ca phé mong mudn trong méi coc la 250 cm’. Néu dinh
kinh doanh ca phé bang hinh thiic ban hang tu déng thi anh Hung nén chon
mua loai mdy nao?
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6 bi dugc san xuat bdi cac may X vay:

Bdng 3.29a. Buding kinh cta 60 6 bi do mdy X san xudt

3.15. Hai bang dudi day biéu dién két qua do dudng kinh (tinh theo mm) cGia mét s

Pudng kinh (mm) [28; 29) [29; 30) [30; 31) [31;32) [32;33)

Tan soé 2 23 25 7 3
Bdng 3.29b. Buding kinh cta 60 6 bi do mdy Y san xudt

Pudng kinh (mm) [28; 29) [29; 30) [30; 31) [31;32) [32;33)

Tan s6 9 8 20 17 6

a) Udc tinh gia tri trung binh va do léch chuan cda
dudng kinh cac 6 bi dugc san xuat b&i moi may.

b) Biét rang dudng kinh mong mudn cho cac 8 bi la
30,4 mm. Hay phan tich chat lugng san pham do
moi may san xuat.

BAI TAP TRAC NGHIEM
Mau s6 liéu cho G Bdng 3.30 dudi day dugc st dung cho cac bai 3.16, 3.17, 3.18.
Bdng 3.30
Nhém (1,525) | [253,5) | [3,54)5) | [4555) | [556,5)
Tan sé 2 3 7 2 1
3.16. Khoang bién thién ctia mau sé liéu cho badi Bdng 3.30 la
A. 2. B. 3. C. 4. D. 5.
3.17. Goi A, la khoang ti phan vi cia méu s6 liéu cho bai Bang 3.30. Khi d6
A. A, €15 2). B. A,€1(2;3).
C. AQE [3; 4). D. AQE [4; 5).
3.18. Phuong sai clia mau sé liéu cho bai Bdng 3.30 la
z:i_(Lf_ ,_ 233 _(&)2.
A =95 (s B s =35 (35
zzi_(ﬂf. 2_ 233 _<ﬂ)2.
R T T D s =55 35

3.19. Trong cac khang dinh sau, khang dinh nao sai?
A. Phuong sailuon ludn la s6 khong am.
B. Phuong sai la binh phuong cia d6 l1éch chuan.
C. Phuong sai cang I6n thi d6 phan tan cla cac gia tri quanh sé trung binh cang I6n.
D. Phuong sai ludn luén 16n han dé léch chuan.
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TINH PHUONG SAI, PO LECH CHUAN CUA MAU

sO LIEU GHEP NHOM BANG MAY TiNH CAM TAY

e

clia cac nhéom.

Luc nay, ta c6 thé sir dung may tinh cam tay dé tinh phuong sai, d6 léch chuan ctia mau sé liéu
ghép nhém theo cach da sir dung cho mau s6 liéu khong ghép nhém. Cach tinh nay da dugc
gidi thiéu & 16p 10 va dugc nhac lai théng qua Vi du duéi day:

(BAIDOC THEM)

Dé tinh phuaong sai va do léch chuan ctia mau sé liéu ghép nhém, ta da lay gia tri dai dién
clia m&i nhdm thay thé cho tat ca cac gia tri thuéc nhom dé. Nhu vay c6 thé xem nhu ta da
chuyén tir mau sé liéu ghép nhom vé mot mau khong ghép nhom véi cac gia tri la dai dién

Vibu

Tinh phuong sai va dé léch chudn ctia mau sé liéu cho & bang sau:
Nhém [0; 4) [4; 8) [8;12) | [12;16) | [16;20)
Tansé 7 12 14 N 9

Budc @ Xac dinh gia tri dai dién cta tiing nhém
Nhom [0; 4) [4; 8) [8; 12) [12;16) | [16; 20)
Gia tri dai dién 2 6 10 14 18
Tansé 7 12 14 N 9

Hinh 3.6

Buéc ® Nhap sé liéu théng ké vao bé nhé ctia may tinh cam tay
MENU SETUP

Muén nhap lan lugt tling gia tri cla dau hiéu diéu tra, ta bam O @

dé vao chiic nang "tinh thong ké 1 bién". Lic nay, man hinh may tinh sé hién thi cot dé
ta nhap s6 liéu thong ké nhu Hinh 3.6.
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SHIFT MENU SETUP
Pé bat cot tan s6, bam O . . May tinh chon ché& dé hién thi

thém cét tan sé va man hinh nhap liéu hién ra hai c6t nhu & Hinh 3.7.

Hinh 3.7

Nhap cac gia tri dai dién la 2, 6, 10, 14, 18 vao cOt thit nhat (cot x). Sau d6 nhap cac tan s6
tuong Ung la 7, 12, 14, 11, 9 vao c6t thu hai (cot n) (Hinh 3.8).

Hinh 3.8

Sau khi hoan tat viéc nhap dit liéu, ta bam nut @aS dé trd vé man hinh tinh toan.
Buéc © Lam hién thi két qua tinh toan

Bam (Sl , man hinh mdy tinh sé hién thi day du cac s6 dac trung théng ké
nhu Hinh 3.9.

<
0.22641509

X = 1

>x = 547

Sx2 = 6932 ,

02X = 261%5%83312 Phu’dng Sal

o — 5.11985225 5 lach chus

s2x  =26.71698113 Do lech chuan
Hinh 3.9

Budc @ Kétluan - lam tron sé (néu can)
Phuaong sai: s* = 26,21.
Do léch chudn: s = 5,12.

SHIFT
RESET
Dé& khéi phuc lai ché d6 ban dau ciia may tinh, ta bam [ 3 }[ = j[ = }
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BANG TRA CUU TU NGU'

DPiém cuc dai 6 Khoang ti phan vi clia mau sé liéu o
Diém cuc tiéu 6 ghép nhém

DPiém cuc tri 6 Mat phang toa dé 67
Do léch chudn clia mau sé liéu Phuong sai cia mau sé liéu

ghép nhém 7 ghép nhém 7
Puodng tiém can ding 17 Quy tac hinh hép 56
Pudng tiém can ngang 15 Tich ctia mét s6 vsi mot vecta s
Pudng tiém can xién 19 trong khong gian

Gia tri cuc dai 6 Tich v6 huéng cua hai vecto trong 62
Gid tri cyc tiéu 6 khong gian

Gia tri cuc tri (cuc tri) 6 Tinh don diéu 3
Gia tri [6n nhat 10 Toa d6 cla mot diém 68
Gia tri nho nhat 10 Toa do clia vecto 70
GOc gilia hai vecto 61 T6ng cua hai vecta trong khéng gian | 55
Hé truc toa do Oxyz 67 Vecto 51
Hiéu cta hai vecto trong khong gian | 57

Khodng bién thién clia mau sé liéu

ghép nhém 87

BANG GIAI THICH THUAT NGU

Thuat ngit

Giai thich

Cho ham s6 y = f(x) lién tuc trén khoang (g; b) va diém x_ € (q; b).
Néu ton tai s6 h > 0 sao cho f(x) < flx ) véi moix < (x, — h; x, + h) C (g; b)
va x # x, thi ta néi ham s6 f(x) dat cuc dai tai x.

Diém cuc dai

Cho ham sé y = fx) lién tuc trén khoang (a; b) va diém X, € (a; b).
Néu ton tai s6 h > 0 sao cho f(x) > fix ) véi moix e (x, — h; x, + h) C (g; b)
vax#Xx, thi ta n6i ham sé f(x) dat cuc tiéu tai X,

DPiém cuc tiéu

Diém cuc dai va diém cuc ti€u clia ham sé dugc goi chung la diém

Diém cuc tri )
T cuc tri.
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D6 léch chuan ctia mau
s0 liéu ghép nhom

Can bac hai s6 hoc ctia phuong sai, ki hiéu s, nghia la s = /s2.

Pudng tiém can dung

Pudng thang x = x, dugc goi la dugng tiém can dung (hay tiém
can dung) cda dé thi ham sé y = f(x) néu it nhat mot trong cac
diéu kién sau dugc thod man:
limf(x) = +oo;  limf(x) = —oc;

X=X, X=X,

limf(x) = +oo; limf(x) = —oo.

X=X, X=X

Dudng tiém can ngang

DPudng thangy = y, dugc goi la dudng tiém can ngang (hay tiém can
ngang) clia dé thi ham s6 y = f(x) néu it nhat mot trong cac diéu kién
sau dugc thoa man:

NImflo =y, limfl0) =y,

Pudng tiém can xién

Pudng thdng y = ax + b, a # 0 dugc goi la dudng tiém
can xién (hay tiém can xién) cta dé thi ham sé y = f(x) néu
lim[f(x) = (ax + b)] = 0 hodc lim[f(x) - (ax + b) ] = 0.

Gia tri cuc dai

Néu ham s6 y = f(x) dat cuc dai tai x, thi f(x) dugc goi la gid tri
cuc dai cGa ham s6, ki hiéulaf_ hay y ..

Gia tri cuc tiéu

Néu ham s6 y = f(x) dat cuc tiéu tai x, thi f(x)) dugc goi la gia tri
cuc ti€u clia ham s6, ki hiéu la f__hay y_..

Gia tri cuc tri

Gia tri cuc dai (con goi la cuc dai) va gia tri cuc tiéu (con goi la
cuc tiéu) dugc goi chung la gia tri cuc tri (hay cuc tri) ctia ham sé.

Gia tri I6n nhat

Cho ham s6 y = f(x) xac dinh trén tap D. S6 M dugc goi la gia tri
I6n nhat ctia ham s6 y = f(x) trén tap D néu f(x) < M v&i moi x
thudc D va ton tai x, € D sao cho f(xo) =M, ki hieu M = max f(x).

Gia tri nho nhat

Cho ham s6 y = f(x) xac dinh trén tap D. S6 m dugc goi la gia tri
nho nhat ctia ham sé y = f(x) trén tap D néu f(x) = m véi moi x
thuéc D va ton tai x, € D sao cho f(x ) = m, ki hiéu m = min f(x).

Hé truc toa do trong
khéng gian

La hé gém ba truc Ox, Oy, Oz d6i mét vudng gdc vai nhau.

Khoang bién thién cla
mau s6 liéu ghép nhém

Khoang bién thién ctia mot mau sé liéu ghép nhom la hiéu s6
gitta dau mat phai cila nhém cudi cuing va dau mut trai cla
nhom dau tién.

Phuong sai cila mau
s0 liéu ghép nhom

Phuong sai ctia mau s6 liéu ghép nhom, ki hiéu s?, 1a gid tri dugc
tinh theo cong thuc:
- \2 -~ \2 - \2
n1(c1—x) +n2(c2—x) +"'+nk(ck_x) .
N

s’ =




Quy tac hinh hép

Né&u ABCD.A'B'C’'D’ |3 hinh hop thi AB +AD + AA' = AC.

So d6 khao sat ham sé

Cac budc thuc hién khao sat su bién thién va vé doé thi mét ham sé.

Toa d6 clla mot diém
trong khéng gian

Trong khéng gian Oxyz véi moi diém M, bd ba sé (x; y; 2) duy nhat
thod man dang thuic OM = x1+yj+zk dugc goi la toa do cua
diém M, ki hiéu M(x; y; 2) hoac M = (x; y; ).

Toa d6 clia vecta trong
khoéng gian

Trong khong gian Oxyz, v6i méi vecto a, bd ba s6 duy nhat
(x; y; ) thod man dang thic a = xi+ yj + zk dugc goi la toa do
cla vecto a, ki hiéu a = (x; y; z2) hoac a(x; y; 2).
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