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i [ ( Goe luong gidc

1. Goc lwgng giac
a. Khai niém
— Cho hai tia Oa, Ob.
+ Néu mét tia Om tuy y quay quanh géc O theo mét chiéu nhat dinh tir Oa dén Ob, thi ta noi
né quét mot goc luong giac, vai tia dau 1a Oa va tia cudi la Ob. Ki hiéu (Oa, Ob).
+ Khitia Om quay mot goc « thi ta n6i sé do cia goc lugng giac (Oa,Ob) bang « .
Ki hiéu sd(Oa,0b) = hoic (Oa,0b)=a .
— Qui uéc:
+ Chiéu quay nguoc véi chiéu qua cua kim ddng ho 1a chiéu dwong, chiéu quay ciing véi chiéu
qua cua kim dong ho 1a chiéu am.

ooy @

+ Mot vong quay theo chiéu duong twong (ng véi goc 360" ; mdt vong quay theo chiéu am
tuong GNg VGi goc quay —360°. Cu thé, khi tia Om quay:

e ntra vOng theo chiéu duong thi ta n6i né di quay mot goc bang %.360° =180".
o % vong theo chiéu duong thi ta néi nd da quay mot goc bang %.360° =60".

. Z vong theo chiéu am thi ta néi nd da quay mot goc bang Z.(—360°) = —450°.
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(Oa,Ob) = 180" (Qa,Oh) = 60" o] (Oa, Ob) = — 450"

+ Nhan xét: S6 do mdi goc luong giac ¢ cung tia dau Oa, tia cudi Ob sai khac nhau mot boi
nguyén ciia 360° nén cé cong thic tong quat 13 (Oa,0b) =a’ +k.360°, ke Z.
Vidu 1. (CTST - Tr8) Xac dinh s6 do cac goc luong gidc (Oa,Ob) trong cac hinh vé& sau va viét
cong thirc tong quét caa s6 do goc lugng giac (Oa,Ob).
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b. Hé thirc Chasles
Vidu 2. (CTST - Tr9) Cho hinh vé& bén
e Xac dinh sb do cac goc luong giac
(Oa,0b), (Ob,Oc) Va (Oa,Oc).
o Nhan xét vé mi quan hé giira ba s6 do goc nay?
Két luan
Véi batia Oa, Ob va Oc batKi, ta c: (Oa,Ob)+(Ob,Oc) =(0a,Oc)+k.360°, keZ.

N

. Pon vi do goc va do dai cung tron
a. Pon vi do goc va cung tron
— Pon vi do:
+ Dé do goc ta dung don vi do.
+ Pon vi dd duoc chia thanh cac don vi nho hon, nhu: 1" =60"; 1'=60".
— Don vi radian:

Trén duong tron tam O, ban kinh R tly y, géc & tdm chan mot cung c6 do dai ding bang R
duoc goi 1a mot goc co sé do 1radian. Ki hiéu AOB=1rad.

— Quan hé gitra d¢ va radian
+ Vi goc bet (180°) chin nira dudng tron véi do dai zR nén nd ¢6 s6 do 1a zrad .

Khi d6 ta viét 180° = z rad . Vay ta c6 mbi quan hé (1° =% rad| va |1 rad=(@)
T
+ Cha y: Khi viét s6 do ctia mot goc theo don vi radian, ngudi ta thuong khong viét chit “rad”
sau s6 do do.
Vidu 3. (CTST - Tr10) Hoan thanh bang chuyén d6i don vi do cia cac goc sau day
S6 do theo do 0° ? 45° 60° ? 120° ? 150° 180°
S6 do theo radian | ? z ? ? z ? 5z ? T
6 2 4

b. P§ dai cung tron

M6t cung cua duong tron ban kinh R ¢6 s6 do « rad thi co d6 dai [=aR.



(PBai 2. %z/@m%&my gide clia mot goc

1. Pwong tron lweng giac

Puong tron lugng giac 1a dudng tron ¢d tam tai goc toa do, ban kinh s
bing 1, duoc dinh huéng va lay diém A(1;0) lam diém goc cua sl
duong tron. [0 ™~ \
Diém trén dudng tron luong giac bicu dién goc lugng gidc cosé do || o .-'
a (dd hoic radian) 1a diém M trén duong tron lugng giac sao cho
(OA,OM) =« . — |

Gia tri lwgng giac cia géc lwgng giac
Trén dudng tron luong gidc, goi M(x;y) la diém biéu dién goc lugng giac c6 s6 do « . Khi d6

+ Tung dg y cua diém M goi la sin cua a, ki hiéu 1 sin« . Ta viét sina =y =0K.

+ Hoanh d6 x cua diém M goi la cosin cua « , ki hiéu 12 cosa . Ta viét cosa=x=0H.

£ s A SINa - \ LA 1s . £ sina
+ Néu cosa =0 thitiso goi latang cua «a, ki hiéu la tan«a . Ta viét tana = -7,
cCoSso cosa X
A . s~ 40 A COSO SN A 5 TP A ¥4 coso X
+ Néu sina =0 thiti SO — goi la cOtang cua « , ki hi¢u la cota. Taviét cota =——==
sina sina y

+ Cac gia tri sine, cosa, tana, cota duge goi la gia tri lugng giac cia goc « .
Chuy

+ Ta goi truc tung la truc sin, truc hoanh la truc cosin.

+ Tu dinh nghia ta con suy ra:

® sina, cosa xac dinh véi mol a e R.
tana xac dinh véi moi 0{¢E+k7r,keZ.

cota xac dinh vai moi a#krx, ke’.
o —]<sina<l, -1<cosa<l.
e Vé6imoi keZ,tach
sin(a +k27) =sina cos(ax+k2rx)=cosax

tan(a +k27) =tana cot(a+ k2x) =cota

e Déu cua gia tri lugng giac phu thudc vao vi tri cia diém M trén dudng tron luong giac

Goc
han tw
e I i iV
Gia tri
lwgng giac
sino + + = =
cosa + - - +
tana + = + =
cota + - + -




3. Gia tri lwgng giac cua cac goc dac biét
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4. Gia tri lwgng giac ciia cac goc cé lién quan dac biét

Quan h¢ Cong thirc Minh hoa
v
7 I M
cos(—a) = cosa
Géc doi nhau sin(-a) = —sina f a i
\ | - |
a va -a tan(-a) = —tana \ ofhee/  ia Ju' z
cot(—a) = —cota P/
\x ............ ;
M’
H
Myl KIK  SM
sin(z —a) = sina PN - o
G6c bu nhau cos(z —a) = —cosa [ o
“ i xh | '
avar—ao tan(r —a) = —tana T e - )| =
cot(r —a) = —cota \
T v
sin E—a = COS& = A
. |
Géc phu nhau COSs E—(Z = SInx K _:__:4:__ S : A
~ T |I [ i i
a Va __a 72' U " &
2 tan| ——a | = cota ]' H "
2
/4
cot| ——a | = tana
2 _
y
I M
sin(z +a) = —sina
4 7 T4~ E
Goc hon kém 7 cos(z +a) =—cosa [ 7 S
2 | | e | H |
a VA r+a tan(z +a)= tana t &\ Ao H [ =
cot(r+a)= cota
ke
M’

sina
tana =
cosa

tana.cota=1.

6. Bai tap

5. Cac hé thirc lwgng giac co ban

, VOl cosa #0.

cosa
cota =

smao

sina+cos’a=1.

, VO1 sina #0.

Vidu. (CTST - Trl17) Cho cosa :Z, Voi —% <a <0. Tinh cac gia tri lugng giac con lai cua «o




DANG 1. TIM GIA TRI LWO'NG GIAC CUA MOT CUNG (GOC)

Bai 1. Tinh gia tri con lai cua goc x, biét

1) sinx:%VO'ri 90° < x <180°. 2) sinx:—% véi 270° < x < 360°.
3) sinx:—é Véi;z<x<3—7[. 4) cosle voi 0<x<Z.
5 2 2
3 Ja 0 5 ,: 0 0
5) cosx:g Vi 0<x<90°. 6) cosx:—E véi 180° < x < 270°.
2 .o 4 . 0 0
7) cosx:T Vi —E<x<0. 8) cosx:g Véi 270° < x < 360°.
5
. 5 .7 . 1 .. 0 0
9) smx:E Voi E<x<7z. 10) sinx=-= Vi 180° <x <270°.
11) tanx=3 Véi;r<x<37ﬂ. 12) tanx=-2 Vc’wi%<x<7z.
1 ..z . 3z
13) tanx:—z VGIE<x<7r. 14) cotx=3 V0’|7Z'<x<?.
3 37 i 7T
15) tanx:Z V0|7r<x<7. 16) tanx=-—/2 VoI —<x<r.
17) cotx:§ V6i0<x<%. 18) cotx=- 3Véi%<x<7z.

Bai 2. Tinh gi4 tri cia cac biéu thuc lwong giac sau

1) Cho tanx=-2. Tinh A1:5C0tx+4tanx 4 _2sinx+cosx

5cotx—4tanx’ ? cosx—3sinx
, 3sinx—cosx sinx—3cosx
2) Cho cotx:\/E.Tlnh B=———, B=—m—.
sin x +cos x sinx +3cosx
2sinx+3cosx 2

3) Cho cotx=2.Tinh C, == , Cy=——— :
3sinx—2cosx COS” X —SIN X COS x

4) Cho tanx=2. Tinh

_ 2sinx+3cosx D - 3sinx—2cosx
17 . 4 2 = . 7
4sinx—5cosx 5sin’ x +4 cos® x
D - sin® x —cos® x D _8C053x—251n3x+cosx
37 . 2 4 4 .3 :
sinx +sin” xcos x 2cosx—sin’ x
) 3 /- cotx+tanx
5) Chosinx==,0<x<=.Tinh E=————.
5 2 cotx—tanx

8tan’x+3cotx—1

6) Cho sinx:%, 90° < x <180°. Tinh F =

tan x + cot x
7) Cho cosx:—z. Tinh G:M.
3 2cotx+tanx
Bai 3. Cho sinx+cosx :Z. Hay tinh gia trj cua biéu thuc sau

1) A=sinx.cosx.
2) B=sinx—cosx.
3) C=sin’x—cos’x.
Bai 4. Cho tanx—cotx =3. Hay tinh gi4 tri cua biéu thic sau

1) A=tan®x+cot’x. 2) B=tanx+cotx.



Bai 5. Cho sin x +cosx = m . Hay tinh theo m gia tri cac biéu thic

1) A=sinxcosx. 2) B=sin’x+cos’ x.

3) C=sin*x+cos*x. 4) D:‘sinx—cosx‘.

5) E=tan”x+cot’x. 6) F=sin®x+cos’x.
Bai 6. Tinh sinx, cosx, tanx, cotx. Biét ring

1) sinx+cosx=~72. 2) sinx-—cosx=n/2.

3) sinx+cosx:%. 4) tanx+cotx=4.

Bai 7. Cho tanx—2cotx =-1. Hay tinh
1) A=tan’x—cot’x.
2) B=tan’x+cot’x.
3) C=tan*x+2cot’x.
Bai 8. Tinh gi4 tri cua cac biéu thuc sau day khi

1) Cho 3sin*x+cos*x==. Tinh A =sin*x+3cos* x.

2) Cho 3sin*x—cos*x==. Tinh B=sin* x+3cos" x.

N~ W

3) Cho 4sin4x+3cos4x:£.Tinh C =3sin* x+4cos” x.

Bai 9. Ching minh cac dang thirc sau

1) cos®x—sin’x=1-2sin’x. 2) 2cos’x—1=1-2sin’x.

3) 3-4sin®x=4cos*x—1. 4) sinxcotx+cosxtanx=sinx+cosx.

5) sin*x+cos*x=1-2sin’*xcos” x. 6) cos*x—sin®x=cos’ x—sin” x.

7) 4cos’ x—3=(1-2sinx)(1+2sinx). 8) (1+cosx)(sin2 X —COS X +C0s” x) =sin’ x
9) sin*x—cos*x=1-2cos*x=2sin’ x—1. 10) sin’ xcosx +sinxcos® x =sinxcos x .
11) tan’x-—sin®x=tan”xsin’ x. 12) cot® x—cos® x = cot® xcos” x.

Bai 10. Chang minh cac dang thirc sau

1) tanx+cotx:_;. 2) 1—.cosx: smr
sin x cos x sinx 1+cosx

3) ! - L =1. 4) [1- L 1+ L +tan’x=0.
1+tanx 1+cotx COoSX cosx
1+sin’

5) Ln2x:1+2tan2x. 6) tanxtanyzw.
1-sin”x cotx+coty

7) 1-cot*x= - 8) tanx+—>2% _ 1

sin’x sin®x’ l+sinx cosx '
Bai 11. Chirng minh cac dang thirc sau

1) sin®x+cos®x=1-3sin’ xcos® x .

2) sin® x—cos® x =(sin” x — cos” x)(1—sin” x cos” x).

3) sin®x+cos® x =(1-2sin” xcos® x)* —2sin* xcos* x .

4) sin® x—cos® x = (sin” x — cos” x)(1—2sin” x cos” x)..



Bai 12. Chang minh cac dang thirc sau

1)
2)
3)
4)
5)

5)
7)
9
11)

12)

13)

14)

1+sinx+cosx+tanx =(1+cosx)(1+tanx).

(I+tanx)(1+cotx)sinxcosx =1+2sinxcosx.

(1+tanx)cos® x +(1+cot x)sin” x = (sin x + cos x)>.

sin® x tan x + cos” x cot x + 2sin x cos x = tan x + cot x .

sin xtan? x +4sin* x —tan®* x +3cos*x =3.
Bai 13. Chang minh cac dang thic sau

sina—cos’a _ tana -1

1+2sinacosa  tana+1

cos® a sin® &

=]-sinacosa.
l-tana 1-cota

1

ﬁztan2a+cot2a+2.
SIN ¢ COS &

tan’ o —tan® f B sin’ o —sin® S

tan’atan® f  sin’ asin® S
1

(1-cosa)(1+cot’ @) = ——.
1+cosa

sina cosa _ l+cot’a

sing+cosa cosa—sina 1-cot’a

tan’a  l+cot’a  l+tan'a

l+tan’a  cota tan’a+cot’a
2
1+si 1—si
=
l-sina \Vl+sina

2
\/1+cosa_\/1—cosa Aot e
1-cosa 1+cosa

Bai 14. Rut gon cac biéu thuc sau

1)
3)
5)

7)
9)
11)

13)

15)

P, =sin* a+sin’ acos’ « .
P, =sin’ a +sin’ acot’ a .

P, =(1-sin’ a)cot’ a+1—cot’ .

b 2cos’a—1
7 sina+cosa
_ cota+cot B
’ tana+tanf
sinx+tanx .
P, =—————-—sinxcotx.
tanx
cos® x —cot? x
Py== 2 2"
sin“ x—tan” x
sin’ x +sinx cos® x —cos x
P15= .

1-2sinxcosx

10

tan? a —sin’ «

2 =tan’a .

) cot” a —cos’ o

4 tana-sina 1

) . 3 - -
sin” a cosa.(1+cosa)
3tan’ o

6) ——tan’ o = ———+1.
cos’ a cos’ a
1- 1+ 2

8) 'cosa{( .Cozsa) —1}:2(:0’(05.

sina sin’ o
10) 1+tana+tan’a+tan’ a =

2) P, =sin*a-cos'a+cos’a.
4) P, =cos’a+cos’acot’a.
6) P, =sin’catana+cos’ acota+2sinacosa
1-cosa 1
8) P=—F—- .
sin“"a 1l+cosa
cosa
10) P,=tana+———.
1+sina
cosxtanx
12) P,=——————cotxcosx.
sin” x
1-sin® xcos” x
14) P, = . —cos’ x.
Cos” x
. 2
(smx+cosx) -1
16) P, =

tanx —sinxcosx

sina +cosa

cos’ a



Bai 15. Bién doi cac biéu thirc sau thanh tich s

1) A=2cos’x-1. 2) B=3-4sin’x.

3) C=sinxcosx+cos’x—1. 4) D=sin’x+sinxcosx—1.

5) E=1+sinx+cosx+tanx. 6) F=tanx—cotx+sinx+cosx.

7) G=cosxtan2x—(1+cosx). 8) H:(3—4c052x)—sinx(Zsinx+1).
9) I=sin’x—3cos>x++/6cosx—~/2sinx. 10) J=cos’ x—sin’ x+sinx+cosx.
11) K=cos’ x+cos’ x+2sinx—2. 12) L=cos®’x+sin’x+cosx.

13) M=1+cosx+cos2x—sinx(1+cosx). 14) N =2cos’ x+2cos’* x+sinx—1.
15) O=cos’ x+sin’ x+2sin”x—1. 16) Q:(Zcosx—l)(sinx+cosx)—1.
17) R=4sin’ x+3cos’ x —3sinx —sin” xcos x. 18) S:(1+sinx)tan2x—(1+cosx).

19) T =2sinxcosx—2sin*x+3sinx—cosx—1. 20) U=2—5sinx+3(1—sinx)tan2x.

21) V=tanx—3cotx—4(sinx+ 3cosx). 22) X =3sinx+2cosx—3tanx—2.

23) Y:Z(tanx—sinx)+3(Cotx—cosx)+5. 24) Z:3(cotx—cosx)—5(tanx—sinx)—Z
Bai 16. Ching minh cac biéu thirc sau khdng phu thudc vao bién x

1) A=cos*x—sin* x+2sin’x.

2) B=sin*x+sin” xcos” x +cos’ x.

3) C=cos*x+sin” xcos” x +sin’ x.

4) chos4x(2coszx—3)+sin4x(25in2x—3)

5) E=sin®x+cos®x—2sin* x —cos* x +sin” x .

6) F:sinx.\/ 1 + 1 , 0<x<Z|.
1+cosx 1-—cosx 4

7) G:\/sin4x+4cos2x+\/cos4x+4sin2x .

8) H =cos®xcot® x+5c0s” x —cot” x +4sin’ x .

9) I= 1+Cotx)sin3x+(1+tanx)cos3x—sinx—cosx.

10) J= sin4x+cos4x—1)(tan2x+cot2x+2).

11) K= ?)(sin8 x —cos” x) +4(cos6 x—2sin® x)+ 6sin* x.

12) L=sin* x(l +sin’ x) +cos* x(l +cos’ x)+ 5sin” xcos” x +1.
13) M= 2(sin4 x +cos® x +sin” x cos’ x)z —(sin8 x + cos” x) :

Bai 17. Chang minh cac biéu thirc sau khong phu thudc vao bién x

2
2
2 +1 1-tan” x 1
1) A= ot 2) g i ) R S—
tanx—1 cotx-1 4tan” x 4sin” xcos” x
2
2
1—tan®x 1—-cot"x 1
3) C:——(1+tan2x)(1+cot2x). 4) D:( - ) -— —.
tanx cot™ x SIN” xCcos” x
1-sin®x 3tan’x tan’x—cos*x cot’ x—sin®x
5 E= = —. 6) F= — + 5 :
cos®x  cos’x sin’ x cos® x
t*x—cos’x sinxcosx sin* x+cos* x—1
7) =22 L . 8) H="" —
cot® x cotx sin’ X + cos

11



DANG 2. DUNG CUNG LIEN KET PE TINH GIA TRI

1) sin(x—90°

).

4) sin(x-180°).
7) sin(x—540").
10) sin®*(270° +x).

1) cot(x—7x).

4) cot(3r—x).

7) sin(5—ﬁ + x} .
2

10)

13)
16)

19)

cos® (x

22)

25) cos™"® (x -—

1) A :cos(x—§j+sin(x—7r).

)
cos| x——|.
2

sin®(7 +x) .

cos* (37 +x).
_3z
>
tan” (x - 9—”j :
2

117
2

J

Bai 20. Rut gon (don gian) cac biéu thic

Bai 18. Tinh cac gia tri lugng giac cua cac goc sau

RUT GON BIEU THU’'C LUO'NG GIAC

2) cos(180° +x).
5) cos(x+540°).
8) tan(360° —x).
11) cos’(90° +x).

Bai 19. Tinh cac gia tri lugng giac cta cac goc sau

2) sin(z+x).
5) sin(x-77x).

8) cos(?’—ﬁ + xj :
2

11) t.aI{HT;Z + xj :

14)
17)

20
) 2

23)

26)

cos’ (7 —x).

T

cot? (x =

cot’(x—57).

5| 7T
COS | ——X

|

cos™" [x + 7—”) .
2

92)_

2) B=cos Z _x|+sin| Z-x |-cos| Z+x |-sin| Z+x .
2 2 2 2

3) C=2cosx+3cos(7r—x)—sin[77ﬂ—x}ttan(%{—xj.

4) D:251n(§+xj+sin(57r—x)+sin(37ﬂ+xj+cos(%+xj.

5) E=2cosx—3cos(7r—x)+55in(77ﬂ—x]+cot(37ﬂ—xj.

6) F :sin(57z+x)+cos(x—§}+cot(37r—x)+tan(?’?ﬁ—xj.

7) G=cos(157r—x)+sin x—3—7z —tan| Z+x |cot 11—ﬂ—x :
2 2 2

8) H:sin(;z+x)—cos(%—xj+cot(27r—x)+tan(37ﬂ—x] :

12

3) sin(270° -x).
6) cot(180° +x).
9) cos(450° +x).
12) cot’(180° —x).

3) tan(27—x).
6) tan(x—57).

9) cot(x—3—”].
2

. 7

sin| x+— |.

cot''(x—37).

12)

15)
18)

cos’(x—r).

i 7
sin®™| x—= 1.
2

21)
24)

27)



9) I:cos(57z—x)—sin(3—ﬂ+xj+tan(3—ﬂ—xj+cot(37z—x).
2 2
10) J =cos(270° —x)—2sin(x —450°) + cos(x +900°) +2sin(270° — x) .
11) K =sin’| x+Z |+sin®| x+Z |+ sin? x+ 2" +sin’ (x+7).
4 2 4
12) L=sin2£+sin2£+sin2z+sin22—ﬁ+sin25—”+sin27—7[.
3 6 9 9 8 8
13) M =cos™ x +cos™ (7 + x).sin*? (7 + x) — sin™™' (E -~ xj .
. 6 6 4 s 4 3z 2 T

14) N =sin’(7 +x)+cos’(x —z)—2sin"(x +27)—sin (x—7j+cos [x—Ej.
tan(lgzﬂ—xj.cos(367r—x).sin(x—57r)

sin[gzﬁ—xj.cos(x—%ﬂ)

16) P= sin[x +857”j+ cos(2077r+ x)+ sin’ (337r+ x)+ sin’ [x—?’?”j .

15) O =

Bai 21. Rut gon va tinh gia tri caa biéu thic (khng dung may tinh)
1) A=cos0°+cos20° +cos40’ +...+cos180°.
2) B=c0s20"+cos40° +cos60° +...+cos180° .
3) C=co0s10° +cos40’ +cos70° +...+cos170°.
4) D=tan20° +tan40° +tan60° +...+tan180° .
5) E=cot15%+cot30° +cot45° +...+ cot165°.
6) F=sin5"+sin10° +sin15° +...+sin360°.
7) G =cot195° +cot210° + cot 225° + ...+ cot 345°.
8) H =cot15°.cot35°.cot55°.cot75°.
9) I=tan10’tan20’tan30°...tan80° .
10) J=tan1’tan2’.tan3’...tan89°.
11) K =sin*28" +sin”36° +sin” 54° + cos” 152°.
12) L=cos’2’+cos’ 4’ +cos” 6’ +...+cos” 88" .
13) M =sin?10° + sin>20° + sin30° + ...+ sin? 90°
14/ N =cos®10° +cos” 20° +cos” 30° +...+ cos” 180°

15) O =sin20° +sin40° +sin 60° +...+sin 340" +sin 360° .
Bai 22. Rt gon céc biéu thirc sau:

a) A= cos(%+ xj +cos(27 —x)+cos(37 +x) .
. (77 3z
b) B=2cosx—3cos(7r—x)+SSm(?—xijcot(?—xj.
C) C:251n(£+xj+sin(57r—x)+sin(3—ﬂ+xj+cos(£+x].
2 2 2

. (37 3z

d) D:cos(57r—x)—s1n(—+xj+tan(——xj+cot(37r—x).
2 2
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DANG 3. CH’NG MINH PANG THUC LUQNG GIAC
Bai 23. Chang minh céc dang thirc sau
a) sin*x—cos*x =1-2cos’x.
b) sin*x+cos*x = 1-2cos® x.sin” x.
C) sin®x+cos®x =1-3sin” x.cos” x.

d) sinx+cosx—1 _ 2cosx

1-cosx  sinx—cosx+1
e) cot’x—cos’ x = cos® x.cot’ x.
f) tan®x—sin®x = tan® x.sin” x .
g) 1+sinx+cosx+tanx = (1+cosx)(1+tanx).
1+sin® x

1—sin®x

=1+tan’x

h)

i) sin®x.tanx+cos’ x.cotx +2sin x.cosx = tan x +cot x .
K) sin®x+cos® x = 1-4sin® x.cos® x +2sin” x.cos* x

Bai 24. Chang minh céc dang thic sau

tana+tanb
a) tana.tanb= ——+—.
cota+cotb
sina cosa _ l+cot’a

b) -

sina—cosa cosa—sina 1-cot’a

sin’a cos’a

- - = sina.cosda.
1+cota 1+tana

c)

sin’a sina+cosa

d)

=sina+cosa.

sina—cosa tan®a-1

2
¢) 1+cosa{1_(1 cosa)

- }chota.
sina

sin’a

tan’a l+cot’a  l+tan‘a

f)

1+tan’a cot’a  tan®a+cot’a

2
9) (\/1+s%na_\/1—s%naj —dtan’ a.
1-sina 1+sina

tan’a—tan’b _ sin’a—sin’b

h)

tan’a.tan’b  sin®a.sin’b

sina—tan’a

i) =tan’a.
cos’ a—cot’a
tan’ a 1 cot’a
K) ———— +——— =tan’a+cot’a
sina sina.cosa cos’a
<4 4
. sinx cos*a ..
Bai 25. Cho + = , Vo1 a,b>0.
a b a+b
.8 8
, . sin"x cos” x 1
Ching minh ——+ = :
b3 3
a (a+b)
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Bai 26. RUt gon céc biéu thuc sau:

a)
b)

c)
d)
e)
f)
9)

h

(1—sin2 x)cot2 x+1-cot’x.
(tanx + cotx)2 —(tanx —Co’tx)2 .

cos’ x + cos? x.cot? x

sin® x +sin? x.tan” x

) 2 o
(x.sma —1.cos a) + (x. cosa+y.sin a) .
sin® x —tan® x
cos® a—cot? x

sin® x —cos” x + cos* x

cos® x—sin® x +sin* x

\/sinz x(1+ cotx)-i—cos2 x(1+tanx) .

) \/1+cosx_\/1—cosx. xe(O,ﬂ).

7
1—-cosx 1+cosx

1+sinx 1-sinx T
) ([onE RS e SE 2.
1-sinx 1+sinx 2 2

k)

2 .2 T 372'
cosx—+tan" x—sin“ x; xe E;_ .

2

Bai 27. Chang minh cac biéu thirc sau doc lap doi véi x

a) 3(sin* x +cos” x)—2(sin® x + cos® x) .

sin® x+cos® x—1

b)

sin* x +cos* x—1
C) (sin*x+cos* x—1)(tan” x +cot® x +2).
d) cos® x.cot® x +3cos’ x —cot® x +2sin” x.

sin* x+3cos*x—1

sin® x+cos® x +3cos* x—1

tan’x—cos’x cot’x—sin’x
f) +

sin’ x cos® x

Bai 28. Cho tam giac ABC. Chang minh rang

a) sinB=sin(A+C).
b) cos(A+B)=—cosC.
C

=Cos—.
2

. A+B
C) sin
d) cos(B—C)z—cos(A+2C).
e) cos(A+B—C)=—cosZC.

f) Cos%:—sinbﬁl.

9) sin#zcosc.

h) tanﬂzcotg.
2 2

15
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1. Cong thic cong

sin(a+b) = sina.cosb + sinb.cosa cos(a+b) = cosa.cosb — sina.sinb
sin(a—b) = sina.cosb—sinb.cosa cos(a—b) = cosa.cosb+ sina.sinb
tan(a+b) = tana+tanb tan(a—b) = tana—tanb
1-tana.tanb 1+tana.tanb
A /4 1+tana /4 1-tano
Hé qua: tan| —+a |= ——, tan| ——a | = ———.
4 1-tana 4 1+tana
Vidu 1. (CANH DIEU - Tr17) Khéng ding may tinh, hdy tinh
a) cos75". b) tan =
12

Vi du 2. (CANH DIEU - Tr18)
a) Chang minh rang sinx +cosx :\/Esin(x+%].

B 1+tan
1-tana

b) Chung minh rang tan (%4—&)

2. COng thirc nhan do6i
a. Cong thirc nhan doi
® sin2a =2sina.cosa.

@ cos2a =cos’a—sin*a =2cos*a—1=1-2sin*a

2t
® tanZaziza.
1-tan” «
cot?a -1
@ cot2q =———
2cota

b. Cdng thirc ha bac

® sin‘a = 1-cos2a :
2

@ cos’ o 1+cos2a.
2

® tanzazl_cﬂ.

1+cos2a

c. Cong thirc nhan ba (ma rong)
® sin3a=3sina—4sin’«.
@ cos3a=4cos’a—3cosc.

3tana —tan®’ a
1-3tan’ «

® tan3a=
Vi du 3. (CANH DIEU - Tr18) Cho cosx:—%,véi 2 <x<z. Tinh sin2v V& cos2x.

Vidu4. (CTST - Tr22) Khéng dung may tinh, hdy tinh cos% va tan%.

17



3. Cong thirc bién doi tich thanh tong

cosa.cosb = %[cos(a - b) + cos(a + b)]
sinasinb = %[cos(a —b) —cos(a+b)]

sina.cosb = %[sin(a - b) + sin(a + b)]

Vi du 5. (CTST - Tr22) Tinh gia trj bidu thrc cos % .cos 2% va sinZ-.cos 2.
12 12 24 24
4. Cong thirc bién ddi tong thanh tich
- in(a+b
cosa+cosb:2cos&b.cosu tana+tanb = %
2 2 cosa.cosb
- sin(a—b
cosa—cosb=—2sinﬂ.sinM tana—tanb=L)
2 2 cosa.cosb
- i +b
sina+sinb:2sinﬂ.cosu Cota+cotb:w
2 2 sina.sinb
_ in(b-
sina—sinb = 2 cos +b.sina—b Cota—cotb:s'ln(—.a)
sina.sinb

Hé qua:

sing +cosa = 2.sin(a+%j=x/§.cos(a—%j
sina —coso = ZSin(a—%j:—ﬁcos£a+%j

Vi du 6. (CTST - Tr23) Tinh gia trj bidu thc sin >~ +sin -~ VA cos>~ + cos .
12 12 12 12

5. Bai tap
DANG 1. CONG THU’'C CONG
Bai 29. Tinh gia tri ctia biéu thirc lugng giac, khi biét:
1) A:cos(x+%j biét sinx:% va O<x<§.
2) B=sin 7 _x | bidt cosx:—E va 7z<x<3—7r.
3 13 2
3) C=cos(x—30°) biét tanx=~/2 va 0<x<90°.
4) D=tan(x+zj biét sinxz§ valax<r.
3 5 2

5) E:cosﬁz—xj biét sinx:—E va 3—7T<x<27z.
3 13 2

6) F=cot x-Z bié"[sir1x:—é Ve‘wz<x<3—7r.
4 5 2
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7) G=tan x+2 | biét cot 5—ﬂ—x =2,
4 2
8) H:sin(2x+7—ﬂj biét cotx:%.
4 3
- £ 1 1
9) I=cos(a+b).cos(a—b) biét cosa=—~ va cosb=-.
3 4

10) tan(a+%j khi sina =

a1l w

V1

,E<O{<7Z'

11) cos(z—aj khi sina:—g,véi 3—ﬂ<a<27r
3 13 2

12) cos(a+Db).cos(a—b) khi cosa:%, cosbzi

13) sin(a—b), cos(a+b), tan(a+b) Khi sina :%, tanbz% va a, b 1a c&c goc nhon.

Bai 30. Khdng dung may tinh. Hay tinh gi4 tri caa cac biéu thic
1) A=sin12"cos48" +cos12°.sin48".
2) B=co0s38".cos22" —sin38".sin 22°.
3) C=sin10"cos55" —cos10’sin55°.
4) D=sin36’.cos6’ —sin126".cos84°.
Bai 31. Tinh gia tri lwgng giac caa cac cung goc sau
1) 15°. 2) 75°. 3) 105, 4) 285°.
5) U7 6 2~ 7 2. g LT
12 12 12 12
Bai 32. Tinh gia trj cia cac biéu thic sau
Ao 1+tan15° .
1-tan15’
g tan 25° + tan 20"
1-tan25°tan20"
csin 10° c0s20° +sin 20° cos 10°
c0s17° cos13° —sin17°sin13°
p. tan 225" —cot 81° cot 69°
cot261° +tan201°
5) L= sin73z cos 3°0—sin 87° Eos 17° .
c0s132" cos62” + cos42" cos 28
p_ cot 225° —cot79%° ot 71°
cot259” +cot251°
7) G=cos’75°—sin*75".
8) H =sin?20° +sin?100° +sin® 140° .
9) I=cos*10°+cos110° +cos” 130°.
10) J=tan?20°.tan80° + tan 80°.tan 140° + tan 140°. tan 20° .
11) K=tan10’tan70° +tan70° tan130° + tan130°.tan190°.
12) L=sin160° cos110° +sin 250° cos340° + tan110° tan 340°.

13) M= (COS 70° + cos 50" )(cos 310° + c0s 290" ) + (cos 40° +cos 160" ) (cos 320" —cos 380" ) :

1)

2)

3)

4)

6)
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Bai 33. Rut gon cac biéu thuc
1) A=sinx—+/3cosx. 2) B=+/3sin7x-cos7x.

3) C=asinx+bcosx, (a2+b2¢0). 4) D=\/§Sin(x_%j+sin(x+%j_
5) E = cos7x.cos 5x —/3 sin 2x + sin 7x.sin 5x . 6) F:\/5C052x+sin2x+25in(2x—%j.

7) G:ZSin[Zx—%JHLsinx-i—l. 8) H:sin2x+2x/5cosx+25in(x+%j+3.

Bai 34. Rut gon cac biéu thuc
1) A=sinxcos5x—cosxsinbx.
2) B=sin4xcot2x—cos4x.

3) C=cos6xtan3x—sin6x.

4) D=sin(x+y)cos(x—y)+sin(x—y)cos(x+y).
5 E= cos(400 —x)cos(x+20°)—sin(40° —x)sin(x+200) :
6) F=sin(14° +2x)cos(16” —2x)+cos(14° +2x)sin (16’ - 2x).

7) G= sin(x+10°)cos(Zx—80°)+sin(x+100°)cos(2x+10°) .

8) H=sin x=Z |cos| Z—x |+sin| Z—x |cos| x-Z |.
3 4 4 3
9) I=cos x=Z |cos| x+Z |+cos| x+Z |cos x+3—” :
3 4 6 4
10) J=sin x-Z | cos 9—ﬁ—x —sin 5—7[—x cos 5—7r+x :
3 4 4 3
11) K=cos x-Z |cos| x=Z |+ cos| x+Z |cos| x+ 2 |.
3 4 6 4
12) L=cos x-Z |cos x+13—” +Cos x+13—” cos x+3—7z :
3 4 6 4

Bai 35. Rut gon cac biéu thuc sau

1) A= tan3x—tanx . 2) B:tan2x+1.
1+tanxtan3x 1-tan2x
tan 2x + cot(90° + x 2. g2

3) C-= ( ) . 4) _ tan 22x tan 2x .
1+cot(90°—2x)tanx 1—tan®2xtan” x

Bai 36. Rut gon cac biéu thuc sau
7

1) A=sin(a+b)+sin| ——a |sin(-b).
) sm(a ) sm(2 ajsm( )
2) Bzcos[z—ajcos(——bj—cos(a b)

2

T 1
3) C=cos(—+ajcos(——u}+zsm a.
4) D =sin’asin’b—cos’acos’b.
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Bai 37. Rut gon cac biéu thic sau

1)
2)
3)
4)
5)

A=cos® x—+/3sin2x—sin’ x.
B=4sin® x—3sinx++/3 cos3x.
C:sin(x+45°)+cos(x+45°).
D =tan3x —tanx —sin2x.

E=tan2x+cotx—8cos’ x .

Bai 38. Chang minh cac dang thirc sau

1)
2)

3)

4)
5)

6)
7)

8)
9)

sin2x =2sinxcosx.

cos2x =cos® x—sin® x .
2tanx

tan2x = ————.

1-tan” x

sin3x =3sinx—4sin’ x .

cos3x=4cos’ x—3cosx.

cosx+sinx = 2cos(x—%j=\/§sin(x+%j.
cosx—sinx=\/Ecos(x-k%]:—\/isin[x—%j.

sin(x+y)sin(x—y)=sin’ x—sin’ y = cos” y — cos’ x.

cos(x+y)cos(x—y)=cos’ x—sin’ y = cos’ y—sin’ x.

Bai 39. Chang minh cac dang thic sau

1)

2)

3)
4)
5)

6)

7)

8)

9)

sin £+x —sin z—x =x/Esinx.
4 4
4sin| x+Z |sin| x=Z |=4sin?x-3.
3 3

sinxsin(y—z)+sinysin(z—x)+sinzsin(x—y) =0.
cosxsin(y—z)+cosysin(z—x)+coszsin(x—y) =0.

tan(x+y)—tanx—tany = tan(x+y)tanxtany.

tan 2x tan Z—x +tan2x tan Z—x + tan Z—x tan z—x =1.
6 3 3 6

tanx.tan(er%jthan(xwL%}tan(x+2%}+tan(x+2§).tanx =-3.

cos[x—%j.cos(x+%)+cos[x+%).cos(x#%j = %(1—\/5)

(cos 70° + cos 50° )(cos 230° + cos 2900)+ (cos40° +c0s160° )(cos 320° +cos 380" ) =0.

Bai 40. Chirng minh cac dang thuc sau

3)

cos(a—b) _ cotacoth+1 2) sin(a—b) sin(b—c) sin(c—a) ~
cos(a+b) ~ cotacoth—1" cosacosb " cosbcosc " cosccosa
s:'m(a+b)sin(a—b) Cos(a+b)cos(a—b)

cos?acos’b cos?acos’b

0.

=tan’a—tan’b. 4) =1-tan’atan’b.
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Bai 41. Chang minh cac hé thuc sau, véi diéu kién cho truéc
1) Néu Cos(a+b)=0 thi sin(a+2b):sina.

b=(a+b)—a

8U si =3sinb thi = : HD: :
2) Neu sm(2a+b) 3sinb 1tan(a+b) 2tana {2a+b=(a+b)+a

3) Néu tana=2tanb thi sin(a+b)=3sin(a-b).

4) Néu tana.tanb:—% thi cos(a+b)=2cos(a-b). HD: Khai tri¢n gia thiét.
5) Néu 5sinb=sin(20-+) thi tan(a+b)=> tana.

6) Néu sinb=sinacos(a+b) thi 2tana=tan(a+b). HD: b=(a+b)-a.

7) Néu cos(2a+b)=1 thi tan(a+b)—tana:2tang.

a+2b=(a+b)+b
a=(a+b)—b

8) Néu Cos(a+b):kcos(a—b) thi tanatanb:ﬂ. HD: {
1+k

Bai 42. Chuang minh cac biéu thirc sau doc lap vai bién x
1) A=sin’x+cos| =—x |cos| Z+x |.
3 3
2) B:c052x+cos{£+x}+c052[£—xj.
3 3
3) C:sin2x+sin2[2—ﬁ+xj+sin2(2—ﬁ—xj.
3 3
4) D=cos’ x+cos’ x+ 22 |1 cos?| =22,
3 3
_acos’ x—cos3x asin’ x+sin3x

5 E + - , a=const.
COs X sin x

Bai 43. Chang minh rang tanxtan(%—xjtan[%+xj =tan3x.

Ttr d6 tinh gia tri caa biéu thic P = tan10° tan 50° tan110° .
Bai 44. Cho tam giac ABC véi A, B,C lan luot 1a ba goc cia tam giac. Chirng minh
1) sinC =sin A.cos B+sin B.cos A .
2) sin A=sinBcosC+sinCcosB.
3) cos A=sinBsinC—-cosBcosC.

sinC

4) =tan A+tanB, (A,B;é900).

cos A.cos B
5) tan A+tanB+tanC =tan A.tan B.tanC.
6) cotA.cotB+cotB.cotC+cotC.cotA=1.

. A B . B .
7) sin—=cos—cos— —sin—sin—.
2 2 2 2 2
A . B C B .
8) cos— =sin—cos——cos—sin—.
2 2 2 2 2

9) tang.tanﬁ+tan§.tan£+tan£.tan§ =1.
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DANG 2. CONG THU’C NHAN POI

LOAI 1. RUT GON VA TINH GIA TRI CUA BIEU THUC

Bai 45. Tinh gia trj cua cac biéu thirc sau (khéng dung may tinh b tai)

1)
3)

5)

7)

9)

11)
13)

A=cos?Z_sin?Z.
8 8
C =sin20° (1—4cos2 200).

E =4sin®50° + 3cos140°.

tan 7—”
8

G-=
1-tan>Z
8

I= —4sin70°.

sin10°

K =tan® 36" tan> 72° .
M = cos? 20° +2sin? 55° —/2 sin 65°.

2) B=3co0s10° —4cos’10°.

4) D =4sin’40° +3sin130°.

3 tan15°
1—tan?15°

1 3

T sin10° cosl0’

6)

8) H

> D

12°
12) L =cos®70° +sin”40°sin100°.
14) N=sin6’.s5in42°.sin66°.sin78°.

10) J=tan’ % +tan

Bai 46. Tinh gia tri cua cac biéu thic sau (khdng dung may tinh bo tai)

1)
2)

3)

4)
5)
6)

7)

8)
9)
10)

11)
12)
13)

14)
15)
16)

17)

A =cos36" cos72°.

T 2
B=cos—cos—.

5 5
Czsinf.coszcosz.

8 8 4

. T T
D =sin—.cos—.cos—.
16 16 8

E =sin10° sin50° sin70° .

T 2r 4
F = cos—cos— cos—.
7 7

G= coszcos4—7[c055—7[ :
7 7 7
H =sin6° cos12° cos 24° cos48°.
I =sin6° sin42° sin 66° sin78° .
J = sin5%.sin15%sin 25°.... sin75°.sin 85° .
K =c0s10°.c0s20°.cos 30°...cos 70°.cos 80° .
L=8tan18" cos18° cos36° cos72°.
M = c0s20° cos40° cos 60° cos 80° .

T 2 3 iy
N = cos—cos—cos— cos—.
9 9 9

O= 96\/§sin£coszcosicosﬁcosZ .
48 48 24 12 6

33 33 33



Bai 47. Tinh gia trj cta cac biéu thirc sau (khéng dung may tinh bo tai)

0 0
1) A= C0s80 rcos0 2) B=3sin15"cos15’ -
cos35" cos15” —sin35"sin15

sin 60°
sin*15° —cos*15°

3) C=tan9’ —tan27° —tan63° +tan 81°. 4) D=4tanZ +2tan = + tan 2~ —cot .
8 16 32 32
Bai 48. Rut gon cac biéu thuc
1) A:(sinx+cosx)2. 2) B=1-4sin’xcos’ x.
3) C=sinxcosxcos2x. 4) D =cos*2x—sin*2x.
5) Ezcosz(x+§j—sin2(x+§]. 6) F =sinxcosxcos2x.
7) G=4sinxsin| x+2 |sin| 2x+2 |, 8) H=sin®| 2+ |-sin’| Z-Z|.
2 2 8§ 2 8 2
Bai 49. Tinh gia tri cua cac biéu thic sau (khdng dung may tinh bo tai)
2. _ s 2
1) A= 2.cos X 1_ 2) B= 1 251n.2x .
sinx +cos x CcOs2x —sin2x
3) C= 2 . 4) D:(l—tanzx)cotx.
(1—tanx)(1+cotx)
5) E_sian_cost 6) F_Cotx—tanx
sinx  cosx cos2x
1+sin(27[—x] 129y — Agin’
e . g oS 2rodsiny
. (72’ j sin” 2x+4sin” x—4
1+sin| —+x
2
9) I- sindx  cos2x 10) ]_sin3x—cos3x
1+cosdx 1+cos2x sinx+cosx
1+Cos(ﬂ+x]
ToX 2
11) K=tan| =+=|. : 12) L=cot2x+— +tanx.
4 2 ) [7[ j 2sin2x
sin| —+x
2
13y locos2uesindx 19 N- 2(sin2x +2cos ¥ 1)

1+cos2x+sin2x COSx —sinx —cos3x +sin 3x

Bai 50. Tinh gia trj cua biéu thtc lwong giac, khi biét
1) sin2x, cos2x khi sinx :g, §< X<,

2) sin2x, cos2x khi sinx+cosx = J2.

3) cos2x, sin2x, tan2x khi cosx=—%, 7r<x<377[.

4) cos2x, sin2x, tan2x khi tanx=2.

5) sinx, cosx khi sin2x:—é, z<x<3—7[.
5 2 2

6) cos2x, sin2x, tan2x khi tanx :g .
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Bai 51. Tinh gia trj cua biéu thirc luong giac, khi biét

1) A=sin’xcosx—cos’ xsinx khi biét x=%.

. . . _— T
2) B=sin*x+sin’ xcosx—cos’ xsin x +cos* x Khi biét x:E.

3) C=cos4x khibiét tanx+cotx=3.
4) D:cos(270° +4x) khi biét (:0’[(450 +x)=2.
5) E=sin*x+cos*x khibiét sinx+cosx=m Voi meR.

6) F= tanx —cotx

= khi biét sinxcosx:ﬁ, 0<x<Z].
tanx +cotx 4 4

Bai 52. Tinh tan% khi biét
1) cosx:é,0<x<z.
5 2

2) tanx=%,7r<x<3—ﬂ-.

7 2

3) sinx+cosx:—7, 0<x<Z.
2 6

Bai 53. Cho tanle, O<x<= Vétanyzl, 0<y<ﬁ_
2 2 3 2

1) Tinh x+y. 2) sin(x—Zy) va Cos(2x+y).
Bai 54. Tim x khi biét
Vs
0<x<Z O<x<5
1) 2 ) 2) \/g \/E
Bai 55. Tinh theo cos2x cac biéu thirc sau
1) A=1+cos’x. 2) B=sin’xcos’x.
. 2 2
3) C:1+Sl? X 2) D:1+cot2x.
cos” x 1-cot™ x
5) E=sin’x+cos’x. 6) F =sin’®xcos’ x+cos® xsin® x .
Bai 56. Tinh theo t:tang cac biéu thic sau
1) A=sinx. 2) B=cosx.
3) c=_>n* 4) D=tanx+cotx.
3-2cosx
5) :1—tanx. 6) F:tanx+s?nx.
1+cotx tanx —sinx
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LOAI 2. CHO’NG MINH PANG THUC

Bai 57. Chang minh cac dang thirc sau

1) cos* x—sin® x = cos2x . 2) sim4x:élsimxcosx(l—ZSin2 x).
3) cos’2x—sin® x = cosxcos3x. 4) cos4x=8cos* x—8cos” x+1.

5) 8sin®x=3-4cos2x+cos4x. 6) sin‘+cos’x = %+icos4x.

7) sin*+cos* x—6cos” xsin® x = cos4x . 8) sin®x+cos’x = §+§cos 4x .

9) sin®x—cos’x= 1—5cos2x+icos6x : 10) sin®X —cos® = 1Cosx(sin2 x—4) :
16 16 2 2 4
Bai 58. Chang minh ring néu a+b=% thi (1+tana)(1+tanb)=2.

Bai 59. Chang minh cac dang thirc sau

1) Hﬂztanx. 2) tanx+cotx=— :
sin2x sin2x
3) cotx—tanx=2cot2x. 4) cos.x —cot| Z-2 .
1-sinx 4 2
5) Mﬂ. an?X =1, 6) — +cot2x = cotx
1-cosx 2 sin2x
2
7) tan ZiZ |+ cot A . 8) (tan2x—tanx)cos2x:tanx.
4 2 4 2 Cos x

. . 1.
10) cos’ xsinx—sin® xcosx = —sin4x.

9) tan(%+x}—tan(%—xj =2tan2x.

11) cos3xsin’ x +sin3xcos’ x = %sin 4 .

12) tanx tan(% - xj.tan(% + x] =tan3x.

Bai 60. Chirng minh cac dang thirc sau

1)

3)

5)

7)

9)

11)

13)

1+sinx T X
=cot| ———|.
CoS X 4 2

2sin2x+sin4x

2(cosx+cos3x)

1-2sin’x 1-tanx

1+sin2x B l+tanx

1+sin2x (7[ j
——=tan Z+x .

Ccos2x
1-2sin®x
=1.
2tan| Z+x |cos?| F +x
4 4
1—-cosx+cos2x
- - =cotx.
sin2x —sinx
sin2xcosx X
=tan—.

(1+c052x)(1+cosx) 2

=tan2xcosx.
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2)

4)

6)

8)

10)

12)

14)

1 1-2sin’x

tan2x + = - :
cos2x 1-sin2x

6+2cos4dx
1-cos4dx

( 1 +1jtan£:tanx
CcoSs X 2

=tan®x+cot’ x .

2sinx—sin2x ) X
- - =tan” —.
2sinx +sin2x 2
) . X
sin x +sin — X
2 =tan—.

X 2
1+cosx+cos§

1+ cos4dx 1.
— = —sin4x.
cotx—tanx 2

sin* x —cos® x +cos® x , X
=cos’ =.
1(1—cosx) 2




2
15) cot’x+tan®x = 6+2cosdx. 16) (cotg —tan Ej 4

1-cos4dx 2 =1—2tanxcot2x'
2 - 2
2x—1 ) 1 1-2
17) COt—x—c:os8xcot4x:51118x. 18) tan2x+ = §m il
2 cot2x cos2x 1-sin2x
19) tandx— 1 :S?HZX—COSZX. 20) cosx+s?nx_cosx—s%nx:2tan2x.
cosdx sin2x+cos22x cosx—sinx cosx+sinx
cosf—sinE
21) 7 _ tanx. 22) 1+cosx;tc052x+c053x:2cosx.
X . X Cosx 2cos" x+cosx—1
COS —+sin =
2 2
. 4 . 4
+sin2x—
23) 2| — +cot2x |=cotE —tan 2. 24) SN YTSMZXCO8 X _ os2x .
sin2x 2 2 tan2x-1
.2 .2 :. 2 2
2x—4
25) 0512n al '512n Y o tan'x. 26) 51.n 23X—COS 23x:8c052x.
sin“ 2x+4sin”“ x—4 sin“x  cos“x

Bai 61. Chang minh cac dang thirc sau

1) A=coszcos%cosi3 .. cos L = &
2 2 2 2" o g a
.sin—
21’!
2) B =cos .COs 27 .. cos % :l.
2n +1 2n+1 2n+1 2"
3) C =cos 27 .COS hidd ... COS 217 :—1.
2n+1 2n+1 2n+1 2

4) D= 1+1\/1+1\/Tcosx :cosf, O<x<z.
2 2\2 2\2 2 8 2

Bai 62. Chuang minh cac biéu thirc sau ddy khong phu thudc vao bién sb
1) A= s?an—Zs%nx +tan? X
sin2x+2sinx

cos’ x—cos3x sin’ x+sin3x
2) B= + - :
cosx sinx

3) C:4sin4x+2c052x—%cos4x.

4) D=3cos2x+5sin* x+4sin” xcos” x —cos* x .

2
1 _
5) E=m+cotx+cos4xcot2x+sm4x.

6) F:sin4x+sin4(x+%}+sin{x+%}+sin4 (x+%}.
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LOAI 3. CONG THUC BIEN POI TONG THANH TiCH

Bai 63. Tinh gia tri cua biéu thuc
cos2x—cos4dx

1) A=— - khi x=20°.
sindx —sin2x
2) B cosx.cos13x Khi x:i.
Ccos3x +cosbx 17
3) C=— cosx.cos10x Khi x:E.
Ccos2x+cosdx 13
4) D:taan—s?an khi tanxzi.
tan2x +sin2x 5
5) E:smx+sm2x+sm3x Wi sinx—
COS X + COS2Xx +COS3x
Bai 64. Rut gon biéu thtc
1) _1-2cosx
1+2cosx
3) o1 20082X
J34+2sin2x
5) E_sin5x—sin3x
2cosdx '
7) G- sin(x+y)
sinx+siny'
9) I_cosx+sinx
cosx—sinx
11) K- sin® 4x
2cosx +cos3x+cos5x
13) M_tan3x+tan5x
cot3x +cotbx
15) O_1+sin2x+C052x
1+sin2x—cos2x
17) Q= sin2x +2sin3x +sin4x
cos3x+2cosdx +cos5x
19) S-= Cos2x —sin4x —cos 6x

cos2x+sin4dx —cosb6x

2(sin2x+2cos2 x—l)

21) U=

COSx —sin x —cos 3x +sin 3x

cos7x—cos8x—cos9x +cos10x

23) X =

sin7x—sin8x—sin9x+sin10x

1z
3" 4

Bai 65. Bién dbi thanh tich cac biéu thirc sau day

1)
3)
5)
7)
9)

A =cos3x+cosx.
C =cos4x—cosx.
E=1+sin2x.

G=1+2cosx.
I=x/§+2cos2x.
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T
<x<=.
2

2) B:\/§—2c053x.
\/§+200s3x

4) D:\/E—Zstx.
J2 +25in2x

6) F:c?s4x—c?52x.
sin4dx +sin2x

8) - sinx +siny .
COSX +COS Y
sin’® 4x —sin® 2x

10) J= > 5 )
COS” X —Cos” 2x

12) [=_ Sin2x
tan x +cot2x

14) N - tan2x + cot2x _
1+tan2x.tan4x

16) P:1+s1n4x—c?s4x.
1+cosdx+sindx

18) R= sinx+sin4dx+sin7x .
Ccosx +cosdx+cos7x

20) T 1+cosxjcos2x+cos3x .
2cos" x+cosx—1

B sin(x+y)—sinx _cos(x+y)+cosx

22) 'V =— -
sm(x+y)+smx Cos(x—y)—cosx
2) Y= sin4x +sin 5x +sin 6x .
cos4x +cosbx +cosbx
2) B=sin3x+sin2x.
4) D=sin5x-sinx.
6) F=1-sinx.
8) H=+2sin2x-1.

10) J= sin(a+b)—sin(a—b).



11)
13)
15)
17)
19)
21)

23)

25)
27)

29)
31)

33)
35)
Bai 66.

K=cos’x—cos’y .

M=1+sinx+cosx.

O =sin3x—sinx+sin2x.

R =sinx+sin2x+sin3x.

T:\/Esin2x+cos5x—cos9x.

V =cosx+cos3x+2cosb5x.

Y= cosz—cosz—ﬂ+coss—ﬂ.
7 7 7

W =sin70° —sin 20° +sin 50°.

d):cos(§+5x]+sinx—c053x.

A :sinx+siny+sin(x+y).
A, =cosx+cosy+cos(x+y)+1.

A5 =1+cos2x+cosdx+cosbx.

A, =sinbx +sinbx +sin7x +sin8x.

Bién d6i thanh tich cac biéu thirc sau day

1) 1+cosx+cos2x+cos3x.

3) sinx-sin2x+sin5x+sin8x.

5) c0s9x—cos7x+cos3x—cosx.

7)
9)

11)
13)

sin 35° + cos 40° + sin 55° + cos 20°.

sin47° +sin61° —sin11° —sin 25°.
1+sinx—c055x—sin7x—2c0523—2x.

sinx+sin2x+sin3x—1—cosx—cos2x.

Bai 67. Bién dbi thanh tich cac biéu thic sau day

1)
2)

3)
4)
5)
6)

7)
8)
9)

10)

cos’® x+cos” 2x+cos” 3x—1.
. 2 . 2 . 2 3
sin“ x+sin” 2x+sin” 3x ——.
2
sin” 3x —sin? 2x —sin” x.
sin? x — cos® 2x —cos” 3x .
sin? x —2sin? 2x + sin’ 3x .

sin? 3x —cos® 4x —sin’ 5x + cos” 6x .
3
cos? x +cos® 2x + cos® 3x + cos? 4x — >
2 2 2 2
COsS” x+cos” 2x+cos” 3x+cos 4x-2.

cos3x +sin7x —2sin? £+5—7[ +2c0529—x .
4 2 2

sin(% + 2x] cot3x+ sin(ﬁ + 2x) - \/Ecos 5x.
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12)
14)
16)
18)
20)
22)

24)

26)
28)

30)
32)

34)
36)

2)
4)
6)
8)
10)

12)
14)

L=1+sinx—cos2x.

N =cosx+sin2x—cos3x.
Q=cosx—cos2x—sin3x.

S=cosx+cos2x+cos3x.

U =sin3x—2sin2x+sinx.

X =cos46° —cos22° —2cos78°.

2 4 6r
/. = COS— + COS— + COS — .
7 7 7

A= c055x+cos7x—cos(7z+6x) .

Ty

. . LoX
I'=sinx +siny +sin

A, :Cosx+cosy+sin(x+y) .
A, = cos(600 +x)+cos(600 —x)+cos3x.
A, =sin2x+sin4x+sin6x .

Ag =c0s5x +cos8x +cos9x+cos12x .

sinx—sin3x+sin7x—sinb5x.
Cos7x+sin3x +sin2x —cos 3x .
cos10x —cos8x—cosbx+1.

sin57° —sin59° —sin93° +sin61°.

cos5x+3cos7x+3cos9x+cosllx.
sin3x+sinx—sin2x+2(1—cosx)cosx .

1+sinx+cos3x—cosx—sin2x —cos2x.



Bai 68. Ching minh

\/g .

1) sin75° +cos75° = -

2) cos12’ —cos48” =sin18°.

3) sin65° +sin55° =+/3cos5’.

4) tan267° +tan93° =0.

5) c0s85° +cos35° +cos25’ =0.

6) tan9’—tan27° —tan63° +tan81° =4.

7) co0s24° +cos48° —cos84° —cos12° = % .

8) tan9’ +tan15° +cot15° +cot9’ = tan27° +cot27°.

9) COSX—%COS3X—%COSSJ€=8SH’12XCOSSX.

10) sinx(l+20052x+2cos4x+2cos6x) =sin7x.

11) 1+4cosx+6sin2x—4sinx:16sin2xsin4§.

12) 85in2xsin(x+60°)sin(x—600):cos4x—cost.

13) (simx—cosx)2 —cos4x = 4sin2xsin(x+150)Cos(x—150) :

Bai 69. Cho a+b=c. Ching minh: sina+sinb+sinc:4cosgcos§sin§.
Bai 70. Tinh cac gia tri cua biéu thic
1) A=sin®Z +cos® .
24 24
2) B=tan’ = +cot’ .
12 12
V/d 37 S5 7 O
3) C=cos-—+c0S— +C0S—— + COS — + COS — .
11 11 11 11 11
2 4r 67 87 107z
4) D =cos==—+c0S— +COS— + COS— + COS —— .
11 11 11 11 11
0 V4 2 3z 4r 5r 61
5) E=co0s0’+cos—=+cos—+C0S— + COS — + COS — + COS — .
7 7 7 7 7 7

6) F=(sind0°+cos10°) —(cos40° +sin10°) +cos140°.
Bai 71. Trong AABC c6 ba goc lan luot 1a A, B,C. Chitng minh rang
1) sinA+sinB+sinC:4cos§cos§cos%.

2) sinA+sinB-sinC :4sin§singcos£ :

3) cosA+cosB+cosC:1+4sin§sin§sin%.

4) sin2A+sin2B+sin2C =4sin Asin BsinC.
5) 1+cos2A+cos2B+cos2C =—4cos AcosBcosC.

6) sin® A+sin’ B+sin2C:2(1+CosAcosBcosC).
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LOAI 4. CONG TH(’C BIEN POI TiCH THANH TONG

Bai 72. Bién d6i thanh tong cac biéu thirc sau

1) A= sin%sinz?ﬂ- : 2) B=sinb5xcos3x.
3) C=sin3—”cosz. 4) D:sinicos7—ﬂ.
4 6 12
5) E=sin(x+y)cos(x—y). 6) F:sin(x+300)cos(x—300).
7) G=2sinxsin2xsin3x. 8) H =8cosxsin2xsin3x.
9) I:sin(x+%Jsin(x—%jC052x. 10) ]:4cos(a—b)cos(b—c)cos(c—a).

Bai 73. Tinh gia tri cta biéu thuc
1) A=cos75°cos15°.

2) B= sinlsiHS—”.

12 12

3) C :sinll—”cosg)—ﬂ.

12 12

4) D =sin20°sin40°sin80°.
5 E= sinf.sinS—x, khi x =60°.
4 4
6) F =sin20°sin40°sin60°sin80°.
7 11z

7 G= 24.sin£.sin5—7z.sin—.sin— .
24 24 24 24

8 H= —4sin70°

sin10°

9) I=sin"10"+cos70° cos50°.
10) J=cos10° cos50° —cos 5’ cos25° + %cos 10°

11) K=sin’50° +sin®10° +sin50° sin10° .
12) L=cos’73"+cos’47° +cos73%.cos47°.
13) M =sin®50° +sin” 70° — cos 50° cos 70°.

14y NoL 3

sin10° cos10°

. 0
15) O= 2(c05220 +cos44°)—ﬂ :
sinl1l
. 0
16) P=— M0 36n15%sin75.

~sin*15" —sin* 75
17) Q= cosz—ﬂ+cos4—ﬂ+cos6—ﬂ+cos8—ﬂ.
9 9 9 9

18) R:cosz—cosz—ﬂ+cosg—ﬂ.
7 7 7

19) S=cos10° cos50° —cos5’ cos25’ + %sin 10°.

20) T =sin5"sin15"sin25"....... sin 65" sin75°.5in 85° .
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Bai 74. Rut gon biéu thac A =2sinx(cosx+c053x+c055x).

Tur d6 suy ra gia trj cua biéu thac B = cos§+c05377[+C05577[.

Bai 75. Rut gon cac biéu thuc sau

1) A=cosllxcos3x—cos17xcos9x. 2) B=sin18xcos13x—sin9xcos4x.
3) C=sinxsin3x+sin4xsin8x. 4) D =sin2xsin6x—cosxcos3x.
5) E=cos3xcos6x—cosdxcos7x. 6) F= sir1xsin(600 —x)sin(60° +x) :
7) G:8cosxcos(600—x)cos(60°+x)+1. 8) H:cosxcos2xsin3x—isin12x.
9) [=4sin2xsinbxsin7x—sin4x. 10) ] =sin2xsin6xcos4x +icos 12x.
. . . 1. .7 (7
11) K:smxsm2xsm3x—zsm4x. 12) L:4cosxsm(g+xjsm(g—xJ—cosbc

Bai 76. Chang minh cac dang thirc sau

\/§+1

2

1) cos12° +cos18° —4cos15° cos21° cos24’ = —

2) tan9’—tan63° +tan81° —tan27° =4,

83

3) tan30° +tan40° +tan50° + tan 60° = — ¢os 20°.
4) cos(2x+60 )Cos(Zx—6O )z—cos4x——.
2 4
5) (Sinx+ cos x)2 —cos4x =4sin2x sin(x+150 )cos(x—lSO) :
6) sin’x+sin’| = —x |+sinxsin| =—x 22.
3 3 4
7) sinasin(b—c)+sinbsin(c—a)+sincsin(a—b)=0.

8) cos’ x—2€osacosxcos(a+x)+Cos2 (a+x) =sin’a.

9) sin8x—cossngc032x+%cos6x.

10) sin® x + cos® x:§+lcos4x+lc058x.
64 16

3z 2
11) tanﬁ+4tanﬁ=\/ﬁ.
12) tan20° tan40° tan80° =+/3 .
13) 8sin’18" +8sin”18° =1.
267 3

14) sin* Z +sin® 57, sin* 2% 4gin* &7 23
16 16 16 2

15) tan10° tan25° +tan25° tan55° +tan 55° tan10° =1.
16) tan15°tan25’tan35°tan85° =1.

17) tan20° —tan40° +tan80° = 343.
18) tan10° —tan50° +tan 60° +tan70° = 24/3 .
19) tan20° +tan40° +tan80° + tan 60° = 8sin40°.
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Bai 77. Tinh cac goc cuaa AABC biét rang

B—C =" Va sinB.sinC = +. pS: B=Z, c=%,A=Z.
3 2 2 6 3
B+C=2" va sinB.coscz“*B. pS: A=% p="F c-%
3 4 3 12 4
Bai 78. Chiing minh diéu kién can va di dé AABC vubng
1) cos2A+cos2B+cos2C=-1. 2) tan2A+tan2B+tan2C =0.
3) b i - a. . 4) cotE:a—H.
cosB cosC sinB.sinC 2 b
Bai 79. Chung minh diéu kién can va du ¢¢ AABC can:
1) atanA+btanB:(a+b)tanA;B. 2) 2tanB+tanC =tan” B.tanC.

3) smA+smB:l(tanA+tanB). 4) Cotg:2sm‘A.smB.
cosA+cosB 2 2 sinC

Bai 80. Chung minh bat dang thic, tir d6 suy ra diéu kién can va du dé AABC déu:

1) sinA+sinB+sinCS¥. 2) cosA+cosB+cosCS%.
3) tan A +tan B+tanC > 3+/3 . 4) cosA.cosB.cosCﬁ%.
Bai 81. Cho cos¢ =cosacosb Véi a,b¢%+kﬂ. Chang minh: tan? 28 tan 21 :tanzg.
0zl +kn
: . . 2tan(a+b : 2
Bai 82. Cho sin(2a+b)=5sinb. Ching minh 2tan(axh) 5
tana T
a+b¢5+lzr

Bai 83. Cho tan(a+b)= 3tana. Ching minh sin(2a+2b)+sin2a =2sin2b.

Bai 84. Cho E=M; A_cosr=a) g baso. Chitng minh “A+PB _
b sin(x-p)" B cos(x-B) aB+bA

cos(a—ﬂ).

Bai 85. Chang minh rang néu tang =% thi A=asinx+bcosx khong phu thudc vao a va x.
Bai 86. Cho a,b,c la ba canh cua tam giac, twong tng cac goc lan luot [a A,B,C. Cac goc nhon

, ae - a b
a, B, v duoc xac dinh boi Cosa:b—, cos f=——, cosy =
c+a

+c a+b’

Chung minh:

1) tan? % 4 tan? 2 tan? Y =1

2 2 2
2) ’tang’canﬁtanI = ’tanétanﬁ’cang :
2 2 2 2 2 2
Bai 87. Chtrng minh + L o L = tan&_c_tanx .
COSXCos2x €os2xcos3x cos7xcos8x sinx

Bai 88. Tinh gia trj cta biéu thic: M = sin® 20° + sin® 40° + sin® 80° .
25in2° +4sin4’ +...+178sin 178" + 180 sin 180"

Bai 89. Tinh gia trj cta biéu thic N = -
cotl
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Bai 90. Rut gon cac biéu thic sau

1) A= cosa+cos3a+cosba + ... +cos(2n—1)a.

n-1)z
2) B= sinz+sin2—7[+sin3—”+ +sinu.
n n n n
2n—1)rx
3) C=COSZ+COSB—7T+C055—”+ cosu.
n n n n
4) D= 1 + 1 +...+;, a==,
cosa.cos2a cos2a.cos3a cos4a.cosba 5

5) E:(1+ L j(1+ L j(1+ 1 j(1+;1j
CcosXx cos2x Ccos 3x cos2" x

Bai 91. Chtng minh cac bét ding thuc sau
1) sin3xcosx—cos3xsinx—cos2x < \/E .

2) x/gsin3x+C052xcosx—sin2xsinx <2.

<1
4

3

N

‘sinxsin(x+60°)sin(x—60°)

4) cosxcos3x—sin2xsindx<1.

5) ‘costcosx+sirwcsini%x—sin2 X COS 3x‘ <1.
6) 251nx(cosx+cos3x+cos5x+cos7x+cos9x)S1.

Bai 92. Tim gi4 tri 16n nhat va gia tri nho nhat cua cac biéu thac sau
1) y:\/gsinx+cosx+2.

1 V4 V4

2) y=cosx+ Ll —=<x<=.

cosx [ 2 2}
3) y=sinxcosxcos2xcosdx.
4) y=sin*x+cos’x, (Ostgj.
5) y=sinx++y2-sin’x.
6) y=cos'x+sin* x+cos® xsin® x.
7) y=sin"4x—cos’ x+§c052x :

8) y=2sin’x+2cos’x—sin’ x—cos* x +cos2x.
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I. TINH CHAT CUA HAM SO
1. Ham s6 chin, ham sb lé
— Ham sb y = f(x) cO tap xac dinh D goi 1a ham s6 chin néu véi moi xe D thi —xe D va

f(=x) = f(x). D6 thi ham sb chin nhan truc tung lam truc doi xing.
— Ham sé y = f(x) cO tap xac dinh D goi la ham sé 1é néu véi moi xeD thi —xeD va
f(—x) =—f(x). D6 thi ham s6 1& nhan géc toa d6 O lam tam dbi xung.
2. Ham so6 don diéu
Cho ham sé y = f(x) xéac dinh trén tap (a;b) = R.
— Tandi ham sé y = f(x) dong bién trén (a;b) néu Vx,,x, e (a;b) €O x, <x, = f(x,) < f(x,).
— Tandi ham sé y = f(x) nghich bién trén (a;b) Néu Vx,,x, e (a;b) €O x, <x, = f(x,)> f(x,).
3. Ham sé tuan hoan
— Ham s y = f(x) xac dinh trén tap hop D, duoc goi la ham s6 tuan hoan néu:
ton tai T#0 sao cho véi moi xe D taco (x+T)eD VA (x—T)eD VA f(x+T)= f(x).
— Néu c6 s6 duong T nhé nhat thoa man cac diéu kién trén thi T goi la chu Ki cia ham tuan
hoan f.

I1. HAM SO LUQNG GIAC
1. Ham s6 y =sinx.

— Ham s0 y =sinx €6 tap xac dinh la D=R= y=sin| f(x) ] Xac dinh < f(x) Xac dinh.
— Tapgidtri T=[-1;1], nghiala: -1<sinx<1.Suyra 0<|sinx|<1, 0<sin’x<1
— Ham s y = f(x)=sinx laham s6 & Vi f(—x) = sin(—x) = —sinx = — f(x).
Nén d6 thi ham s6 y =sinx nhan goc toa d6 O lam tam di xtng.
— Ham s y =sinx tuan hoan véi chu ki T, =27, nghia 1a: sin(x+k27) =sin x.

A oA A N . 2
Ham so y =sin(ax+b) tuan hoan véi chuki T, = ﬁ
a

— Ham sb dong bién trén (—§+k2m %+k27z}, nghich bién trén (§+k2ﬂ; 3777+k2;rj, keZ.

[e)

sinx:1<:>x:g+k27r

[e)

— Cac gia tri dac biét: sinx=0 ©x=kr , (keZ).

[e)

sinx:—1<:>x:—2+k2ﬂ

— Do thi ham sé:

- 5; :”/ S:rr \_— - ; (7] rr < 32."- _/ - ‘H\
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2. Ham s y =cosx.

Ham s6 y = cosx ¢ tap xac dinh D=R = y=cos| f(x)] Xac dinh < f(x) x4c dinh.
Tap giatri T=[-1;1], nghia la: ~1<cosx<1.Suyra 0<|cosx|<1, 0<cos’x<1.

Ham s6 y = f(x) = cosx la ham s6 chin nén d6 thi nhan truc tung Oy lam truc ddi xtng.
Ham s6 y =cosx tuan hoan véi chu ki T, =27, nghia la cos(x +k27) = cos x.

Ham sb y = cos(ax +b) tuan hoan véi chu ki T, = T‘[
a

Ham sb dong bién trén (—z + k27z; k2) va nghich bién trén (k2z; = +k2x).
o cosx=1<x=k2x

Céc gia tri dac biét: | o cosx=0<:>x=%+k7z , (keZ).
o cosx=—-1<x=rm+k2x

Do thi ham sé:

3. Hamsb y=tanx.

Ham s y=tanx CO tap xac dinh D:R\{§+kn, keZ}, nghia la x¢§+kﬂ'.

Suy raham s6 y =tan| f(x)] xac dinh < f(x) = %+k7z; (k7).
Tap giatri T=R.
Ham sb y = f(x) =tanx 1a ham s6 lé nén d6 thi d6i xang qua goc toa do O.

T

Ham s6 y =tanx tuan hoan véichuki T =z = y = tan(ax+b) tuan hoan véi chu ki T, =

o tanx=0x=krx

Gia trj dic biet | o tanx=1<:>x=%+k7r , (ke).

o tanx——1<:>x———+k7r

y = tamnr

a | a

LT © A 5w

| B 2 1 2 _
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4. Ham sé y =cotx.
— Ham s y =cotx €O tap xac dinh la D :R\{kﬂ', keZ}, nghiala x=kx; (keZ).
Suy ra ham s y= cot[f(x)] xac dinh < f(x) = kx; (k e 7).

Tap giatri T=R.
— Ham sé y = f(x) =cotx la ham s Ié nén d6 thi dbi xung qua gdc toa do O.
T

— Ham s y = cotx tuan hoan véi chu ki T =z = y = cot(ax +b) tuan hoan véi chu ki T, = el
a

o Cotx=0<:>x=§+k7r
— Giatri dac biét | - cotx:1<:>x:%+k7r , (keZ).

T
o cotx=—1<:>x=—z+k7r

— Db thi ham sd
! ! v ! !

; . 1y = cotx | i

29
2 2

111. BAI TAP
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DANG 1. TIM TAP XAC PINH CUA HAM SO
Phwong phap giai. Dé tim tap xac dinh cua ham sb lwong giac ta can nhé:

1. Hamsb y:tanf(x)::i)r;—jj:((g c6 nghia <:>cosf(x)¢0<:>f(x)¢%+k7r, (keZ).
2. Hamsd y:cotf(x):%j{((z)) co nghia < sin f(x) #0 < f(x) #kz, (ke Z).

3. Mot s trudng hop tim tap xac dinh thudng gap:

e Hamsd y:L c6 nghia <> P(x) #0.

P(x)

e Hamsb y=2%/P(x) conghia < P(x)>0.

1
2n/p(x)

4. Luuyrang: ~1<sin f(x); cos f(x)<1 va A.B¢0<:>{

e Hamséb y=

c6 nghia < P(x) >0.

A#0
B#0

5. Véi keZ, tacan nhé nhimg truong hop dac biét:

sinx:1<:>x:§+k27r; sinx=0<x=kr. sinx:—1<:>x:—£+k27r

cosx=1<x=k2r; Cosx=O<:>x=g+k7z. cosx=-1l<ox=rx+k2x
T T

tanx=0< x=kr; tanx:1<:>x:Z+k7r tanx=—1<:>x:—z+k7r

Bai 93. Tim tap xac dinh cua cac ham sé luong gi4c sau:

a) y:cosé- b) y=cosv2x.
x
C) y:1+.cosx. d) y=tanx+cotx—2x7.
sinx
¢) _2tan2x-5 f) __tan2x
y sin2x+1 Y 1+cos® x

q) y- t.an2x ' hy y= /cc')sx+4.
sinx—1 sinx+1
e /cosaf—Z_ ) y-= / 1-.|rsinx .

1-sinx 1-sinxcosx
K) y-= cot2x . ) y- 1—sinx_

V1-cos® x \ 1+ cosx

\/; cos2x

m) y=— : n y= — +tanx.
sinzx 1-sinx

x“+1 tan2x

0 = . - " .
) Y X COS X P) Y Jsinx+1

38



Bai 94. Tim tap xac dinh ctia cac ham s lwong gi4c sau:

8
1+tan(”—xj
4
e) .

y= cosx—2

3
9) y=

COSX —COS3x

)] y:\/2+sinx—+

tan“ x—-1

k) y=cot(x+%j+ 1+cosx.

1-cosx

b) y=+7n*—4x* +tan2x.

tan[x - ”j
d) - 4

y= i '
1—cos(x+j
3

V3 —sin4x .

cosx+1

) y=
h) y= cot(Zx +%J.tan 2x.

] 4
D oy=

sin® x —cos® x

1+cot(7[+xj
3 .

) y=
tan? (3x—ﬂj
4

DANG 2. TiM GIA TRI LON NHAT VA GIA TRI NHO NHAT CUA HAM SO LUQ'NG GIAC
1. Dua vao tap gia tri ctia ham s6 lwong giac, chang han:
) Os‘sinx‘gl . Oé‘cosx‘sl
o —1<sinx<1= hodac -1<cosx<1= :

0<sin’x<1 0<cos’x<1

o Bién doi vé dang: m<y <M.
2. Kétludn: maxy=M va miny =m.

Bai 95. Tim gia tri 16n nhat va gia tri nho nhat caa cac ham sé lugng giac sau:

a) y=>5v3+cos2x+4. b) y=+1-cos4x.

C) y=3sin*2x-4. d) y=4-5sin’2xcos’2x.

e) y=3-2|sin4x|. f) y=+4-2sin’2x-8.
4 4

Q) y-—t . 0y |

1+3cos®x J5-2cos? xsin? x

2 D oye—2
\J4-2sin? 3x 3-+1-cosx

4 . ) B 2
T Y \/5 sin2x +cos2x
2 —cos x—g +3

Bai 96. Tim gia tri 16n nhat va gia tri nho nhat caa cac ham sé lugng giac sau:

)y

K) v

a) y=-sin’x—cosx+2. b) y=sin*x—2cos®x+1.

C) y=cosx+cos(x+60"). d) y=sin*x+cos’x+4.

e) y=+2—cos2x+sin’x. f) y=sin®x+cos’x.
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9) y=sin2x+\/§c052x+4. h) y=cos®x+2cos2x.

i) y=2sin®x—cos2x. 1) y=2sin2x(sin2x —4cos2x).
K) y=3sin®x+5cos’ x—4cos2x. ) y=4sin>x+/5sin2x+3.
m) y =(2sinx +cosx)(3sin x — cos x). n) y=sinx+cosx+2sinxcosx—1.
0) y=1-(sin2x+cos2x)’. P) y:‘Ssinx+1ZCosx—10‘-
q) y=25inx+\/zsin(%—xj—l. r y:Z{cos2x+cos(2x+2§H+3.
Bai 97. Tim gia tri 16n nhat va gia tri nho nhat caa cac ham sb luong giac sau:
a) y=sin2x, Vxe 0;Z . b) y=cos x+ = , Vxe —2—”;0 .
2 3 3
C) y=sin o+ X wre| -2 2 d) y=sin*x+cos'x, Vxe 0, % |
4 4 4 6
37 &
f —2sin®x—cos2x, Vxe|0; % |- —cot| x+ 2|, wxe| =25 _E
) v e[o2] ) y=cot[x+% ) wxe| -2,

DANG 3. XET TINH CHAN, LE CUA HAM SO LUQONG GIAC
Bwéc 1. Tim tap xac dinh D ctia ham sé luong giéc.
Néu vxe D thi —xe D= D la tap d6i xitng va chuyén sang buéc 2.
Buéc 2. Tinh f(—x), nghia 14 s& thay x bang —x, s& c6 2 két qua thuong gap sau:
o Néu f(-x)= f(x)= f(x) la ham s6 chan.
o Néu f(—x)=—f(x)= f(x) lahamsb lé.
Luuy:
— Néu khong la tap d6i xang (vxe D= —x ¢ D) hoic f(-x) khong bang f(x) hoic —f(x)
ta s& két luan ham s6 khong chin, khéng lé.
— Ta thuong str dung cung goc lién két dang cung ddi trong dang toan nay, cu thé:
cos(—a) =cosa, sin(—a) = —sina, tan(-a) = —tana, cot(—a) = —cota.

Bai 98. Xét tinh chin Ié cua cac ham sb sau:

a) y=f(x)=tanx+cotx. b) y=f(x)=tan’ 2x.sin5x.

c) y:f(x)ZSin(2x+97ﬂJ- d) y=f(x)=—2cos3(3x+gj-

e) y= f(x)=sin’(3x+57x)+cot(2x 7). f) y=f(x)=cot(4x+5x)tan(2x —37).
9) y=f(x)=siny9—x>. h) vy = f(x)=sin’2x+cos3x.
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1. Phuong trinh sinx =m
— Cong thuc nghiém
+ Néu |m|>1 thi phuong trinh sinx =m v nghi¢m.

+ Néu ‘m‘sl thi phuong trinh sinx =m ¢ nghi¢m.

x=a+k2x
keZ.

bat m=sina, a e —Z;Z . Khi @6 [sinx =sina <
2°2 X=r—-a+k2r

— Mbt s trudng hop dac biét:

sinx:—1<:>x:—%+k27r, keZ.

sinx:1<:>x:%+k27z, keZ.

sinx=0<x=kr, keZ.
— Néu d¢é bai cho dang do () thi ta s& chuyén k27 — k360°, kz — k180°, nghia 1a

. ) x=a" +k360°
sinx =sina’ < , kel
x=180"—a’ + k360°

Vi du 1. Giai cac phuong trinh sau:

. . T ) T i
a) sinx=sin=; b) sin| x—= |=sin—.
5 3 12
C) sinle; d) sinng.
2 2
e) sin(x—30")=sin(2x—40); f) sin(3x+50°) =sin(70" —3x)

2. Phuong trinh cosx=m
— Cong thuc nghiém
+ Néu ‘m‘ >1 thi phuong trinh cosx =m v0 nghiém.

+ Néu ‘m‘sl thi phuon trinh cosx =m ¢6 nghiém.

) =a+k2
bat m=cosa, ae[O;;r].Khld(’) COSX =Cosa < r=a .  keZ.
X=—a+k2r

— Mbt s trudng hop dic biét:
cosx=-1l<x=r+k2x, keZ.
cosx=1<x=k2x, keZ.

Cosx:0<:>x:%+k7r, keZ.

— Néu dé bai cho dang do (°) thi ta s& chuyén k27 — k360°, kz — k180°, nghia la

x=a +k360°
cosx=cosa’ < , keZ.
x=-a +k360°
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Vi du 2. Giai cac phuong trinh sau:

a) cos2x:cos3—7z; b) cos -z :cos7—ﬂ.
5 3 12
1. .
c) cosx=-2; d) sinx=cos3x.
e) sin(x-30")=2; f) cos(3x+50") =sin(70° —3x)

3. Phwong trinh tanx =m
— Cong thuc nghiém: V&i moi m e R thi phuong trinh tanx =m ¢6 nghiém.

bat m=tana, ae(—%;%j. Khi d6 [tanx=tana < x=a+kz|, keZ.

— Néu dé bai cho dang d6 («°) thi ta s& chuyén k27 — k360°, kz — k180°, nghia la

|tanx:tana° <:>x=a°+k180°|, keZ.

Vi du 3. Giai cac phuong trinh sau:
a) tanxzx/g; b) tan2x:tan£%—xj.

C) tanx=0; d) tan(30"-3x)=tan75".

4. Phwong trinh cotx=m
— Cong thuc nghiém: V&i moi me R thi phuong trinh tanx =m ¢6 nghiém.

bat m=tanc, ae(O;ﬂ).Khidé |tanx=tana<:>x=a+k7z|, ke#.

— Néu dé bai cho dang do () thi ta s& chuyén k27 — k360°, kz — k180°, nghia la

|Cotx:cota° @x:a°+k180°|, keZ.

Vi du 3. Giai cac phuong trinh sau:

J3

a) cotx=—; b) Cot3x:cot§.
C) cotx=1; d) cot(30" —3x)=cot75".
5. Bai tap
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DANG 1. PHUONG TRINH LUQO'NG GIAC CO’' BAN

Bai 99. Giai cac phuong trinh luong giac sau (gia st diéu kién duoc xac dinh):

a) sinx:sinz—ﬂ- b) sin 2x-2 _L
3 6 2
C) sin 2x+ 2 |=-1. d) cos 2x+ 2% |=cosZ-
6 3 4
1 T
€) cosx=——=- f) cos|x+=|=1.
2 6
g) 2sin(x+30°)++/3 =0. h) cot(4x+35°)=-1.
) 2cos(2x+ j+\/7 0. ), 2COS£X—%}+\/§=O.
K) (1+2cosx)(3—cosx)=0. [) tan(x—30").cos(2x—150°) =0.
m) V2 sin2x +2cosx =0. n) sinx+ 35in§=0.
. 1 . 1
0) sm2x.c052x+Z:0. p) s1nxcosxc052xcos4xc1058x:E-

DANG 2. SU" DUNG CUNG LIEN KET

Bai 100. Giai cac phwong trinh lugng giac sau (gia sir diéu kién duoc xéac dinh):

a) sin2x =cos 7 x| b) sin 3x+2—7[ =cos x—9—” :
6 3 4

C) cos 2x+%j:sinx. d) cost:sin(x—z?ﬂj-

T . . 2 O
e) cos|4x+=|-sin2x=0. f) sin|3x+=—— |=cos| x—— |-

5 3 4
g) cot 2x—3—7[ —tan| x-Z |- h) tan 3x—Z |=cotx.

4 6 5

5 Muén bién d@bi sin thanh cos, tan thanh cot va nguoc lai, ta sé lam nhw thé nao ?

Bai 101. Giai cac phwong trinh lwong giac sau (gia sir diéu kién duoc xéac dinh):

a) cos(3x+45")=—cosx. b) cos(2x+%j = —cos[x+%}-

c) sin(x—%]:—sin(Zx—%J- sm(2x+ j+sinx:0.
e) tan[?)x—%):—tanx. cot(x J+c0t(——x} 0.

9) cos£3x j+cosx 0. sm[3x+—)+sm(x—7?ﬂJ:O.

43

wlkl



i) sin(2x+%]+cosx:0. ) cos(4x+§]+sin(x—%j=0.

K) tan(3x+%)+tan2x=0. ) tan2x.tan3x=1.

— 5 Muén bé dau " - " truéc sin, cos, tan, cotan ta sé lam nhur thé nao ?

Bai 102. Giai cac phuong trinh lwgng giac sau:

a) sindx—2cos’x+1=0. b) 2cos5x.cos3x +sinx =cos8x.
C) sin5x+2cos’x=1. d) cos2xcosx+cosx=sin2xsinx.
e) cos| Z—x |+sin2x=0. f) c0t2x:1_tanx-
2 1+tanx
f) ZSin2§=c055x+1. Q) sin(3x+%)+sin[4?ﬁ—3xJ:x/§.
. (4r V4 . T . (57
h) sin| —+x |+cos| ——x =+/3. 1) cos|3x+= |+sin| —+3x |=2.
9 18 3 6
DANG 3. PHUO'NG TRINH BAC HAI
Dang Piit an phu Piéu kién
asin® X +bsinX+c=0 t=sinX ~1<t<1
acos” X +bcosX+c=0 t=cosX —~1<t<1
atan®’ X +btan X +c=0 t=tan X X¢%+k7r
acot’ X +bcot X +c=0 t=cotX X#kn

Néu dat ¢ =sin? X, cos®> X hoic ¢ = ‘sinX

cos X| thi diéu kign la 0<¢<1.

4

Bai 103. Giai cac phuong trinh lugng giac sau:

a) 2sin’x—sinx-1=0. b) 4sin®x+12sinx-7 =0.

) 2v2sin’x—(2++/2)sinx+1=0. d) -2sin’x+sin®x+2sinx—1=0.

e) 2cos’x—3cosx+1=0. f) 2cos®x+3cosx—2=0.

g) 2cos’x+(N2 —2)cosx =2. g) 4cos’x—2(v3-+/2)cosx =+/6.

i) tan’x+2+/3tanx+3=0. j) 2tan’x-2+/3tanx-3=0.

k) tan®x+(1—~/3)tanx—+/3 =0. ) 3cot?x+2y/3cotx+1=0.

m) /3 cot? x—(1++/3)cotx+1=0. n) ~/3cot’x+(1-~/3)cotx—1=0.
Bai 104. Giai cac phuong trinh luong giac sau:

a) 6cos’x+5sinx—2=0. b) 2cos®x+5sinx—4=0.

C) 3-4cos’x=sinx(2sinx+1). d) —sin*x-3cosx+3=0.

e) —2sin*x—-3cosx+3=0. f) 2cos®2x+5sin2x+1=0.

g) 3sin’x+2cos’x—2=0. h) 4sin*x+12cos’x=7.

i) 4cos*x=4sin’x—1. j) 4sin*x+5cos’x—4=0.

44



Bai 105.
a)
c)
€)

9)

D)
Bai 106.

K)
Bai 107.

a)

c)

e)

9)

1)
Bai 108.

Giai cac phuong trinh lugng giac sau:

2cos2x—8cosx+5=0. b) 1+cos2x=2cosx.

9sin x +cos2x =8. d) 2+cos2x+5sinx=0.
3sinx+cos2x =2. f) 2cos2x+8sinx—-5=0.
2c0s2x+3sinx—1=0. h) 5cosx—25in§+7:0.
sin® x +cos 2x +cos x = 2. J) cos2x+cos®x—sinx+2=0.
Giai cac phuong trinh lugng giac sau:

3cos” x —2cos2x =3sinx—1. b) cos4x+12sin*x—1=0.
cos4x—2cos’ x+1=0. d) 16sin’ g—cos 2x=15.

. 2x 2x
cos2x+2cosx =2sin 5 f) cos2x—3cosx=4cos*=-
1+cos4x—2sin” x =0. h) 8cos®x—cos4x=1.
6sin” 3x —cos12x = 4. j)  5(1+cosx)=2+sin* x—cos* x.
cos* x —sin®* x + cos4x = 0. [) 4(sin® x+cos* x) + cos4x +sin 2x = 0.
Giai cac phuong trinh lugng giac sau:
cos| 2x+ 2% |+ 3cos| x+ % |+1=0. b) cos?| Z+x|+4cos| Z-x |=4.

3 3 3 6
2 2 V4 . [ 57
4cos”(6x—2)+16cos”(1-3x)=13. d) 5cos 2x+§ =4sin ?—x -9.
. S5 7 . . .
sin 2x+7 —3cos x—7 =1+2sinx. f) cost—\/§s1n2x—\/§smx+4:Cosx.
. . ) 4 2
J3sin2x ++/3 sinx +cos2x —cosx = 2. h) 2| cos” x+——|+9 —cosx |=1.
cos” x Cos X
. 1 : 1 : ) 1
4| sin” x+——— |+4]| sinx +— =7. J) cos x+———+2=2| cosx+ :
sin” x sinx cos” x Cos X
Giai cac phuong trinh lugng giac sau:
32 =3+2tan’x. b) —+3cot’ x=5.
cos” x cos” x
- =3cotx++3. d) 9—13cosx+%20.
sin” x 1+tan” x
) ) 2 5
2tan’ x+3 = f) ——tan®x+ -==0.
cosXx cosx 2
J3sinx+cosx = Lo g) 2sin’x+tan’x=2.
cos x
------- HET CHUONG 1----------mmmmmmmmmmmeev
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DBai 1. Dy so

1. Dinh nghia
— Mbt ham sé u xac dinh trén tap hop céac s6 nguyén duong N duoc goi 1a mot ddy s6 vo han
(hay goi tat 1a ddy s6). Ki hiéu day s6 12 u(n).
— Dang khai trién cta day s6 u(n) 13 u,, u,, ..., u_, ...
— MGai gi4 tri caa ham sé u duoc goi 1a mot s6 hang caa day sé. Chang han:
+ u, =u(1): s6 hang tha nhét (hay con goi 1a s6 hang dau).
+ u, =u(2): s6 hang thir hai.

+ u, =u(n): s6 hang thir n (hay con goi 1a s6 hang tong quat).

2. Céach cho mét day sé
— C6 4 cach @é cho mot day sb
Cach 1: Liét ké tat ca cac s hang (thuong ding véi ddy hitu han)
Céch 2: Cong thiic ciia s6 hang tong quat.
Cach 3: Phuong phap mo ta.
Céch 4: Phuong phap truy hoi, nghia la:
+ Cho s6 hang thtr nhat «, (hoic mot vai sé hang dau tién);
+ Cho mot cong thuc tinh » theo u , (hoac theo vai s6 hang dig ngay trude no).
— M@t sb vi du minh hoa:
n—1
3n+1

Vidu 1. (Cong thirc ciia s6 hang téng quat) Cho day () V6i u, =

a) Viét 5 sb hang dau tién cua day so.
b) Tim sb hang thtr 2023 cua day s6?
Vi du 2. (Phwong phap truy hoi) Cho ddy sé u_dugc xac dinh boi: {ul =1 :
! u =2u _,+1, (n>2)
a) Viét 5 sb hang dau tién cua day so.
b) Tim sé hang tht 8 cua day s6?
=1
u =u_, +u _,, (n=3)

n

A . £ ) . =1,
Vi du 3. (Phwong phap truy hoi) Cho day so6 (u,) xac dinh boi: {ul "
(Day s6 Fibonacci)
a) Viét 5 sb hang dau tién cua day so.
b) Tim sé hang tht 7 cua day s6?

Vi du 4. Tim cong thac tinh s6 hang téng quat «, theo n cta cac ddy sb sau day:
a) Daysb (u) V6i e

u .

y " u ., =u +2

. =2
b) Day so (u,) voi {ul :
=2u

n+1 n

=

47




3. DAy sb ting, diy sé giam
a. Khai niém
— Daysé (u) laddysd ting @ neN', u <u ..
— Daysb (u,) laddy sb giam < neN', u >u_ .
b. Phwong phap xét tinh ting giam cia day s6
Phuong phap 1. Xét dau ctia higusd u, —u .
— Néu vneN’, u,, —u >0 thi (u) laday s6 tang.
— Néu vneN’, u,, —u <0 thi (u) laday s6 giam.

p A . NPT . , AU A
Phwong phap 2. Néu vrneN', u >0 thi c6 thé so sanh ti so —+L vé&i so 1.
u

n

— Néu 2151 thi () 12 day s ting.
u

n

— Néu 21 <1 thi () 12 day sé giam.
u
Phuong phap 3. Néu day sé (u,) duoc cho bai hé thirc truy héi thi thuong dung phuong phéap quy
nap dé ching minh u_ >u , VneN" (hodc u , <u , VneN).
Vi du 5. X¢ét tinh tang giam cua cac diy sb sau:
a) Daysb (u,) Véi u, _an-l
n+1

b) Déy s (v) Vdi o, = ”4*2-

u =424+u ., n>2
n n-1

Vidu 6. Xét tinh ting gidm ddy (u ) dwoc cho béi hé thuc truy hoi {

3 Day s6 bi chan
— DAy s6 (u,) dugc goi la ddy s bj chan trén néu ton tai 1 s6 M sao cho VrneN',u <M.
— DAy s6 (u,) duoc goi 1a ddy s6 bj chgn dwéi néu ton tai 1s6 m sao cho Ve N, u >m.
~ DAy sb (u,) duoc goi la ddy s6 bj chan néu n6 vira bi chan trén vira bi chin dudi, nghia 1a
ton tai mot s6 M vamot sé m sao cho vneN', m<u, <M.
Vi du 7. Xét tinh bi chan cua day s6 sau:

2n—1'
+3

a) Day (u,) v6i u, =

b) Day (v) V6iv ==+t gt .
! " 12 23 n(n+1)

4. Bai tap
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Bai 109. Viét 5 sb hang dau tién cia ddy s6 (1) va tim cdng thuc tinh s hang tong quét u, theo
n cua cac ddy sb (u,) sau:

u =3 u, =1
a) B . b) 1 \ )
u. ., =2u,nx1 u, ,=u +n,vnx1
u =3 u =1
c) : d) u :
u . =41+u’>, Vn>1 u,=—">=—,vnx1
n+1 n ].+1/ln
Bai 110. Xét tinh tang giam ciia cac ddy s6 (u,) sau, Voi:
a) u, =n’+4n-3. b) u, =-n"-2n+1.
C) u,=2n"-5n+1. d u, =3"-n
e) unzl—Z. ) un:”_‘l.
n n+1
Bai 111. Xét tinh tang giam cta cac day sd (u,) sau, Voi:
n 3"
a) u =—-: b) u =—-
) n 2n ) n nz
" n+1
C u = . d — .
) n 2n+1 ) n 311
Bai 112. Xét tinh tang giam ciia cac ddy s6 (u,) dugc cho boi h¢ thac truy hdi sau:
u, =1 u =1
a) { 1 ) . b) { 1 .
u, ., =u +(n+1).2 u ., =2u +1
u =2 u, =5
C) 1 . d) 1 .
u, ., =2u_ -1 u, ., =u +3n-2
Bai 113. Xét tinh bi chan cua cac day sé (u,) sau, Véi:
2
) un:n +1. b) un:Sn 1
n 3n+1
0) _ 2n+3 d) u - 1
" 3n+2 n(n+1)
&) u = n-1 f) u- 2n-1
n’+1 n*+2

Bai 114. Xét tinh don diéu va bi chan caa cac day s6 (u ) Véi:

a) u =1+(n-1)2" b) un=7n+5-
5n+7
2
_ 1
¢ u :2n 13. d) u = n2+ _
" 3n-2 2n- -3
n*+3n+1 m =1
Q) u, = f 2
n+1 u. ., =—u +>
3
u =2 u1:4
9) u +1- h) u,
un+1 = 2 un+1:_+4
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1. Pinh nghia
— Cap s6 cong 1a mot ddy s (vO han hay hitu han) ma trong 6, ké tir s6 hang thir hai, mdi s6
hang déu bang tong cua s6 hang dimg ngay trude nd véi mot sé d khong ddi, nghia la:
(u) la cap sb cong u =u _ +d, n>2
— Sb d duogc goi 1a cdng sai cua cap s cong.
Vidu 1. (CTST - Tr52) Tim céap sb cong trong cac day sb sau:
a) Daysd: 5;10,15, 20, 25, 30.
b) Daysd: 1;2;4;8.
c) Daysé: 7;7;7;7:7;7
Vidu 2. (CTST - Tr52) Cho cap sb cong 3; 6; 9; 12; ... Tim s6 hang dau, cong sai va u,_ ?
Vi du 3. Chitng minh cac day s6 sau 1a mot cap sé cong. Xac dinh cdng sai va s6 hang dau tién cua
cap so cong do ?

a) Dayso (u,) V6i u, =19n-5. b) Daysé (u,) véi u =-3n+1.

2. Tinh chat
Dinh 1i 1. Néu () 1a mot cap sb cong thi ké tir s6 hang tha hai, mdi s6 hang (trir s6 hang cuéi doi
véi cap sé cong hitu han) déu 1a trung binh cong cua hai s6 hang ding ké né trong day, tic 1a

U, = Uy ;”kn
Hé qua. Basé a, b, ¢ (theo thir tw d6) 1ap thanh mot cap sé cong < a+c = 2b.

Vi du 4. Bagoc ciia mot tam giac vudng lap thanh mot cap s6 cong. Tim ba goc d6 ?

Vi du 5. Mt tam giac vudng c6 chu vi bang 12cm va ba canh lap thanh mét cap sb cong. Tinh d6

dai ba canh cua tam giac do.

3. S6 hang tong quat
Dinh 11 2. Néu mot cap s6 cong 6 s6 hang dau u, va cong sai d thi s6 hang tong quat u, ctia nd

dugc xac dinh bai cong thac sau: |u, =u, +(n—-1)d|.

Vidu 6. Mot cip s6 cong cd 10 sb hang, trong d6 sé hang dau bang 5, s6 hang cudi bang 23.
Tim cap s6 cong do ?

Vidu 7. Tim ba s6 hang lién tiép cua mot cap sb cong biét tong cua chiing bang 27 va tong céc
binh phuong ctia ching la 293.

Vi du 8. Tim bbn sé hang lién tiép caa mot cap sb cong, biét tong caa chiing bang 10 va téng binh
phuong cua ching bang 30.

50



4. Téng cia n sé hang dau tién ciaa mét cap sé cong

Dinh 1i 3. Giastr (u,) 12 1 cap sé cong co cong sai d. Goi S, =D u, =u, +u, +-+u,
k=1

(S, laténg n s6 hang dau tién cua cap sb cong). Khi do S, = n(u12+ “) _ 2w, +2(n_1)d] .
Vidu 9. Cho mot cap s6 cong (u,) €O u, +u,, =100.
Hay tinh tong cua 30 s6 hang dau tién caa cap sé cong do.
Vi du 10. Cho mot cap sé cong (u,) €6 S, =18 va S, =110. Tinh S,,.
Vi du 11. Tinh cac téng sau:
a) S=1+3+45+--+(2n-1)+2n+1).

b) S=100%-99%+98> -97% +...+2% 1%,

5. Bai tap
Bai 115. Tim sb hang dau tién, cng sai, s6 hang thir 20 va tong cua 20 sb hang dau tién cua cac
cap s6 cong sau, biét rang:

2) u; =19 b) Uy =ty +us =10
u, =35 u, +u, =26
u,+u. =14 u =8

c) P ' d) g 2 '
S, =129 12+l =16

Bai 116. Tim sb hang dau va cong sai caa cap s6 cong, biét:
=27 u, =5u

a) u7 . b) 9 2

U, =59 U, =2u,+5

u+u—u—7
Uy —u, =2u,

{u
0 u, +u, =60 . H u; +u; +u; =155
u +u =1170 S3=21
S, =12 u, +u, +u, =9
9) hy <5 2 7%
55 =35 uy +u, +u; =35
) U, +u, +u,+u, =16 i 5,=5
up +us +ul —84 . Uy Uy Uy Uy Uy =45
U, +u, +u, +u, +u, =20 U, +u, +u, =-12
K) : 1)
) +us +us +u =170 U Uy Uy =
5
u1+u5:§
m . n .
) l+_+_ i:§ ) 65
u, u, 24 Uyu, =—
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Bai 117. Xac dinh sb hang dau, cong sai va s6 hang thir n caa cac cap s6 cong sau, biét rang:

o [32734 5 [0
Sls =45 SlO =5

c) Sw _ 5w _5s d) Sx =25
5 3 2 S,; =35,

Bai 118. Cho cip s6 ¢ong u,, u,, u,, .... 6 cong sai d.
a) Biét u, +u,, =40. Tinh S,
b) Biét U+, i, iy +u +u, =147 Tinh w4, Va u, +u, +uy, +u,,.
c) Biét u, +ug +u, +u,, =224. Tinh S,
d) Biét Uy + Uy, =29. Tinh u, +u +u,,, +3u,.
Bai 119. Tim ba s6 hang lién tiép cuia mot cap s cong, biét rang:
a) Toéng cua ching bang 15 va tich cua ching bang 105.
b) Tong cua ching bing 15 va tong binh phuong cia ching bang 83.
c) Tong cia ching bang 21 va tong binh phuong bang 155.
Bai 120. Tim bén sb hang lién tiép caa mot cap sé cong, biét rang:
a) Tong cua chung bang 10 va tong binh phuong 70.
b) Tong cua ching bang 22 va téng binh phuong bang 66.
¢) Tong cua ching bang 36 va tong binh phuong bang 504.
d) Chung co tong bang 20 va tich cua ching la 384.

e) Téng caa ching bang 20, téng nghich dao caa ching bang % va céc s6 nay la nhitng sb

nguyeén.
f) NO lasb do ciia mot tix giac 16i va goc 16n nhat gap 5 1an goc nho nhat.

Bai 121. Tim nam sd hang lién tiép ciia mot cap s cong, biét tdng cua ching bang 40 va tong binh
phuong cta ching bang 480.

Bai 122. Mot cap s6 cong ¢ 7 s6 hang véi cong sai d duong va sd hang thir tu bang 11. Tim cac
sb hang con lai cia cap s6 cong do, biét hiéu cua sé hang thi ba va s6 hang thir nim bang 6.

Bai 123. Mot cap s cong c6 7 s6 hang ma tong cua s6 hang thir ba va sé hang thir nam bang 28,
téng sé hang thir ndm va sé hang cudi biang 140. Tim cap s6 cong do.

Bai 124. Viét sau s6 xen giita hai s 3 va 24 dé dugc cap sé cong c6 tam sé hang.

Tim cip s cong do?

Bai 125. Giita cac s6 7 va 35, hiy dat thém sau sb nita dé dugc mot cap sb cong.

Bai 126. Giira cac sb 4 va 67, hiy dat thém 20 sd nita dé duoc mot cap sb cong.

Bai 127. Mot cong vién hinh tam giac dugc trong cdy xanh theo hang c6 quy luat caa mot cap sb
cong nhu sau: hang tht nhat c6 9 cdy, hang tht 10 c6 54 cay, hang cudi ciing c6 2014 cay.
Hoi cong vién do6 c6 tat ca bao nhiéu hang cay duogc trong ?

Bai 128. Ban A mubn mua mén qua tang me va chi nhan ngay Quéc té phu nit 8/3. Do d6 A
quyét dinh tiét kiém tir ngdy 1/1 cta nam dé véi ngay dau 1a 500 ddng/ngay, ngay sau cao
hon ngay trudc 500 dong. Hoi dén diing ngay 8/3 ban A c6 du tién dé mua qua cho me va
chi khéng ? Gia str raing mén qua A dy dinh mua khoang 800 ngan dong va tir ngay 1/1 dén
ngay 8/3 c0 sé ngay it nhat 1a 67 ngay.
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Bai 129. Khi ky hop ddng dai han (10 nim) véi cac cong nhan duoc tuyén dung. Cong ty lién
doanh X d& xuit hai phuong 4n tra lwong dé ngudi lao dong chon, cu thé 1a:
Phuong 4n 1: ngudi lao dong sé nhan 36 triéu dong cho nam lam viéc dau tién va ké tir nim
thir hai, muc luong s& dugc ting thém 3 triéu ddng mdi nam.
Phuwong an 2: ngudi lao dong s& nhan dwgc nhan 7 triéu dong cho qui dau tién va ké tir qui
lam viéc thir hai muac lwong s& ting thém 500.000 dong mdi qui.
Biét ring mdi ndm c6 4 qui.
Néu em 1a nguoi lao dong, em s& chon phuong 4n nao ?
Bai 130. Tim x dé basd a, b, ¢ theo thu ty d6 1ap thanh mot cip sb cong véi:
a) a=10-3x, b=2x"+3, c=7—4x.
b) x=a*-bc, y=b>—ca, z=c*—ab.
Bai 131. Tim céc nghiém cia phuong trinh: x* —15x% +71x—105=0, biét rang cac nghiém nay
phan biét va ching lap thanh mot cap sb cong.
Bai 132. Giai cac phuong trinh sau:
Q) 1+6+11+16+21+----- - +x =970.
b) 2+74+124+17+22+-----+- +x = 245.
C) (x+D)+(x+4)+(x+7)+---eme +(x+28)=155.
d) Qx+1)+Qx+6)+(x+11)+-we-eeee +(2x+96) =1010.
Bai 133. Cho 4, b, ¢ la ba s6 hang lién tiép ciia mot cap sé cong. Chirng minh rang:
a) a’+2bc=c*+2ab.
b) a*+8bc=(2b+c)’.
C) 2a+b+c) =9[a’(b+c)+ b (a+c)+c(a+b)].

d) basd: a®>—bc, b* —ac, ¢* —ab ciing 1a mot cap s6 cong.
e) basé: b +bc+c?, a® +ac+c?, a® +ab+b* ciing 1a mot cap s6 cong.
e) ba sé: 1 ; 1 ; 1
T’ Teade’ Jaedb
Bai 134. Cho ba s6 a?, b?, ¢* theo thtr tu d6 1ap thanh maot cap sé cong c6 cong sai khac khong.
1

Chuang minh rang: 1; ; L cling 1ap thanh mot cap s6 cong.
b+c c+a a+b

, (a, b, ¢>0) ciing 1a mot cap s6 cong.

Bai 135. Cho tam giac ABC c6 tan?, tang, tan% theo thtr ty d6 1ap thanh cap s6 cong. Chuang
minh cos A, cosB, cosC theo thi ty ciing 1ap thanh cip sé cong.

Bai 136. Cho tam gidc ABC c0 Coté, Cotg, Cot% theo thir tu 1ap thanh cip sé cong.
Chuang minh: ba canh a, b, ¢ theo thi ty ciing tao thanh mét cap sb cong.

Bai 137. Tim tham s6 m dé phuong trinh f(x)=0 c6 4 nghiém phan biét 1ap thanh mot cap s6
cong trong cac truong hop sau:
a) f(x)=x>-2mx*+2m-1=0. b) f(x)=x"+2(m+1)x*+4=0.
c) f(x)=x*+Bm+5)x’+(m+1)>=0. d) f(x)=x"-10mx>+9m=0.

Bai 138. Tim tham s6 m dé phuong trinh x* —(3m+1)x* +2mx=0 ¢ 3 nghiém phan biét 1ap
thanh mot cap sé cong ?
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1. Pinh nghia
— Cap s6 nhan 1a mot day sé (hitu han hay vo han) ma trong d6 ké tir s6 hang tht hai, mdi s6
hang déu bang tich ciia s6 hang dting ngay truéc né va mot so g khong doi, nghia la:
(u) la cap sb nhan u =u_.q,nx2

4 S A Ar o £ A A ‘. u
— SO g duoc goi la cong boi cua cap so nhan, véi g=—=L; n>1
u

Vi du 1. Chttng minh cac day sé sau 1a mot cap s6 nhan. Xéac dinh cong boi va sé hang dau tién
ctia cap sb nhan do6 ?
a) Daysd u(n) V6i u, =(-3)>""
b) DAy sé u(n) véi u, =(-1)".5""2

2. Tinh chat

Dinh i 1. Néu (x) 12 mot cap s6 nhan thi ké tir s6 hang thir hai, binh phuong ctia mdi s6 hang
(trir s6 hang cudi d6i vai cap sé nhan hitu han) bang tich cua hai s6 hang dung ké né trong
day. Tacla: w} =u,_ju,,, k22.
Hé qua. Néu a, b, ¢ 1a ba sb khac 0, thi “ba sb a, b, ¢ theo thu ty d6 1ap thanh mot cap sb
nhan khi va chi khi b*> =ac".

Vidu 2. Tim cac sb duong a va b sao cho a, a+2b, 2a+b 1ap thanh mot cap sé cong va (b+1)%,
ab+5, (a+1)* 1ap thanh mot cap s6 nhan.

3. S6 hang tong quat

Dinh 1i 2. Néu mot cap s6 nhan c6 s6 hang dau u, va cong bdi g0 thi sé hang tong quét u, cua
né duoc tinh boi cong thac: u, =u,.q"", n=2.

Vi du 3. Mét cap s6 nhan c6 tdm s6 hang, s6 hang dau I1a 4374, sb hang cudi 1a 2.
Tim c4p s6 nhan d6 ?

4. Téng cia n s6 hang dau tién cia mat cap sé nhan
Dinh 1i 3. Giastr (u,) la cap s6 nhan c6 cong boi q. Goi S, =D u, =u, +u, +--+u,.
k=1

Néu g=1thi S =nu,.

n

Néu g=1thi S :ul-ll_q

Vi du 4. Tinh tong tat ca cac sé hang ciia mot cdp s6 nhan, biét rang s6 hang dau bang 18, sb hang
thir hai bang 54 va sé hang cudi biang 39366.
Vi du 5. Tinh tong:

2 2 2
a) S, =2+224+27 4o +2", b) Sn:(2+%j +(4+i] +---+(2"+2lnj

5. Bai tap
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Bai 139. Tim sb hang dau tién, cong boi cia cap sé nhan trong cac truong hop sau:

q) +u, =51 b) u, +u, =165
u, +u, =102 u, +u, =60
u,—u, =72 u, +u, =90
Us — U, —144 u, —u, —240

) —Uy +u; =65 f) Uy + by iy =42
u, +u, =325 u, +uy; =20

) U, +u, +u, —135 h) u, +u, +u, =13

J u, +u; +u, =40 u, +u, +u, =351
u, +u, +u, —14 ) u, +u, =3
U, .,y =64 ul+u; =5

K {ul+u2+u3:7 | {u1+u2+u3+u4:15
u; +u; +us =21 w4 +us +u; =85

Bai 140. Tim a, b biét rang 1, 4, b 12 ba sb hang lién tiép cua cip s6 cong va 1, 2%, b* 1a ba sb
hang lién tiép ciia mot cap s nhan.

Bai 141. Cho ba s6 tao thanh mot cap sé cong co tong 21. Néu thém 2, 3, 9 lan luot vao sé tha
nhat, sb tha hai, sb thar ba tao thanh mét cap s6 nhan. Tim 3 s6 do.

Bai 142. Cho 3 sb dwong c6 tong la 65 lap thanh mot cap s6 nhan ting, néu bt mot don vi & b
hang tha nhat va 19 don vi & s6 hang thi ba ta dugc 1 cap sé cong. Tim 3 s6 do.

Bai 143. Giita cac s6 160 va 5 hay chén 4 s nira dé tao thanh mot cap s6 nhan. Tim 4 s do.

Bai 144. Giita cac s6 243 va 1 hiy dit thém 4 sb nita dé tao thanh mot cap sé nhan.

Bai 145. Ba s6 khac nhau c6 tong bang 114 cé thé coi 1a ba sb hang lién tiép cua mot cap sé nhan
hoac coi la s6 hang thtr nhat, tha tu va tht 25 cua 1 cip s6 cong. Tim céc sé do.

Bai 146. Tim m dé phuong trinh x° +(5—m)x? +(6—5m)x—6m =0 cO ba nghiém phan biét lap
thanh cap sé nhan ?

Bai 147. Chiing minh rang véi moi m thi phuong trinh x° —(m? +3)x? + (m? +3)x—1=0 lubn c6
ba nghiém va ba nghiém nay lap thanh cap s6 nhan.

Bai 148. Pau mua thu hoach x0ai, mot bac nong din da ban cho nguoi thir nhat nira s6 xoai thu
hoach dugc va ntra qua, ban cho nguoi thi hai nira s6 con lai va nira qua, ban cho nguoi thi
ba ntra s6 con lai va ntra qua,... Pén nguoi thir bay bac ciing ban nira s6 x0ai con lai va nira
qua thi khéng con qua nao nita. Hoi bac néng dan di thu hoach duoc bao nhiéu xoai & dau
mua ?
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1. Giéi han hiru han caa day so
a. Pinh nghia
— Tanoi day sé (u,) 6 gi¢i han 1a 0 khi n dan téi duong vé cyc, néu |u | c6 thé nhé hon mot

s6 duong bé tiy y, ké tir mot s hang nao d6 trg di, ki higu lim u, =0 hay u_— 0 khi 1 — 4.

n—>+00

— Tanoi day sé (u,) 6 gisi han 12 s6 thuc a khi n dan ti duong vo cuc, néu lim(u, —a)=0,

n—>+00

Ki hi¢u limu =a hay u —a khi n— +wo.

n—>+00

— Luu y: T nay vé sau, thay cho limu, =a, ta viét tat 1a limu_=a.

b. Mot vai gi¢i han dac biét
° limlzo limik:O,keZ+.
n n

. limg" =0, voi ‘q‘<1.

e Neéuu =c,Véic lahingsb thi limu, =c.

2. Pinh 1i vé giéi han hiru han caa day sé
a. binh li
— Néu limu =a va limov, =b thi

lim(u, +v,)=limu +limov =a+b; - lim(u,-v )=limu —limov =a-b,
li .
lim(u, .0, )=limu limv =ab; . limu—”= %mun =E, VOl b#0.
v, limo b

— Néu limu =a thi lim‘un‘:‘a‘ va lim3/u, :3’/;.
— Néu u >0 voi moi n va limu =a thi >0 va lim,/u, :\/;.

b. Mét s6 dang toan tim giéi han

P(n)

Dang phén thirc limm , Vi P(n) va Q(n) 1a ham s6 dang da thirc hoic vo ti
n

Phwong phap: Chia ca tir va mau cho n* véi k 1a s6 mii 16n nhat ¢ ca tir va mau
Vi du 1. Tim gidi han cua céc day s6 sau

a3 2

a) “ = 3n +32n +1; b) u = 22n+1 ’
2n° —n n°+n+3
2 _ 2

¢) un:\/4n +n n; d) u _n +n+1
n+3 "o2nt -1

Dang vo dinh chira can bac hai
Phuong phap: Nhan ca tir va mau cho lugng lién hop

AP A-B
. JZ_B:JZ+B . JZ_J_:VX:VE

Vi du 2. Tim gidi han cua céc day s6 sau
a) u, =\n’+3n-n; b) u, =\n*+2n-n-1;

c) u, - +2:
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Dang liy thira co sb tw nhién
Phuong phap: Chia ca tir vd mau cho 4" vé6i a 1a co sb 16n nhit ¢ ca tir va mau
Vi du 3. Tim gidi han caa cac day sé sau

a) un:2.7 _4 +1_
7" +3.5"
5n _4n+2

b) u =——F—;

) n 2.3n+3 +6n+1

n n+1

0) u - 2"+5 ;
1+5"

3. Tong caa cap sé nhan Iti vé han
a. Dinh nghia
— Cép s6 nhan vo han (u,) ¢6 cong boi g, véi |g| <1 duoc goi la cap s nhan i vo han.

— Minh hoa
e Diysé 1; 1; 1; ; —; ... lacap s6 nhan 10i vo han, véi cong boi g ==.
2 4 8 2"
111 1 1
e Ddyso L, -—; —; ——; ..;| —= | ;.. lacapso nhan lui v han, véi cong boi g=——.
39 27 3 3
b. Pinh li

— Cho cép s6 nhan vo han (u,) 6 cong boi g, véi |q|<1.
Goi S =Uy +Uy +Ug +...+Uy, +... 12tong vO han cia (u).
Khi d6 §=—21.

I-q

— Ap dung:
Vi du 4. (CTST - Tr107)

e A 5 A A A N oA & 1
a) Tinh tong cua cap so nhan 1ti vo han (u,), véi u, =5

n-1
b) Tinh tong 5:1—1+l—1+...+ 1 +...
2 4 8 2

¢) Biéu dién s thap phan vé han tuan hoan 0,12121212... dudi dang phan so.

4. Giéi han vo cuc
a. Dinh nghia
— Tanoi day sd (u,) €0 gidi han +oo Khi n— 400, dugc xac dinh va ki hiéu limu, =+o.
— Tanoi day sd (u,) €0 gidi han —o Khi n— 400, dugc xac dinh va ki hi¢u limu =—o.
— Nhan xét: limu, =+ < lim(—u )=—o.
b. Mgt vai gi¢i han dac biét
+ limn" =+ Vvoi k nguyén duong.
* limg" =+ néu g>1.
« Nguyén li kep: Cho ba day sé (), (v,) va (w,).

Néu v <u <w, ,véimoi n valimv =limw =a thi limu =a.
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¢. Qui tic tim gi6i han

Qui tic 1. Néu limu =a va limo =00 thi lim 2 = 0.
v

n

Qui tac 2. Néu lim u =00, limo, ==oo thi lim(u,.v,) duoc xac dinh nhu sau:

limu, limo, lim(u,.v,)
+00 +00 +00
+00 —o0 —o0
—o0 +00 —o0
—Qo0 —Qo0 +00

Qui tic 3. Néu lim u =+, limo, =a, a#0 thi lim(u,.v,) duoc xac dinh nhu sau:

limu, Daucuaa | lim(u,.v,)
+00 + 400
+00 - —o0
—00 + —00
—o0 — +00

Qui tic 4. Néu limu =a,a+0, limv, =0, v, >0 hoac v, <0 thi lim 2 duoc xac dinh nhu sau:

v
n
Ay A At Ao .U,
Dauciaa | Daucua o, lim =
U?’l
+ 4 +00
+ - —0
- + —0
— — +00

Vi du 5. Tim giéi han caa cac day so sau

a) u - 2";5; (Qui tic 1) b) u, =-n22023";  (Qui tic 2)
n.
3 —_— ’
¢) u =3n*-101n-51; (Qui tic 3) d) u =%; (Qui tic 4)
n —n
5. Bai tap
Bai 149. Tinh cac gigi han sau (Dang phén thuc)
2 —
a) lim 2% —1+3 b) lim— 2t
3n° +2n+1 n’ +4n*>+3
3 2 4
¢) lim >t *n d) lim .
n’+4 (n+1)(n+1)(n’ +1)
n*+1 n’ -3
e) im—0 "~ f) lim—0——> .
) 2n* +n+1 ) 3n° -2n* +1
Bai 150. Tinh cac gigi han sau (Dang liiy thira véi co sb tu nhién)
n n n+l
a) lim-+>_. b) lim2> 7
4+3" 25" +7"
n+l1 n+2 n n+1
¢) lim+_t& " d) lim2">
5" 48" 1+5"
e) limﬂ. f) limﬂ.
5" +2.7" 2"(3" —5)
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Bai 151. Tinh cac gidi han sau (St dung Nguyén ly Kep gitta)

2 I P 2
a) lim2cosn ' b) lim( 1)" sin(3n+n ).
n*+1 3n-1
_ - 6 2
c) lim2 2ncosn. d) lim3sm n+;:'>cos (n+1)_
3n+1 n +1
. 20 3 2 2
e) liism (n"+2)+n . f) lim 3n"—2n+2 .
2-3n’ n(3cosn+2)

Bai 152. Tinh cac gigi han sau (Dang v6 dinh chira can bac hai)

Nan® +1+2n-1 . NP +3-n-4

a) lim b) lim
i +4n+1+n i +2 41
. P +1-n° . N4 +1+2n
c) im——— d) lim
Vnt+1+n° i +dn+1+n
_@nln+1).(n+3) i —dn—~4n? +1
e) lim f) lim
(n+1).(n+2) N3 +1+n
Bai 153. Tinh céac gidi han sau (Dang v6 dinh chira can bac hai)
a) lim(x/n+1—\/;). b) Lim(vn® +3n-n+2).
¢) lim(n’-2n* —n). d) im(n*+n-n).
2 J—
e) lim dn 11 2n+1. f) limn.(\/n2+1—\/n2—2).

Nt +2n—n

Bai 154. Tim céc gidi han sau

1+3+5+...+(2n+1
a) lim1+2+23+"'+n. b) lim 2 ( )
n -3 3n"+4
2 3 n
¢) lim L+i+m+ 1 _ d) lim3+32+33+...+3 .
12 23 n(n+1) 5+5°+57 +...+5"

Bai 155. Doi s thap phan vo han tuan hoan ra phan sé
a) 2,333333.... b) 0,21212121....
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I. GIOI HAN HUU HAN CUA HAM SO TAI MOQT PIEM
1. Pinh nghia
— Cho ham sé y = f(x) x4c dinh trén D hogc trén D\{x,}. Tanéi ham s6 y = f(x) ¢6 gisi han

la L khi x dan téi x,, néu véi day so (x,) batki, x, e D\{x,} va x, > x, thi f(x,)—>L.
Ki hiéu limf(x):L hay f(x)— L khi x—x,.

— Nhan xét: limx=x, Vd limc=c, (c 12 hang s).

2. Pinh li vé giéi han hiru han
a) Giasu lim f(x)=L va lim g(x) =M. Khi do6

lim[ f(x)+g(x) |=L+M; + im[ f(x)-g(x)]=L-M;
lijg[f(x).g(x)]=L.M; . chig;%=ﬁ,1w¢o.

b) Néu f(x)>0 va lim f(x)=L thi L>0 V& lim[f(x) =VL.

3. Mot s6 dang toan tim t&i han ciia ham so
Vidu 1. (CTCS - Tr73)
(Dang co ban 1i_)r§1f(x) =f(x,), voi f(x) la ham $6 ludn xac dinh véi moi x=x,)

Ap dung: Tim cac gi6i han sau

a) linll(xz—4x+2); b) lim

Vi du 2. (Dang vé dinh % khi x > x,)
PHUONG PHAP

X=Xy

Loai 1. lim f(x)—hm QE ; vo1 P(x), Q(x) la cac da thuc va P(x,) =Q(x,)=0.
x

P(x) _ (x—x,).P,(x)
Q(X) (x - xo)'Ql(x)
(dé lam dwoc diéu nay ta sir dung ki thudt phdn tich da thirc thanh nhan tir)

— Tim gidi han Jlgnf(x)_llnxﬁ Ql((i))

— Bién doi

Logi 2. lim f(x) = lim Qg;

v6i P(x,)=Q(x,) =0 va P(x), Q(x) 1a biéu thirc chira cin cling bac
— Nhan luong lién hop ¢ tir va mAu 1am xut hién nhén tr chung
— Cac luong lién hop thuong dung

A-B’ A-B
JZ—B=J2+B : JZ_J_ZV?:UE'

3
VA-p-—_AB S Rl —
JA2 +BYA +B a2 +3/aB+3B?
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Ap dung: Tim cac gi6i han sau

3 —_ Ju— J—
a) lim x2 Z b) lin(}w
X—> x J— X—> x
.ox—1 . ANX*=Bx+7—x+2
C) lim d) lim
-1 x—1 x—3 x_3

4. Gi¢i han mot bén
— Cho ham sé y = f(x) x4c dinh trén khoang (x,;b). S6 L goi la gi¢i han bén phai caa ham sb
y=f(x) khi x—x,, néu véi day sé (x,) bat ky théa man x,<x, <b va x, —x,, ta co
f(x,)—> L, ki hiéu lim f(x)=L.

— Cho ham s y = f(x) xéc dinh trén khoang (4;x,). S6 L goi la gi¢i han bén tréi ciia ham s6
y=f(x) khi x>x,, néu véi day sd (x,) bat ky thoa man a<x,<x, va x, »>x,, ta co
f(x,)—> L, kihiéu lim f(x)=L.

x—)xo

— Nhan xét: lim f(x)=1lim f(x) =lim f(x).

5x+2, khi x>1
x*=3, khi x<1

Tinh lim f(x), lim f(x) va lirr11 f(x) (néu co).
x—1" x—1" x—

Vi du 3. (Dang phan nhéanh). Cho ham s f(x) :{

Vi du 4. Tim céc gi61 han sau
x—2 2
a) lim <=2 b) Ilim 2%

—tr @ —;
x—>2" x2 -3x+2 x—2" ‘/2—9(

1. GIOI HAN HUU HAN CUA HAM SO TAI VO CUC
1. Giéi han vo cuc
— Choham sé y = f(x) x4c dinh trén (a;+o). Tanoi y = f(x) ¢ giéi han la L khi x — +o0, néu
v6i day s6 (x,) batki, x, >a va x, >+, tacod f(x,)—>L.
Ki hi¢u lim f(x,)=L hay f(x,) =L khi x —+c.

— Choham sé y = f(x) xéac dinh trén (—oo;b). Tandi y = f(x) co giéi han la L khi x — o, néu
v6i ddy sb (x,) batki, x <b va x, > -, tacod f(x,)—>L.
Kihigu lim f(x,)=L hay f(x,)— L khi x - 0.
Vidu 5. (CANH DIEU - Tr 114)
Cho ham s& f(x) =2+£. Str dung dinh nghia, tim }gﬂc f(x,) va }g{}o f(x,).
2. Luuy

— C4c quy tac tinh gigi han hitu han tai mot diém ciing dung cho gidi han hitu han tai vo cuc.
— Véiclahangsd, tacod limc=c va limc=c.

X—>+00 X——0

— Vi k 1a mot s6 nguyén duong, ta c6 lim lk =0 va lim 1. 0.

X400 x X——0 .X'k

/ 2 / 2
Vi du 6. (CANH DIEU - Tr 115) Tinh lim X2 1 Va4 tim ¥ +12.
X—>—0 X x40 x4
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3. Dang vé dinh 2 khi x — oo
0

Phwong phap: Chia ca tir va mau cho x* vai k 1a s6 mil 16n nhat ¢ ca tir va mau.
Vidu 7. Tim cac gidi han sau

3x% —2x b) lim 3x° —5x+4 0 lim\/4x2—x+1—x+2

a) lim —
-0 2xt —3x% — 4 P 4-3x

X—+0 x _|_1

I11. GIO1 HAN VO CUC (MOQT PHIA) CUA HAM SO TAl MOT PIEM
1. Giéi han vo cuc
— Choham s y = f(x) xac dinh trén (a;+w0). Tandi y = f(x) c6 gisi han 1a +c0 khi x —a", néu
v6i ddy sb (x,) batki, x >a vad x, >a,tacod f(x,)—>+o.

Kihi¢u lim f(x,) =+ hay f(x,)—+oo khi x >a".

— Cac truong hop lim f(x,) =—c0, lim f(x,) =+, lim f(x,)=— duogc dinh nghia tuong tu.

2. M@t vai gi6i han dic biét

lim —— =+o0; « lim——=-o.
x—=at X —0a x—=a X —0

ok . R ., |+ Khik chan
lim x* =+o0 v&i k nguyén duong. - limx'= L
X—>+00 X—>—00 —00 Khl k le

3. Qui tic tim giéi han
a. Qui tic tim gi6i han dang tich f(x).g(x)

NEu lim f(x)=L#0 Va lim g(x) =0 thi lim[ f(x)g(x) ] dugc tinh theo qui tic sau

Déucia L | limg®) | lim[ f(x)g(x)]
+ +00 +00
—0 —0
- +00 —0
- —o0 +00

b. Qui tic tim giéi han dang thwong %
g(x

Néu lim f(x)=L va hmg(x) +oo thi lim == f&) =0

X=X, X=X, g(x
Néu lim f(x)=L=0 va 11mg(x) 0, v6i g(x)>0 hoac g(x)<0 thi lim fz ; duogc tinh
X*)X JC—)XO g x

theo qui tac trong bang sau
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Diucta L | Daucua g(x) lim £
=% g(x)

+ +00 +00

+ —o0 —0

- +00 —0

- —o0 +00

Vi du 8. Tinh céc gidi han sau
Gidi han vé cuc dang tich

a) lim(x®—2x); b)

x—>+400 x—>—0
Gigi han vé cuc dang thuong

d) lim2X=3; e)

x> X —1

I11. BAI TAP
Bai 156. Tim cac gidi han sau (Dang co ban)

o l+x+xt 48
a) lim———.
=0 14x

ofs=5)
sin| x——
¢) lim——47

T
P ve

2
e) lim x—x+1

x—2 x—1

g) lim Vx+8-3

x—1 x—2
Bai 157. Tim cac gidi han sau (Dang % - Loai 1)

3 2

.ox=x"—x+1

a) lim ————.
w1 x"—-3x+2

5
.ox+1
¢) lim ——.
-1 x” +1

. x—5x" +4x°
e) lim ————
x—1 (1 — .X')

g) lim 1+x)(1+2x)-1 .

x—0 X

Bai 158. Tim cac gidi han sau (Dang % - Loai 2)

V4x+1-3

@) lim x> —4

2
x—0 X

&) lim 2x 42 —3x+1 |
x—1 x—1

63

lim v/2x* =3x ;

x> +4x
im =)
=3 (x +3)

2 J—
b) lim N +l-x
x—-1 x—1

d) nmjx;l'.
-1 x4+ x-3

f) lim Nt =2x+3
> x4l

h) limx? sin% :

x—0

4
-1
b) lim —~ .
) ol x% —2x% +x

x°—5x*+3x+9

d) lim
)x—>3 x*—8x* -9
f) lim & -1
x—>1 x”_l
t_16
h) lim—~—> .
) i o
3 J—
) lim X1

) lim(V4x*-3x+1-x).



Bai 159. Tim c4c giéi han sau (Dang =)
[©¢]

2 2 _
a) lim 1 b) lim 2 —**1
X—>+0 2x2—x+1 X—>+o0 x_z
. 2x% +1 N+ 2x+3+4x+1
C) lim d) 1 :

B im
oo % —3x% 42 o JAxt +1+2-x

A4 -2x+1+2-x . oxWx+1
e) lim | f) lim V3L
x—>to0 /9x2_3x+2x x40 +x+1
. (Qx—1Vx*-3 . NX*+2x+3x
lim = . h) 1
—5x

im :
A +1-x+2
Bai 160. Tim cac gidi han sau (Dang o —o)

) lim(\/E—x). b) lim(2x—1— 4x2—4x—3).

X—>+0 X—>+0

¢) lim (\/x2+1—%/x3—1). d) lim (\/x+m—\/;).

9)

X—>—0 X

X—>+0

e) lim (3/2x—1—3/2x+1). f) lim (3/3x3—1 +\/x2+2).
1 3 1 1
lim | —-— : h) lim + :
g) lim (1—x 1—x3j ) X2 (x2—3x+2 x2—5x+6j
Bai 161. Tim cac gidi han sau (Dang gidi han mot bén)
a) Tim X712, b) 1im =12,
o2t x =2 2 x—2
ha2 a2 —
c) lim 13X =2 d) lim ¥ —4 :
x—3" x—3 2" x =2
&) lim—2-% ) Tim—2=%

2 2x% —5x+2 x> 2x% —5x+2

o x . 3 E:
9) lljl;(x 2). e h) xlir}}(x +1). el

Bai 162. Tim cac gi6i han mot bén ciia ham sé tai diém duogc chi ra (Dang gigi han ham phan

nhanh)
r 2 J—
a) Cho hamsé £(x) ="|L"2|+6. Tinh lim f(x) va lim f(x).
X — x—2° x—2"
. —x* khi x<1 __. N L
c) Chohamso f(x)= . . Tinh lim f(x), lim f(x) va lim f(x) (néu co)
X khi x>1 x—1 x—1" x—>1
2 —
) w khi x>1 )
d) Chohamsé f(x)={ * 1 . Tinh lim £(x), lim f(x) va lim f(x) (néu c6)
x—1" x—1" x—
‘% Khi x<1
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N\

1. Ham sé lién tuc tai mot diém
a. Pinh nghia
Cho ham sé y = f(x) xac dinh trén khoang K va co x, € K. Khi d6

— Ham sb y = f(x) lién tyuc tai x, néu lim f(x)= f(x,)-
— Ham sé y = f(x) khong lién tuc tai x, dwoc goi 14 gidn doan tai diém do.
b. Vi du

Vi du 1. Xét tinh lién tuc cua ham sb f(x) = Lz tai diém x=3
x J—

2_
, LONE2 i 21 7
Vi du 2. Xét tinh lién tuc cua ham s6 f(x) = 1x -1 tai diem x=1.
-, khi x=1
2
, Q khi x>3 " ‘
Vidu 3. Choham s6 f(x)=9 x-3"’ . Tim a dé ham so lién tyuc tai x=3.

ax—1, khi x<3

2. Ham s lién tuc trén mot khoang, trén mat doan
a. Pinh nghia
— Ham s y = f(x) lién tuc trén khoang (a;b) néu nd lién tuc tai moi diém trong khoang (a;b).

— Ham s6 y = f(x) lién tyc trén [ ;b | néu:
+ f(x) liéntuc trén (a;b);
+ lim f(x) = f(a) va lim f(x)= f(b).

b. Cha y. Db thi cua ham s lién tuc trén mot khoang 13 mot “dudong lién” trén khoang do.

™~y ,/ ; Ill"a. I,J"f
SN/ U/ \,
,.ff o BT o > : 5 \ =

Ham s6 lién tuc trén khoang (a;b) Ham s6 khong lién tuc trén khoang (a;b)

3. Mét sé dinh Iy co ban
a. Tinh lién tuc ciia mét s6 ham sé so cap co ban
— Ham sé da thirc y = P(x), cac ham s6 lugng giac y =sinx, y=cosx lién tuc trén R.

P(x; , ham s6 can thac y=+/P(x) va ham sé lugng giac y=tanx,
X

— Ham s6 phan thic y =

y =cotx lién tuc trén ting khoang xac dinh cua chang.
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b. Tinh lién tuc caa téng, hiéu, tich, thwong cia hai ham sé lién tuc
Gia str y = f(x) VA y=g(x) 1a hai ham sb lién tuc tai diém x,. Khi d6
— Cachamsé y= f(x)+g(x), y=f(x)—g(x) VA y = f(x).g(x) ciling lién tuc tai X,

~ Ham'sé y=29 lien tyc tai x,, néu g(x,)#0.

8(x)
2x* —2x Wi v 21
Vi du 4. Xét tinh lién tyc cia ham s f(x)=1 x—1 ’ " 7" trén tap xac dinh cia né.
5, khi x=1
2 —
al 3x+2’ khi x <2

Vidu 5. Tim m dé ham s6 f(x)={ »?—2x
mx+m+1, khix=>1

lién tuc trén tap xac dinh cua nd.
c. Piéu Kkién dé ton tai nghiém ciia phwong trinh trén mot khoang
— Néu ham s6 y = f(x) lién tyc trén doan [a4;b] va f(a).f(b)<0 thi ton tai it nhat mot diem

ce(a;b) saocho f(c)=0.

D

""""""""" fla)
— Nhén xét: C6 thé phat biéu diéu kién trén theo mot dang khac nhu sau:
Néu ham sé y = f(x) lién tyuc trén doan [a;b] va f(a).f(b)<0, thi phuong trinh f(x)=0 cd it
nhat mot nghiém nam trong khoang (a;b).
— M6 rong: Néu y = f(x) lién tuc trén [a,'b]. bat m= r[ral;ibx]mf(x), M= max f(x).
Khi d6 véi moi T e (m; M) ludn ton tai it nhat mot sd ¢ e (a;b) sao cho f(c)=T.
Vi du 6. Chimg minh rang phuong trinh x*+2x—-5=0 ¢ it nhat mot nghiém thugc (0;2).
Vi du 7. Ching minh rang phuong trinh x* +2x* —x—3=0 ¢0 it nhat hai nghiém thuoc (-1;1).
Vi du 8. Chimg minh ring phuong trinh m(x—1)" (x—3)+2x—5=0 ¢ nghiém véi moi m .

4. Bai tap
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Dang 1. Xét tinh lién tuc cia ham so tai diém dwoc chi ra
Phwong phap
u(x) khi x>x,
Truong hgp 1. Cho ham sé f(x)={v(x) khi x<x,
k khi x=x,

Khi d6 ham s6 f(x) lién tyc tai diem x, < lim f(x) =lim f(x) = f(x,).

u(x) khi x#x,
k  khix=x,

Khi d6 ham s6 f(x) lién tyc tai diém x, < lim f(x) = f(x,).

Truong hep 2. Cho ham sé f(x) ={

Bai 163. Xét tinh lién tuc cta ham sé tai diém dugc chi ra:

x+3 khi x =1 ﬂkhix;tl
a) f(x)={x-1 tai x=-1. b) fxy=4 x-1 tai x=1.
-1 khi x=1 = khi x=1
2-7x+5x*—x° xX—5 ,
i ) ——— khix>5
¢) f(x)=7 x2-3x+2 Khixz 2 tai x=2. d) f(x)=1v2x-1-3 tai x=5.
1 khi x =2 (x—5)>+3 khix<5
1-cosx khix<0 x——l khi x<1 .
e) f(x)= Sl . tai x=0. f) f(x)=<42-x-1 tal x=1.
x+1 khi x>0 oy i x> 1
=1 . . x*—-4 .
0) f)={x-1 i v, h) f)={xs2 ¥ tix=2
3 khi x=1 3=—4 khix=-2
) f0)=[1-34] tai x = i) fx)=|a+2x tai x=—2
x3+3x+2 hi 1 % -1 x> =3x+4 khi x<2
K) fx)=1 ¥ +1 . ) f(x)=15 khi x=2.
é khi x=-1 2x+1 khi x>2
Bai 164. Tim m, n dé ham sé lién tuc tai diém duoc chi ra
3 2
2 Khi 1 X" —x"+2x-2 ) _
a) fx)=1" YT i =1 b) fy={ -1 ¥ lgiron
2mx -3 khi x>1 }
3x+m khi x=1
x2-x=-2 ... x2—x-2 .
¢) F(x)= —x—2 khi x#2 tai x=2. d) f(x)= —x—2 kh1x¢2.
m khi x=2 m khi x=2
X’ +x khi x <1 Pyl i2x—2
) khi x #1
e) f(x)=42 khi x=1. f) f(x)= x—1 .
mx+1 khi x >1 3x+m khi x=1
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Dang 2. Chirng minh phwong trinh c6 nghiém

Bai 165. Chirng minh rang cac phwong trinh sau cé 3 nghiém phan biét

a) x’-3x+1=0 b) x* +6x* +9x+1=0 C) 2x+631-x =3
Bai 166. Chirng minh rang cic phwong trinh sau ludn c6 nghiém
a) x’-3x+3=0 b) x°+x-1=0 C) x*+x°-3x" +x+1=0

Bai 167. Chimg minh rang phwong trinh
a) x°+x+1=0 co it nhat mot nghiém am Ién hon -1.
b) x°-3x+1=0 c6 ba nghiém phan biét.
) x*+1=+2x+2 c6 it nhat hai nghiém phan biét .
d) x*.cosx+x.sinx+1=0 c0 it nhat mot nghiém trén khoang (0; 7).
e) x°+ax®+bx+c=0 ludn co it nhat mot nghiem.
Bai 168. Chting minh rang cac phuong trinh sau ludn c6 nghiém véi moi gia tri ctia tham sé:
a) m(x—1)*(x-2)+2x-3=0.
b) x* +mx* —2mx—-2=0.
C) a(x—b)(x—c)+b(x—c)(x—a)+c(x—a)(x—b)=0.
d) 1-m*)(x+1)° +x*—x-3=0.
) cosx+mcos2x=0.
f) m(2cosx—\/5):251n5x+1.
Bai 169. Chung minh cac phuong trinh sau luén c6 nghi¢m
a) ax®+bx+c=0 V&I 2a+3b+6c=0.
b) ax® +bx+c=0 V6i a+2b+5c=0.
C) X’ +ax’+bx+c=0

Bai 170. Chtng minh rang phuong trinh

N - 1 . \
ax”> +bx+c=0 ludn cé nghiém xe[O;ﬂ VOl a=0 Va 2a+6b+19¢=0.
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Bac (. 6 trung bink 0@ mot cia méw 56 ligw ghép nbom

1. S6 liéu ghép nhom

a. Khai niém
— Mau s liéu ghép nhom thudng duge trinh bay duéi dang bang thong ké c6 dang nhu sau:
Nhom [u,;,) [u,;u,) [u;u,,,)
Tan sé n, n, n,
Bang tan sé ghép nhom
— Chay

+ Bang trén gom k nhom [u;u,,,) véi 1<i<k mdi nhom gdm mot gi tri duoc ghép theo
mot tiéu chi xac dinh.

+ C& mau n=n+n,+..+n,

+ Gia tri chinh giira cua mdi nhom duoc ding 1am gia tri dai dién cho nhém ay. Vi du nhém

I/ll -H/lz

[u;u,) c6 gidtri dai dién la

+ Hieu u,, —u, goi la d6 dai cua nhom [u;u,,, ).
b. Vidu
Vidu 1. (CTST - Tr130) Mot dai li bao hiém da théng ké s6 lugng khach mua bao hiém nhan tho
trong mot ngay & biéu do sau:

Biéu d6 so lvgng khach hang
theo gidi tinh va do tudi

Nguoi

12 A ONam
10 A ON

8 -

6 -

4 -

2 -

0 >

[20, 30) [30, 40) [40, 50) [50, 60) [60, 70) Tudi

Hay sir dung dit liéu trong biéu db hoan thién bang thong ké vé sé luong khéach nit theo tudi sau:
Khoang tudi [20;30) | [30;40) | [40;50) | [50;60) | [60;70)

S6 khach hang nir 3 ? ? ? ?

Vidu 2. (CTST - Tr130) Tinh gié tri dai dién va d6 dai mdi nhém trong mau sé liéu trén.
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c. Mot sb quy tic ghép nhom ciia mau sé ligu
M3i mau sb liéu c6 thé duoc ghép nhom theo nhiéu cach khéac nhau nhung thuong tuan theo mot
sb quy tic sau:
— Sirdung k=5 dén k=20 nhém. C& mau cang Ién thi cang can nhiéu nhém sé liéu. Cac nhom
c6 cung d6 dai bang L thoaman R<k.L, trong d6 R 13 khoangg bién thién, k 1a sé nhom.
— Gia tri nhé nhat ciia mau thuoc vao nhom [u,;u, ) va cang gan u, cang tot
Gia tri 16n nhét ciia mau thuoc vao nhom [u,;u, ) vacang gan u, , cang tot
Vidu 3. (CTST - Tr131) Cén nang cua 28 hoc sinh nam 16p 11 dugc cho nhu sau:
55,4 62,6 54,2 56,8 58,8 594 60,7 58 595 636 61,8 52,3 63,4 57,9
49,7 45,1 56,2 63,2 46,1 49,6 59,1 553 558 455 46,8 54 49,2 52,6
Hay chia mau s liéu thanh 5 nhom, 1ap bang tan s6 ghép nhom va xac dinh gié tri dai dién
cho mdi nhom.
d. Chay
— Cac dau mat caa cac nhom co thé khong 1a gia tri caa mau sé liéu.
— Ta hay gap bang sé liéu ghép nhém 1a cac sé nguyén, chiang han nhu bang théng ké s6 1i
chinh ta trong bai kiém tra gitra hoc ki 1 mén Ngit vin caa hoc sinh khéi 11 nhu sau:
S616i | [12] | [3:4] | [56]|[7:8] | [910]
Sébai | 122 | 75 14 5 2
Bang s liéu nau khéng c6 dang nhu Bang tan so6 ghép nhdm. Bé thuan loi cho viéc tinh cac
s6 dic trung cho bang s6 liéu nay, nguoi ta hiéu chinh vé dang Bang tan sé ghép nhom bang
cach thém bt 0,5 don vi vao dau mat bén phai va bén trai caa mdi nhoém sé liéu nhu sau:
S516i | [0.5;25) | [25;45) | [45;65) | [6585) | [8.5;10.5)

S6 bai 122 75 14 5 2

2. S liéu trung binh
a. Khai niém

S6 trung binh ciia mau sé lidu ghép nhdm, ki hiéu X va duoc tinh nhu sau:
n,c, +1,C, +...+1,C,

X =
n

trong d0 n=n, +n, +..+n,.
Vi du 4. (CTST - Tr132) Céc ban 16p 11A tra 1oi 40 cau hoi trong bai kiém tra. Két qua duoc
thdng ké trong bang sau:
S6 cautra loi ding | [16;21) | [21,26) | [26;31) | [31;36) | [36;41)
S hoc sinh 4 6 8 18 4
a) Tinh gia tri dai dién c,, 1<i<5 cua tang nhom sb liéu.

b) Tinh nc, +n,c, +n,c,+n,c, +n.c,.

1,C, +M,C, +1,C, +1,C, +1.C;

c) Tinh x=
40
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Vidu 5. (CTST - Tr132) Két qua khao sat can niang caa 25 qua cam ¢ mdi 16 hang A va B duogc
cho ¢ bang sau:

Can nang (gam) [150;155) | [155;160) | [ 160;165) | [165;170) | [170;175)
S6 qua cam & 16 hang A 2 6 12 4 1
S6 qua cam & 16 hang B 1 3 7 10 4

a) Hay udc luong can ning trung binh cia méi qua cam & 16 hang A va 16 hang B?
b) Néu so sanh theo sé lwong trung binh thi cam ¢ 16 hang nao niang hon?
b. Y nghia ciia s6 trung binh ctia miu sé liéu ghép nhom
S6 trung binh caa mdi mau sé liu ghép nhdm 1a gia tri xap xi cho sé trung binh cua mau sé
licu gbc. N6 thuong dung dé do xu thé trung tdm cua mau sé lidu

3. Mét
a. Nhém chwa mét
— Lanhom chua c6 tan s6 16n nhat.
— Gié sir nhém chua mot 1a [u;u, ), khi d6 mét ciia mau so liu ghép nhom, ki higu 12 M,

n —n
m

m—1

(nm o nmfl) + (nm o nm+1

duoc xéc dinh boi cong thic: M, =u, + ) (u,,, —u )

_ Chay:
+ Néu khong c6 nhom keé truéc ciia nhom chia mét thi n,_ =0.
-0.
Vidu 5. (CTST - Tr133) Mot cong ty xay dung khao séat khach hang xem ho ¢6 nhu cau mua nha
& muc gia ndo. Két qua khao sat dugc ghi lai ¢ bang sau:

+ Néu khdng c6 nhom ké sau caa nhom chira mét thi n_

+1

Muc gia _ _ . . |
wiewdingmy | L1014 | [1418) | [18:22) | [22:26) | [26,30)
S6 khach hang 54 78 120 45 12

a) Tim mot ciia mau so liéu ghép nhom trén.
b) Céng ty nén xay nha & mirc gia nao dé nhiéu nguoi c6 nhu ciu mua nhat?
b. Y nghia ciia mét ciia mau sé liéu ghép nhom
— Mbt cia mau sb lieu khong ghép nhom 1a gid tri ¢6 kha nang xuat hién cao nhat khi lay mau.
Mot ciia mau sé liéu sau khi ghép nhdm M, xap xi véi mét ciia mau sb ligu khong ghép
nhém. Cac gia tri nam xung quanh M, thuong cd kha ning xuét hign cao hon céc gié tri khéc.
— Mot mau sé lieu ghép nhém co thé cé nhiéu nhém chira mét va nhiéu mét.

4. Bai tap
Bai 171. Ngudi ta dém s6 xe 6 t6 di qua mot tram thu phi mdi phat trong khoang thoi gian 9 gio
dén 9 gio 30 phut sang. Két qua duoc ghi lai trong bang sau:
15 16 13 21 17 23 15 21 6 11 12 23 19 25 11
25 7 29 10 28 29 24 6 11 23 11 21 9 27 15
a) Tinh s xe trung binh di qua tram thu phi trong mdi phit.
b) Tong hop lai s6 lidu trén bang tan s6 ghép nhdm theo mau sau:

S xe

[11;15]

[16;20 ]

[21;25]

[26;30]

SO lan

[6;10]

?

?

?

?
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Bai 172. Mot thu vién théng ké thong ké sé luong sach duge mugn mdi ngay trong ba thang &

bang sau
Sésach | [16;20] | [21;25] | [26;30] | [31;35] | [36;40] | [41;45] | [46;50 ]
S6 ngay 3 6 15 27 22 14 5

Hay wdc lugng s6 trung binh va mét caa mau sb liéu ghép nhom.
Bai 173. Két qua do chiéu cao caa 200 ciy keo 3 nim tudi & mot néng trudong dugc biéu dién &
biéu do dudi day

(53 cay) Chiéu cao 200 cay keo 3 nam tudi
70 A
60
60 55
50 A
40 ~ 35
30
30 A
20

20
10 A
0 >

[8.5; 8.8) [8.8; 9.1) [9.1; 9.4) [9.4; 9.7) [9.7; 10) (m)

Hay udc lugng s6 trung binh va mét caa mau sb liéu ghép nhom.
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1. Trung vi
a. Cong thire xac dinh trung vi cia mau sé liéu ghép nhom
— Tagoi
« n lacdy mau.
. Giasanhom [u ;u ) chuatrung vi;
. n, latin sé ctia nhém chua trung vi;

e C=n+n,+..+n,

~ Khidd M, =u +2—.(u  —u).
n

Vidu 1. (CTST - Tr136)
Két qua khao sat can niang cua 25 qua bo & mot 16 hang dugc cho & bang sau:

Cén ning (gam) | [150;155) | [155;160) | [160;165) | [ 165;170) | [170;175)

S6 qua bo 1 7 12 3 2
Hay tim trung vi cua mau sb liéu ghép nhom trén?
b. Y nghia ciia trung vi cia mau sé liéu ghép nhom
T dit lidu ghép nhdm noi chung khdng thé xac dinh chinh xéc trung vi ciia mau sé liéu géc.
Trung vi caa mau sb liéu ghép nhom 1a gié tri xap xi cho mau sé liéu géc va cd thé lay 1am gia tri
dai dién cho mau sb liéu.

2. Tw phén vi
a. Cong thire xac dinh t& phén vi
— Tt phan vi thir hai caa mau s6 liéu ghép nhom, ki hiéu 1a Q,, cling chinh 1a trung vi ctia mau
s6 lieu ghép nhom.
— Dé tim tir phan vi thi nhat cia mau sé ligu ghép nhdm, ki higu 1a Q,, ta thuc hién nhu sau:
+ Gid sirnhom |u, ;u, ) chira ti phan vi thi nhat.
+ n_ latan sb cia nhom chia tir phan vi tha nhat.

+ C=n+n,+..+n,_,
——C
Khidé Q, =u, + 4 (., —u).

n

m

— Dé tim tir phan vi thi ba cia mau sé ligu ghép nhdm, ki higu 1a Q, , ta thuc hién nhu sau:
+ Gid st nhom [ u,;u,,, ) chira tir phan vi thir ba.
+ n. latan s6 ciia nhém chira ta phéan vi thi ba.

+ C=n+n,+..+n_,

Khid6 Q, =u +-24— (i
n
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Vidu 2. (CANH DIEU - Tr64) Thoi gian (phat) truy cap Internet mdi budi ti cua hoc sinh duoc
cho trong bang sau

Thoi gian (pht) | [9,5;12,5) | [12,5;15,5) | [15,5; 18,5) | [18,5; 21,5) | [21,5; 24,5)

Sé hoc sinh 3 12 15 24 2
Tim t& phan vi thi nhat Q, va t& phén vi tha ba Q, ctia mau s6 lidu ghép nhom.,

b. Y nghia ciia tir phan vi cia miu sé liéu ghép nhom
Cac ta phan vi caa mau sé liéu ghép nhom xap xi cho céc tir phan vi cia mau s liéu goc,
chdng chia mau sé liéu thanh 4 phan, mdi phan chira 25% gié tri.

3. Bai tap
Bai 174. Luong thang cua mot s6 nhan vién vin phong duoc ghi lai nhu sau (don vi: triéu dong)
125 96 11,7 12,7 10,0 122 98 109 6,7 136 9,2
131 65 10,7 89 112 132 83 11,1 119 84 6,7
Tim tt phan vi caa mau sé liu trén.
Bai 175. Kiém tra dién lugng cia mot sé vién pin tiéu do mot hang san xuét thu duoc két qua sau:

bién luong ) ) . . .
(nghin mA) [0,9;0,95) | [0,95;1,0) | [1,0;1,05) | [1,05; 1,1) | [1,1;1,15)
S6 vién pin 10 20 35 15 5

Hay wdc lugng s6 trung binh, mét va ti phan vi cia mau so liéu ghép nhom trén.
Bai 176. Can nang cia mot s6 con lon méi sinh thudc hai gidng A va B dugc cho & biéu d6 dudi
day (don vi: kg)

Can ndng clia mot sb

(s8 con) con lgn mdi sinh

50 A
40 |

] 32
30 1 28

] 24
20 17

] 13 14 14
0] 8

(kg)
0 >
[1,0; 1,1) 1,1, 1,2) [1,2; 1,3) [1,3; 1,4)

OGiéng A OGiéng B

a) Hay so sanh can nang caa con Ién mai sinh gidng A va gidng B theo sé trung binh va
trung vi.

b) Hay udc lugng tir phan vi thir nhat va thi ba cua can nang lon con méi sinh giéng A va
can nang cua lon con mdi sinh giéng B?
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(PBai 1.

1. Mé dau vé hinh hoc khong gian
— Pdi tugng co ban:

. biém: kihiéu A, B, C, ...
. Duong thiang: ki hiéu a, b, ¢, d, A, ...

. Mat phang: ki hiéu (P), (Q), (@), (B), ... /

— Quan hé co ban:

« Thudc: ki hiéu €. Vidy: Mea, Me(P). AN

1]

. Chua, nam trong: ki hiéu <. Vi du: ac(P).
Hinh biéu dién cua mét hinh trong khong gian:

. Puong thang duoc biéu dién boi dudng thiang. Poan thang biéu dién bai doan thang.
. Hai duong thang song song (hoic cit nhau) duoc biéu dién bai hai dudng thang song song

(hoac cat nhau).
. Hai doan thang song song hoac bang nhau dugc biéu
va bang nhau.

dién bai hai doan thang song song

. Dung nét vé lién () dé biéu dién cho nhitng dudng trong thay va dung nét dat (----) dé

biéu dién cho nhitng duong bi che khuét.

2. Céc tinh chat thira nhan trong hinh hec khang gian

C6 mot va chi mot mat phang di qua ba diém phan biét
khong thang hang cho trudc.

C6 mot va chi mot mat phang di qua ba diém khdng thang
hang.

Néu mot duong thang c6 hai diém phan biét thuéc mot
mat phang thi moi diém cua duong thang déu thudc mat
phang do.

Tbn tai bon diém khong cling thuéc mot mat phang.

Néu hai mat phang phan biét cd mét diém chung thi chiing
con c6 mot diém chung khac nia.

Tt tinh chat nay suy ra: Néu hai mat phang phan biét c6
mdt diém chung thi chdng s& c6 mot duong thang chung
di qua diém chung ay. Puong thang chung 1a duy nhat
chura tat ca cac diém chung cua hai mat phang d6. Puong
thang chung d6 duoc goi la giao tuyén cua hai mat phang.
Trén mdi mat phang, céc két qua da biét trong hinh hoc p

3. Piéu kién xac dinh mit phang
— Mt phang dugc hoan toan xac dinh khi biét n6 di qua ba diém khong thang hang.
— Mt phang duoc hoan toan xac dinh khi biét né di qua mot diém va chira mot dudng thang

khong di qua diém do.

B C
A o
-
a ”
A
y -_(_'______,.4 //
/g
A /
Loy — — V4
= [y
A
: g -
g ¢
i
hang déu ding.

— Mit phang duoc hoan toan xac dinh khi biét nd chia hai duong thang cat nhau.

Mat phang hoan toan c6 thé ma rong ra dén vé cuc.
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4. Hinh chdp va hinh ti dién
— Cho da gidc A A,A,...A, nam trong mat phang () va diém S ¢ (). Lan lugt ndi diém S véi
cacdinh A, A, A,, .., A tadugc n tam gidc SA,A,, SA,A,, .., SA _A,. Hinh gdm da gidc

1727 24737
AAA,...A Vantamgiac SAA,, SAA,, .., SA A, duoc goi la hinh chop, ki hi¢u hinh chdp
nay la S.A /A A,...A,. Khi do ta goi:
« S ladinh cuaa hinh chop.
. AAA,..A lamatday cua hinh chop.

1772773

- Cactamgiac SAA,, SAA,, .., SA A goi la mat bén.

1° 27 24737
« SA,, SA,, SA,, .., SA dugc goi la cac canh bén.
Ta goi hinh chép c6 day 1a tam giac, tr gidc, ngil giéc...., 1an luot 1a hinh chép tam giac, hinh
chop tir giac, hinh chop ngii giac , ....
— Cho bén diém A, B, C, D khong dong phang. Hinh gém 4 tam gidc ABC, ACD, ABD Vi
BCD goi la hinh tir dién (hay goi la tir dién) va duoc ki hiéu la ABCD.
. Cacdiém A, B, C, D la bbn dinh cua ti dién.
. Cac doan thang AB, BC, CD, DA, CA, BD goi la cac canh cua ta dién.
. Hai canh khong di qua mét dinh goi 12 hai canh d6i dién cua tt dién.
« Cactam gidc ABC, ACD, ABD, BCD goi la cac mat cua tir dién.
Hinh tt dién c6 bon mit 1a cac tam giac déu goi 1a hinh tir dién déu.

A Y

¢ B
Hinh chdp tam gidc ( tir dién )

C
Hinh chop tir gide
R

B L
Hinh chdp tir gide cd day 14 hinh thang

B C
Hinh chop tir gidc co day 1a hinh binh hianh

5. Cac dang toan thwong gap
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@ /. /(% ‘ao luyén cia hai mdl phi éfm tuyén loai /
wy Jeao iy GO Uy

— Tim hai diém chung phan biét cia hai mat phang.
— Puong thang ndi hai diém chung d6 1a giao tuyén cta ching.

Vi du 1. Cho ttr dién SABC. Goi M, N lan luot 1a hai diém trén canh AB va BC sao cho MN
khong song song vai AC.

M

B
Tim giao tuyén cua céc cap mat phang sau:
a) (SMN) Va (SAC). b) (SAN) VA (SCM).
Vidu 2. Cho tir dién SABC. Goi K, M lan luot 13 hai diém trén canh SA va SC. Goi N 1 trung
diém cua canh BC.

B
Tim giao tuyén cua cac cap miat phang sau:
a) (SAN) va (ABM). b) (SAN) va (BCK).
Vi du 3. Cho hinh chép S.ABCD, trong d6 mit day ABCD c6 cac cap canh d6i khéng song song.
Goi diém M thudc canh SA.

B
Tim giao tuyén cua cac cap miat phang sau:
a) (SAC) va (SBD).
b) (SAB) va (SCD).
¢) (MBC) va (SAD).
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Bai 1.

Bai 2.

Bai 3.

Bai 4.

Bai 5.

Bai 6.

Bai 7.

Bai 8.

Bai 9.

Bai 10.

Cho hinh chép S.ABCD c6 day ABCD la ta giac 16i. Tim giao tuyén cua cac cip mat
phing sau dy:

a) (SAB) VA (SAC). b) (SAC) va (SBD).

C) (SAB) Va (SCD). d) (SAD) va (SBC).

Cho hinh chép S.ABCD c6 déy 1a hinh thang voi AB||CD va AB>CD. Lay diém M nam
trén doan BC. Tim giao tuyén caa cac cap mat phang sau day:

a) (SAC) va (SBD). b) (SAD) va (SBC).

c) (SAM) va (SBD). d) (SDM) va (SAB).

Cho hinh chdp S.ABCD c6 day ABCD lata giac 16i. Trén canh SA lay diém M. Tim giao
tuyén cua cac cip mit phiang sau day:

a) (SAC) va (SBD). b) (BCM) va (SAD).

) (CDM) va (SAB). d) (BDM) va (SAC).

Cho hinh chép S.ABCD ¢6 day ABCD 1a hinh binh hanh. Trung diém cua CD 1a M. Tim
giao tuyén cuia cac cap mat phang sau day:

a) (SAC) va (SBD). b) (SBM) va (SAC).

c) (SBM) va (SAD). d) (SAM) va (SBC).

Cho hinh chép S.ABCD ¢6 day ABCD la hinh thang véi AB||CD va AB>CD. Liy diém
M nam trén doan SA. Hay tim:

a) (BDM)N(SAC)=? b) (BCM)(SAD)=?

¢) (BCM)~(SCD)=?

Cho hinh chép S.ABCD c¢6 day ABCD la hinh binh hanh tim O. Ly diém M trén canh
SA, trung diém CD la N. Tim giao tuyén cia cac cap mat phang sau:

a) (BMN) va (SAC). b) (BMN) va (SAD).

c) (MCD) va (SBD). d) (MCD) va (SAB).

Cho hinh chép S.ABCD cé day la tr giac ABCD c6 hai canh d6i dién khdng song song.
Liy diém M thudc mién trong tam giac SCD. Tim giao tuyén cua cac cap mat phang sau
day:

a) (SBM) va (SCD). b) (ABM) va (SCD).

c) (ABM) va (SAC).

Cho hinh chép S.ABCD c6 ddy ABCD la tt giac 16i. LAy I thudc canh SA, J thudc canh
SB sao cho I] khong song song véi AB. Ly diém K trong tir gidc ABCD. Tim giao tuyén
cua cac cap mat phang sau:

a) (IK) va (ABCD). b) (IJK) va (SAB).

¢) (IJK) Va (SAD). d) (IJK) va (SAC).

e) (IJK) va (SBD).

Cho hinh chdp S.ABC. Trén canh SA, SC lay M, N sao cho MN khdng song song AC.
Goi K la trung diém BC. Tim giao tuyén cua cac cap mat phang:

a) (MNK) va (ABC). b) (MNK) va (SAB).

Cho hinh chdp S.ABC. Trén canh SA, SC lay M, N sao cho MN khdng song song AC.
Goi O la diém nam mién trong tam gidc ABC. Tim giao tuyén caa cac cap mat phang sau

day:
a) (MNO) va (ABC). b) (MNO) va (SAB).
c) (SMO) va (SBC). d) (ONC) va (SAB).
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Bai 11.

Bai 12.

Bai 13.

Bai 14.

Bai 15.

Bai 16.

Bai 17.

Bai 18.

Bai 19.

Cho t& dién ABCD c6 M la diém trén canh AB, N la diém trén canh AD sao cho
MB=2MA, AN =2ND. Goi P la diém nam trong tam giac BCD. Tim giao tuyén cua cac
cap mat phang sau:

a) (CMN) va (BCD).

b) (MNP) va (SAD).

) (MNP) va (ABC).

Cho ti dién ABCD. Goi M 1a diém nam trong tam giac ABC, N 1a diém nam trong tam
gidc ACD. Tim giao tuyén cua c4c cip mit phang sau day:

a) (CDM) va (ABD).

b) (BCN) va (ABD).

¢) (CMN) va (BCD).

Cho tir dién SABC. Lay diém E, F lan luot trén doan SA, SB va diém G 1a trong tam giac
ABC. Hay tim;

a) (EFG)N(ABC)=?

b) (EFG)N(SBC)=?

¢) (EFG)N(SGC)=?

Cho hinh chép S.ABCD. Hai diém G, H lan luot la trong tim ASAB, ASCD. Tim:

a) (SGH)N(ABCD)=? b) (SAC)N(SGH)=?

C) (SAC)N(BGH)=? d) (SCD)~(BGH)=?

Cho hinh chop S.ABCD c¢6 day ABCD la hinh thang c6 AB song song CD. Goi I la giao
diém cua AD va BC. Lay M thudc canh SC. Hay tim:

a) (SAC)N(SBD)=?

b) (SAD)N(SBC)=?

c) (ADM)N(SBC)="?

Cho hinh chdp S.ABCD c6 day la ti giac 16i. Goi hai diém M, G lan luot Ia trong tam
ASAD, ASAD, N €SG, P nam trong ta giac ABCD. Hay tim:

a) (MNP)N(ABCD)=?

b) (MNP)N(SAC)=?

C) (MNP)N(SCD)=?

Cho hinh chép S.ABCD day 14 hinh binh hanh tam O. Goi M, N, P lan luot 1a trung diém
cac canh BC, CD, SA. Hay tim:

a) (MNP)~(SAB)=? b) (MNP)~(SAD)=?

) (MNP)~(SBC)=? d) (MNP)N(SCD)=?

Cho hinh chép S.ABC. Goi H, K lan luot 1a trong tim ASAB, ASBC va M 1a trung diém
AC, I eSM sao cho SI >SM. Hay tim:

a) (IHK)N(ABC)=? b) (IHK)(SBC)=?

Cho tir dién SABC. Goi D, E, F lan luot 1a trung diém cia AB, BC, SA.

a) Tim giao tuyén SH cua hai mit phang (SCD) va (SAE).

b) Tim giao tuyén CI cua hai mat phang (SCD) va (BFC).

c) SH va CI c6 cat nhau khdng ? Giai thich 2 Néu ¢, goi giao diém d6 1a O, ching

minh IH//SC. Tinhti s 2.
0s
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@W 2. Yom géao diém cia W %dvlzy oa Wﬂﬁ’%

Mudn tim giao diém cua duong thang d va mat phang («), ta lam nhu sau:
Bwéc 1. Tim mot mat phang phu () chtra d sao cho dé tao giao tuyén véi ().
M3t phang nay thudng xac dinh boi d va mot diém cua (a).

Buéc 2. Tim giao tuyén u cua (a) va (B).
Bwéc 3. Trong (B), d cat u tai I, ma b (). Vay d cit () tai 1.

Vidu 4. Cho tir dién SABC c6 M 1a diém nam trén tia d6i cua tia SA, O 1a diém nam trong tam
giac ABC.

Tim cac giao diém caa duong thang:
a) BC Véi (SOA).
b) MO vdéi (SBC).
c) AB véi (MOC).
d) SB véi (MOC).
Vidu5. Cho tirdién SABC c6 hai diém M, N lan luot thudc hai canh SA, SB va O la diém nam
trong tam giac ABC.
Xéc dinh cac giao diém sau:
a) AB Véi (SOC).
b) MNA(SOC).
c) SON(CMN).
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Bai 20.

Bai 21.

Bai 22.

Bai 23.

Bai 24.

Bai 25.

Bai 26.

Bai 27.

Bai 28.

Bai 29.

Bai 30.

Cho hinh chép S.ABC. Trén canh SA ldy M sao cho SA =3SM, trén canh SC lay diém
N sao cho SC =2SN. biém P thudc canh AB. Tim giao diém cua:

a) MN va (ABC). b) BC va (MNP).

Cho tir dién ABCD. Goi M, N la trung diém cia AC va BC. Lay diém P trén canh BD
sao cho PB> PD. Tim giao diém cua:

a) CD va (MNP). b) AD va (MNP).

Cho tt dién ABCD. Trén AC va AD lan luot lay cac diém M, N. Goi P 1a diém thuoc
mién trong cua tam gidc BCD. Tim giao diém:

a) MN va (BCD). b) AP va (BMN).

Cho hinh chép S.ABCD c6 day hinh binh hanh tdm O. Trén SA, SB lan luot lay hai diém
M va N. Hay tim:

a) SON(CMN)=? b) (SAD)N(CMN)=?

Cho hinh chdp S.ABCD c¢6 day hinh binh hanh tam O. Goi G la trong tdm tam giac SAB.
Hay tim:

a) (SGC)N(ABCD)=? b) ADN(SGC)=?

c) SON(SGB)=? d) SDN(BCG)=?

Cho hinh chép S.ABCD véi ABCD 13 hinh binh hanh. Goi M 1a diém lay trén canh SB, N
1a diém lay trong ASCD. Hay tim giao diém cua:

a) MN Véi (ABCD). b) SC véi (MAN).

c) SD véi (MAN). d) SA voi (CMN).

Cho tir dién SABC. Lay diém M trén canh SA. LAy N, P lan luot nam trong cac tam giac
SBC va ABC.

a) Tim giao diém cua MN Véi (ABC).

b) Tim céc giao diém cua (MNP) véi AB, SB, AC, SC.

¢) Tim céac giao diém ciia NP V&i (SAB), (SAC).

Cho hinh chép S.ABCD c6 day ABCD 1a hinh thang, day 16n AB. Goi I, | 14 trung diém
SA va SB. Lay diém M tly y trén SD. Tim giao diém cua:

a) IM va (SBC).

b) JM va (SAC).

c) SC va (IJM).

Cho hinh chép S.ABCD c6 day ABCD la hinh thang vai day 16n AB. Goi I, J, K la ba
diém nam trén canh SA, AB, BC.

a) Tim giao diém cua IK véi (SBD).

b) Tim céc giao diém cua (IJK) véi SD va SC.

Cho hinh chop S.ABCD ¢ ddy ABCD Ia hinh binh hanh. Goi M 1a trung diém SB, N 13
trong tdm ASCD. Xac dinh giao diém cua:

a) MN va (ABCD). b) MN va (SAC).

c) SC va (AMN). d) SA va (CMN).

Cho hinh chdp S.ABCD. Goi M, N lan luot 1a trung diém ctia canh SA, SD va P 1a diém
thuoc canh SB sao cho SP =3PB.

a) Tim giao diém Q cua SC va (MNP).

b) Tim giao tuyén (MNP) va (ABCD).
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Bai 31.

Bai 32.

Bai 33.

Bai 34.

Bai 35.

Bai 36.

Bai 37.

Bai 38.

Bai 39.

Cho ta dién ABCD. Trén AC va AD lan luot lay cac diém M, N sao cho M, N khong
song song véi CD. Goi O la diém thuoc mién trong ABCD. Tim giao diém cua duong
thang:

a) BD va (OMN). b) BC va (OMN).

c) MN va (ABO). d) AO va (BMN).

Cho hinh chép S.ABCD. Goi M, N lan luot 14 trong tm cua tam giac SAB va SCD. Xac
dinh giao diém cua:

a) BD va (SMN). b) MN va (SAD).

c) SD va (BMN). d) SA va (CMN).

Cho tir dién SABC. Goi I, J lan luot 1a trung diém cua SA, BC. Ly diém M trén doan
1], lay N trén canh SC.

a) Tim H=SM (ABC). b) Tim K=CMN(SAB).

c) Tim L=MN (ABC). d) Tim P =AM ~(SBC).

Cho tt dién OABC. Goi M, N, P lan luot 13 trung diém cia OA, OB va AB. Trén canh
OC lay diém Q sao cho OQ >QC. Goi G latrong tam tam giac ABC.

a) Tim E=BCn(MNQ).

b) Tim F=CP~(MNQ).

c) K=BGn(MNQ).

Cho hinh chép S.ABCD c6 day ABCD la hinh binh hanh tim O. Goi M 1a trung diém
cua SB va G latrong tdm cua tam giac SAD.

a) E=SAN(OMG).

b) F=ADA(OMG).

c) K=GMn(ABCD).

Cho hinh chép S.ABCD c6 day ABCD la hinh binh hanh tam O. Goi M, N 14 hai diém
lan lugt nam trong tam giac SAB va SAD.

a) E=MNn(ABCD). b) F=AB~(OMN).

c) H=SAN(OMN). d) K=CDn~(OMN).

Cho tir dién SABC, lay diém M 1a trung diém SA, lay diém N la trong tim ASBC va P
nam trong AABC. Tim giao diém cua:

a) I=MNN(ABC).

b) SBA(MNP)=?

c) SCA(MNP)=?

d) NPA(SAB)=?

e) Tugiac ABIC lahinhgi?

Cho hinh chép S.ABCD c¢6 day ABCD la hinh binh hanh, M 1a trung diém caa SD.

a) Tim I=BMn(SAC). Chung minh: Bl =2IM.

b) Tim E=SAN(BCM). Chitng minh: E 1a trung diém cta SA.

Cho tr dién ABCD. Goi I va J lan luot 13 trung diém cia AC va BC. Trén canh BD lay

diém K sao cho BK =2KD.
a) Tim giao diém E cua duong thang CD va (IJK). Chiing minh: DE = DC.

b) Tim giao diém F cia duong thang AD va (IJK). Tinh ti sé %-
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Bai 40.

Bai 41.

Bai 42.

Bai 43.

Bai 44.

Bai 45.

Bai 46.

Cho ta dién ABCD. Goi I, M lan luot 14 trung diém cua AB va BC, G la trong tdm tam
giac ACD.

a) Tim P=CDnN(IMG). b) Tinh ti sé: %-

Cho hinh chdp S.ABC c6 G la trong tam tam gidc ABC. Goi M 1a diém trén canh SA sao
cho MA=2MS, K la trung diém BC va D 1a diém ddi xing cia A qua G.

a) Tim H=SK(MCD). b) Tinh ti s %

Cho hinh chép S.ABCD c6 day ABCD la hinh binh hanh. Goi M, N lan luot 14 trung
diém cua SA va CD.

a) Tim giao diém E cta AD V6i (BMN).

b) Tim giao diém F cua SD va (BMN). Chirng minh rang: FS=2FD.

Cho hinh chop S.ABCD c6 day ABCD la hinh thang, day 16n AB va AB=2CD. Goi
I, J, K lan luot 1 trung diém cua cac canh SA, AB, BC.

a) Tim giao diém cua IK va (SBD).

b) Tim giao diém F cta SD va (JJK). Tinh ti s6 %

c) Tim giao diém G cia SC va (IJK). Tinh ti s %

Cho tt dién ABCD. Goi I va | lan luot 14 trung diém cua AC va BC. Trén canh BD lay

diém K sao cho BK =2KD.

a) Tim giao diém E cua CD Vi (IJK). Chang minh: DE = DC.

b) Tim giao diém F cua AD véi (IJK). Chang minh: FA=2FD va FK||I].

c) Goi M va N 1a hai diém bat ki lan luot nam trén hai canh AB va CD. Tim giao diém
cua MN véi (IJK).

Cho hinh chép S.ABCD ¢6 day ABCD la hinh chit nhat tam O. Goi M 1a trung diém cua

SB, N la diém thuoc doan SD sao cho SN =2ND.

a) Tim giao tuyén cua hai mat phang (SBD) va (SAC).

EN

o

¢) Tim giao diém K cua duong thang SC va mat phang (AMN). Goi | giao diém cua

b) Tim giao diém E cua duong thang MN va mat phang (ABCD). Tinh

AK va SO. Tinh ti sé: K.
JA

Cho hinh chop S.ABCD c¢6 day ABCD la hinh thang AB day l6n va AB=3CD. Goi N la
trung diém cia CD, M 1a diém trén canh SB thoa SM =3MB, diém I trén canh SA va
thoa AI =3IS.

a) Tim giao diém cua duong thaing MN Véi (SAD).

b) Goi H la giao diém ctia CB véi (IMN). Tinh ti s6 g—g-
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Ta tim cac doan giao tuyén ndi tiép nhau cua mat phang () véi hinh chop cho dén khi khép
kin thanh mot da giac phang. Pa giac d6 1a thiét dién can tim va cac doan giao tuyén chinh 1a
cac canh cua thiét dién.
Vidu 6. Cho tir dién ABCD. Trén cac doan CA, CB, BD cho lan luot cac diém M, N, P sao cho
MN khong song song véi AB. Goi () 12 mat phiang xéac dinh bai ba diém M, N, P. Dung
thiét dién tao boi (o) va t dién ABCD.

Vidu 7. Cho ta dién SABC. Goi O la diém thuoc mién trong tam gidc ABC. Goi M, N lan luot
1a hai diém nam trén hai canh SA va SC sao cho MN khdng song song véi AC. Tim thiét
dién do (MNO) cit tt dién SABC.

Bai 47. Cho hinh chép S.ABC. Trén canh SA, SB lan luot lay M, N sao cho MN khéng song
song véi AB. Goi P 1a diém thuoc mién trong tam giac ABC. Xac dinh giao tuyén cua
(MNP) va (ABC). Tir d6 suy ra thiét dién khi cat hinh chép boi mat phang (MNP).
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Bai 48.

Bai 49.

Bai 50.

Bai 51.

Bai 52.

Bai 53.

Bai 54.

Bai 55.

Bai 56.

Bai 57.

Bai 58.

Cho tu dién SABC. Goi K, N trung diém SA, BC va M la diém thudc doan SC sao cho
3SM =2MC.
a) Tim thiét dién caa hinh chop va mat phang (KMN).

b) Mit phang (KMN) cit AB tai I. Tinh ti s6 %-

Cho ti dién ABCD. Trén AB lay diém M. Diém N trén BC théoa BN =2NC, P latrung

diém CD. Xac dinh thiét dién khi cat boi (MNP).

Cho hinh chép S.ABCD c6 day ABCD 14 hinh thang day 16n AD. L4y M trén canh SB.

Tim thiét dién cat boi (AMD).

Cho hinh chép S.ABCD c6 day ABCD la hinh binh hanh. Goi M, N, P 1a cac diém lan

luot trén cac canh CB, CD, SA. Tim thiét dién caa hinh chép voi (MNP).

Cho hinh chép S.ABCD c6 day ABCD 1a hinh thang day 1én AD. Goi H, K 1a trung diém

cua SB va AB, M la diém lay trong hinh thang ABCD sao cho dudng thang KM cit hai

duong thang AD, CD. Tim thiét dién caa hinh chép véi (HKM).

Cho hinh chép S.ABCD c6 ddy ABCD 1a hinh thang ddy 16n AB, ldy M, N lan luot trén

cac canh SC, SD. Tim thiét dién cua hinh chop véi (ABM) va (AMN).

Cho hinh chép S.ABCD ¢6 day ABCD la hinh binh hanh. Goi H, K 1a trung diém BC va

CD. Ly M bat ki trén canh SA. Tim thiét dién caa hinh chép véi (MHK).

Cho hinh ch6p S.ABCD c¢6 day ABCD la hinh thang véi AB||CD, AB>CD. Goi I, |

theo thu ty 13 trung diém cua cac canh SB va SC.

a) Xac dinh giao tuyén cua hai mat phang (SAD) va (SBC).

b) Tim giao diém cua dudng thang SD Véi (AI)).

) Xac dinh thiét dién cua hinh chép S.ABCD cat bai mat phang (AI)).

Cho tt dién déu ABCD c6 canh bang a. Goi I 1a trung diém cta AD, | 1a diém ddi xtng

véi D qua C, K 1a diém d6i xang véi D qua B. Xéc dinh thiét dién caa hinh ta dién khi

cat boi mat phang (IJK) va tinh dién tich caa thiét dién nay.

Cho hinh chdp S.ABCD. Liy mot diém M thudc mién trong tam giac SBC. Liy mot diém

N thudc mién trong tam giac SCD.

a) Tim giao diém cta MN Véi (SAQC).

b) Tim giao diém cua SC vé6i (AMN).

c¢) Tim thiét dién cua hinh chdp S.ABCD véi (AMN).

Cho hinh chép S.ABCD cé day ABCD la hinh binh hanh tim O. Goi M 1a trung diém

cua SB, G latrong tdm tam giac SAD.

a) Tim giao diém I cia GM Véi (ABCD). Chiing minh I & trén duong thang CD va
IC =2ID.

A

/D

KA

el

d) Tim thiét dién tao béi (OMG) véi hinh chép S.ABCD.

b) Tim giao diém | cua (OMG) véi AD. Tinh ti sé:

c) Tim giao diém K ciia (OMG) Véi SA. Tinh ti so:
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Bai 59.

Bai 60.

Bai 61.

Bai 62.

Bai 63.

Cho hinh chép S.ABCD ¢6 day ABCD la hinh binh hanh tdm O. Goi M, N, P lan luot

1a trung diém cua SB, SD va OC.

a) Tim giao tuyén ciia (MNP) Véi (SAC) va (ABCD).

b) Tim giao diém cua SA va (MNP).

) Xac dinh thiét dién cua hinh chép véi (MNP). Tinh ti s6 ma (MNP) chia cac canh
SA, BC va CD.

Cho hinh chop S.ABCD c¢6 day ABCD la hinh binh hanh. Goi K latrong tdm cua tam giéc

SAC va I, ] lan luot 1a trung diém cua CD va SD.

a) Tim giao diém H cua duong thang IK véi mit phang (SAB).

b) Xéc dinh thit dién tao bsi mat phing (1K) vai hinh chop.

Hinh chép S.ABCD c6 ddy ABCD khong 1 hinh thang, diém P nam trong tam gi4c SAB

va diém M thudc canh SD sao cho MD =2MS.

a) Tim giao tuyén caa hai mat phang (SAB) va (PCD).

b) Tim giao diém cua SC voi mat phang (ABM).

c) Goi N latrung diém cua AD. Tim thiét dién tao bai (MNP) va hinh chop.

Cho hinh chép S.ABCD c¢6 day ABCD la hinh binh hanh tam O.

a) Tim giao tuyén cua hai mat phang (AMN) va (SCD).

b) Trén cac canh SB, SD ta lan luot lay cac diém M va N thoa SM_1a 5N _2

SB 3 SD 3

Tim giao diém I caa SC va mat phang (AMN). Suy ra thiét dién cua mat phang
(AMN) va hinh chop S.ABCD.

¢) Goi K 1a giao diém caa IN va CD. Tinh ti s6 %

Cho hinh chép S.ABCD ¢6 day ABCD la hinh binh hanh thm O. Goi M, N lan luot &
SM 1 ., SN 2

hai diém trén hai canh SB, SD sao cho =—=— va =—==.
SB 3 SD 3

a) Tim giao diém I cia SC vai mat phang (AMN). Suy ra thiét dién caa hinh chdp bi
cit boi mat phang (AMN).

b) Goi K 1a giao diém cia IN va CD. Tinh ti sé: %.
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@W 4. C@Zwﬂymmé fwcﬁ%c&%@gla/

Pinh li Ceva
Cho AABC va céac diém A’, B', C' lan lugt thudc cac canh BC, CA, AB. Khi d6 AA’, BB, CC'

déng quy khi va chi khi

Bai 64.

Bai 65.

Bai 66.

Bai 67.

Bai 68.

Bai 69.

A'B BC C'A_1
AC'BA'CB

Cho t& dién ABCD. Lay M, N, P lan luot trén c4c canh AB, AC, BD sao cho MN cit

BC tai I, MP cat AD tai J. Chitng minh: PI, NJ, CD d6ng quy.

Cho hinh chdp S.ABCD c6 day ABCD lati gi4c 16i. LAy M trén canh SC. Goi N la giao

diém cua SB va (ADM). Goi O la giao diém AC va BD. Chang minh rang SO, AM, DN

déng qui.

Cho hinh chép S.ABCD. Trén canh SC lay mot diém E khéng tring véi S va C.

a) Tim giao diém F cua duong thang SD véi (ABE).

b) Giasit AB khdng song song véi CD. Hay ching minh ba duong thang AB, CD, EF
dong qui.

Cho hinh chép S.ABCD c6 AB khéng song song CD. Goi M 1a trung diém SC va O la

giao diém AC voi BD.

a) Tim giao diém N cua SD Vé6i (MAB).

b) Chitng minh ring ba duong thang SO, AM, BN d6ng quy.

Cho hinh chép S.ABCD c¢6 ABNCD=E va ADNBC=K. Goi M, N, P lan luot la trung

diém cia SA, SB, SC.

a) Tim giao tuyén cia (SAC) va (SBD).

b) Tim giao tuyén cua (MNP) va (SBD).

c) Tim giao diém cia Q cua SD va (MNP).

d) Goi H=MNnNPQ. Chiing minh: S, H, E thang hang.

e) Chuang minh: SK, QM, NP dong quy.

Cho tt dién SABC véi I trung diém cua SA, J 14 trung diém caa BC. Goi M 1a diém di

dong trén IJ va N 1a diém di dong trén SC.

a) Xac dinh giao diém P cua MC va (SAB).

b) Tim giao tuyén cia (SMP) va (ABC).

c¢) Tim giao diém E cua MN va (ABC).

d) Goi F=INNAC. Ching minh rang duong thang EF ludn di qua mot diém cd dinh
khi M, N di dong.
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Dang 5. ( Ching mink ba dicm thing hing

Pinh Ii Menelaus

Cho AABC va céc diém A’, B', C' lan luot thudc cac canh BC, CA, AB sao cho:
e Hoic cabadiém A’, B, C' déu nam trén duong kéo dai cua ba canh;
e Hoic mot trong ba diém nam trén phan kéo dai cia mot canh va hai diém con lai nam trén
hai canh cua AABC.
AB BC CA_,

Khi d6 ba diém A’, B', C' thang hang khi va chi khi _— =1,
A'C'BA CB

R ' w-.____‘H - —

Bai 70. Cho ttr dién SABC. Trén cé4c canh SA, SB, SC lan luotlay M, N, P sao cho MN cét AB
tai I, NP cat BC tai | vd MP cat AC tai K. Chitng minh rang ba diém I, J, K thang
hang.

Bai 71. Cho tir dién ABCD c¢6 G latrong tam tam gidc BCD. Goi M, N, P lan luot 1a trung diém
cua AB, BC, CD.

a) Tim giao tuyén cua (ADN) va (ABP).
b) Goi I= AGAMP va ] =CM n AN. Chiing minh D, I, ] thang hang.

Bai 72. Cho hinh chdp S.ABCD c6 day ABCD la hinh binh hanh tdm O, hai diém M, N lan luot Ia
trung diém cua SB, SD, diém P thudc SC va khong 1a trung diém cua SC.

a) Tim giao diém ctia SO vé&i mat phang (MNP).

b) Tim giao diém cua SA véi mat phang (MNP).

¢) Goi F, G, H lan luot 1a giao diém cia QM va AB, QP va AC, QN va AD.
Chuang minh ba diém F, G, H thang hang.

Bai 73. Cho hinh chép S.ABCD c6 AD khéng song song véi BC. Lay M thudc SB va O la giao
diém AC véi BD.

a) Tim giao diém N cua SC vai (AMC).
b) Goi I= ANNDM. Chang minh S, I, O thang hang.

Bai 74. Cho hinh chép S.ABCD. Goi E, F, H lan luot 1a cac diém thuoc canh SA, SB, SC.

a) Tim giao diém K =SD ~(EFH).

b) Goi O=ACANBD va [ = EHNFK. Chang minh: S, I, O thang hang.

¢) Goi M=ADNBC va N =EKNFH. Chiing minh: S, M, N thang hang.
d) Goi P=ABNCD va Q=EFHK. Chitng minh: A, P, Q thang hang.

92



Bai 75.

Bai 76.

Bai 77.

Bai 78.

Bai 79.

Bai 80.

Bai 81.

Bai 82.

Cho t& dién ABCD. Goi M, N, P lan lugt 1a cac diém thuoc canh AB, AC, BD va
MNANBC=1, MPNAD =], NJnIP =K. Chitng minh: C, D, K thang hang.
Cho hinh chép S.ABCD. Goi I va J 14 hai diém trén hai canh AD, SB.
a) Tim giao tuyén cua (SBI) va (SAC). Tim giao diém K cua IJ va (SAC).
b) Tim giao tuyén cua (SBD) va (SAC). Tim giao diém L cia DJ va (SAC).
¢) Goi O=ADANBC, M=0]SC. Chitng minh rang: A, K, L, M thang hang.
Cho tir gidc ABCD 6 céc canh dbi doi mot khong song song va diém S ¢ (ABCD). Lay
diém I thuoc canh AD, lay diém J thuoc canh SB.
a) Tim K=I ~(SAC) va L=DJN(SAC).
b) Goi O=ADANBC, M=0]NSC. Chttng minh rang: K, L, M thang hang.
Cho hinh chép S.ABCD ¢6 day ABCD la hinh binh hanh tdm O. Goi M, N lan luot Ia
trung diém cua SA, SC.
a) Tim giao tuyén cua (BMN) V&i cac mat phiang (SAB) va (SBC).
b) Tim I=SON(BMN) va K =SD ~(BMN).
¢) Tim E= ADA(BMN) va F=CD ~(BMN).
d) Chang minh rang ba diém B, E, F thang hang.
Cho hinh chép S.ABCD. Goi M, N 1a 2 diém lan luot ndm trén 2 canh BC va SD.
a) Tim giao diém I cua BN va (SAC).
b) Tim giao diém J cua MN va (SAC).
¢) Chang minh: I, J, C thang hang.
d) Xac dinh thiét dién cua mat phang (BCN) véi hinh chop.
Cho tir dién ABCD ¢6 K 1a trung diém caa AB. Lay I, ] lan luot thuéc AC, BD sao cho
IA=2IC va JB=3]D.
a) Tim giao diém E cta AD va (IJK).
b) Tim giao tuyén d cua (IJK) va (BCD).
¢) Goi O lagiao diém cua d véi CD. Chang minh: I, O, E thang hang.
Ol ocC

d) Tinh cactisé — va —
OE OD

Cho hinh chép S.ABCD c¢6 day ABCD la hinh thang, AD la day 16n va AD =2BC. Goi
M, N lan luot 1a trung diém cua SB, SC vd O = AC N BD.

a) Tim giao tuyén cia (ABN) va (SCD).

b) Tim giao diém P cua DN va (SAB).

c) Goi K=ANNDM. Chang minh: S, K, O thang hang. Tinh ti so: %

Cho hinh chop S.ABCD c6 day ABCD 1a hinh binh hanh tam O. Goi M, N Ian luot Iz
trung diém cua SA, SC. Goi (P) la mat phang qua M, N va B.

a) Tim giao tuyén cua (P) véi cac mit phang (SAB), (SBC), (SAD), (SDC).

b) Tim I=SON(P), K=SDA(P), E= DAN(P), F=DCA(P).

¢) Chang to rang ba diém: E, B, F thang hang.
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DX . 9 5 . N 2
1. Vi tri twong doi cia hai dwong thang phan biét
Cho hai dudng thang phan biét a va b.

ix

YA

— Hai dudng thing goi 1a ddng phang néu ching ciing nam trong mot mit phang.
— Hai dudng thang goi 1a chéo nhau néu chung khong dong phang.
— Hai dudng thiang goi 1a song song néu chiing déng phing va khong c6 diém chung.

2. Tinh chat hai dwong thang song song

Tinh chat 1. Trong khong gian, qua mot diém khdng nam trén duong thang cho trudc, c6 mot va
chi mot duong thang song song véi dudng thang da cho.

Tinh chat 2. (Pinh Iy vé giao tuyén cia ba mit phang).
Néu ba mat phang phan biét doi mot cit nhau theo ba giao tuyén phan biét thi ba giao tuyén
ay hodc ddng quy hoic d6i mot song song vai nhau.

? N | =l
e e
Hé qua. Néu hai mit phang phan biét 1an luot chira hai duong thiang song song thi giao tuyén
cta chiing (néu c6) cling song song v4i hai duong thang d6 hoac triing véi mot trong hai duong
thang do.

e e T -~
-~ - - - -
-~ [ -~ [ d
d ' d 1
‘.I "
d' ,
d" d d
-L-.___ " -~ -
e - | - - - T
- T - — -~ -
- - - -
o~ -I__.-'-’-. -
e - -

Tinh chat 3.
Hai duwong thang phan biét cling song song véi duong thang thir ba thi song song véi nhau.
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3. Chitrng minh hai dwong thang song song

Céch 1. Chimg minh hai duong thang a, b dong phang, roi dung cac dinh ly trong hinh hoc phang,
chang han dinh Iy dudng trung binh, dinh 1y dao Thales,... dé chitng minh a//b.

Céch 2. Chung minh hai duong thang d6 cling song song vai duong thang thir ba.

Cu thé: chung minh: cla_, a/lb.
c//b
Céch 3. Ap dung dinh 1y vé giao tuyén cua ba mat phang va hé qua caa né.
b//c allbllc

Chang han: chiing minh: {bc(a), cc(B)=|a=b
()N (f)=a a=c
Vidu 1. Cho t&r dién ABCD ¢6 I, J lan luot la trong tdm cua tam gidc ABC va ABD.
Chuang minh rang: Ij //CD.

Vi du 2. Cho ti dién ABCD. Goi M, N, P, Q, R, S lan luot 1a trung diém cta AB, BC, AD,
AC, BD. Chiang minh MNPQ I3 hinh binh hanh. Tir @6 suy ra ba doan thing MN, PQ, RS
cit nhau tai trung diém G cua mdi doan.

Nhan xét. Biém G trong vi du 2 & trén duoc goi 12 trong tdm cua ta dién.
——  Trong thm cua tir dién 1a diém dong qui cia cac ni trung diém cia cac canh ddi, no ciing
1a trung diém cua c4c canh nay.
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4. Tim giao tuyén caa hai mit phiang chira hai dwong thang song song (Giao tuyén loai 2)
Ae(a)n(B)
Phwong phap giai: Jac(a), bc(B)= (a)N(B)=Ax VI Ax|lallb.
allb

Vidu 3. Cho hinhchép S.ABCD c6 day ABCD 1 hinh binh hanh. Piém M thudc canh SA. Biém
E, F lan luot 1a trung diém cua AB va BC.
a) Tim (SAB)(SCD) =?
b) Tim (MBC)N(SAD)=?
¢) Tim (MEF)N(SAC)=?
d) Tim ADN(MEF)=?
e) Tim SDA(MEF)=?
f) Thiét dién ciia (MEF) va hinh chép la hinh gi?

B F C

Vidu 4. Cho hinhchép S.ABCD. Mit day 1a hinh thang c6 canh ddy 16n AD, AB cit CD tai diém
K. Goi M 1a diém nam trén canh SD.

a) Tim d=(SAD)(SBC) va N = KM ~(SBC).
b) Chung minh rang AM ,BN va d dong qui.

5. Bai tap

Bai 83. Cho hinh chép S.ABCD c¢6 day ABCD la hinh binh hanh tam O. Goi M, N lan luot &
trung diém cua SA, SD. Ching minh:
a) MN//AD va MN//BC. b) MO//SC va NO//SB.

Bai 84. Cho hinh chép S.ABCD c¢6 day ABCD la hinh binh hanh tam O. Goi M, N lan luot &
trung diém cia AB, AD. Goi I, ], G lan luot la trong tm cua cac tam giac: SAB, SAD,
AOD. Chttng minh:
a) IJ// MN. b) IJ//BD va GJ//SO.
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Bai 85.

Bai 86.

Bai 87.

Bai 88.

Bai 89.

Bai 90.

Bai 91.

Bai 92.

Bai 93.

Cho hinh chép S.ABCD c6 day ABCD la hinh binh hanh tdm O va I 1a mot diém trén
canh SO.
a) Tim giao diém E va F cua mat phang (ICD) lan lugt véi cac dudng SA, SB.
Chang minh: EF // AB.
b) Goi K la giao diém cia DE va CF. Chtng minh: SK//BC.
Cho hinh chdp S.ABCD c¢6 ddy ABCD la hinh binh hanh. Goi M, N lan luot 13 trung diém
cua SA, SB. Goi P la mot diém trén canh BC. Tim giao tuyén cua:
a) (SBC) va (SAD).
b) (SAB) va (SCD).
c) (MNP) va (ABCD).
Cho ti dién SABC. Goi E va F lan luot 12 trung diém cta céc canh SB va AB, G la mot
diém trén canh AC. Tim giao tuyén cua c4c cip mat phang sau:
a) (SAC) va (EEC).
b) (SAC) va (EFG).
Cho ttr dién ABCD. Goi G va | lan luot Ia trong tdm cua tam gidc BCD va ACD.
a) Chuang minh: GJ// AB.
b) Tim (ABD)~(GJD)=?
Cho hinh chép S.ABCD c6 ddy ABCD 1a hinh thang day 16n AB. Goi E, F lan luot la trung
diém coa SA va SB.
a) Chang minh: EF //CD.
b) Tim I=AFN(SDC).
c) Chung minh: SI// AB//CD.
Cho t dién ABCD. Goi I, ] lan luot la trong tdm AABC, AABD va E, F lan luot 13 trung
diém BC, AC.
a) Chung minh: IJ//CD.
b) Tim (DEF)n(ABD)=?
Cho hinh chép S.ABCD c¢6 day ABCD la hinh binh hanh. Goi M 1a trung diém cua SC
va N latrong tdm cua tam giac ABC.
a) Tim I=SDN(AMN).
b) Chung minh: NI//SB.
c) Tim (AMN)N(SAD)=?
Cho hinh chép S.ABCD c6 day ABCD la hinh thang véi AD =2BC. Goi O la giao diém
cua AC va BD, K 1a trung diém SC, G la trong tdm cua tam giac SCD.
a) Chuang minh: OG|| BK.
b) Tim (ACG)(SBC)=?
Hinh chdp S.ABCD c6 O la tam cua hinh binh hanh ABCD, diém M thudc canh SA sao
cho SM =2MA, N 1a trung diém cua AD.
a) Tim giao tuyén cua cac mit phang (SAD) va (MBC).
b) Tim giao diém I cia SB va (CMN), giao diém ] cia SA va (ICD).

¢) Chimg minh ba duong thing ID, JC, SO ddng qui tai E. Tinh ti sé 5_(’:;
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Bai 94.

Bai 95.

Bai 96.

Cho hinh chop S.ABCD c¢6 day ABCD la hinh thang véi AD la day 16n va AD =2BC.
Goi M, N, P lan luot thuoc SA, AD, BC sao cho MA=2MS, NA=2ND, PC=2PB.
a) Tim giao tuyén cua cap mat phang sau: (SAD) va (SBC), (SAC) va (SBD).
b) Xac dinh giao diém Q cua SB Voi (MNP).
¢) Goi K trung diém ctia SD. Chirng minh: CK =(MQK) N (SCD).
Cho hinh chép S.ABCD c6 day ABCD la hinh binh hanh va O 1a giao diém hai duong
chéo AC va BD. Liy diém E trén canh SC sao cho EC =2ES.
a) Tim giao tuyén cua hai mat phang (SAB) va (SCD).
b) Tim giao diém M cua duong thang AE va mat phiang (SBD).
Chang minh M 1a trung diém cua doan thang SO.
Cho hinh chop S.ABCD ¢6 day ABCD I hinh binh hanh, goi M, N, P lan luot 1a trung
diém cua SD, CD, BC.
a) Tim giao tuyén ciia (SAC) va (SBC), (AMN) va (SBC).
b) Tim giao diém I cua (PMN) va AC, K cua (PMN) Va SA.
¢) Goi F la trung diém cua PM, chimg minh ba diém K, F, I thang hang
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1. Vi tri twong doi cia hai dwong thang phan biét
Cho duong thang 4 va mat phang (P). Co ba truong hop xay ra:

— Puong thang 4 va (P) c6 2 diém chung phan biét = d = (P).
— Puong thang d va (P) ¢6 1 diém chung duy nhat =d(P) = A.
— Puong thang d va (P) khong c6 diém chung nao = d|| (P).

d
/
% \ i %
P P P
Dinh nghia.

Puong thang 4 va mat phang (P) goi 1a song song véi nhau néu chiing khong c6 diém chung.

2. Cicdinh If
Pinh Ii 1. Néu duong thang 4 khong nam trong miat phang («) va d song song véi duong thang
d' nam trong () thi d song song Véi ().
Pinh Ii 2. Cho duong thang a song song véi mat phang (). Néu mat phang (B) chira a va cit
(«) theo giao tuyén b thi b song song véi a.
Hé qua: Néu hai mat phang phan biét cat nhau va ciing song song véi mot duong thang thi
giao tuyén cua ching (néu cd) ciing song song voi duong thang do.
Pinh Ii 3. Cho hai duong thang chéo nhau. C6 duy nhat mot mat phang chira duong thang nay va
song song véi dudng thang kia.

3. Chirng minh dwong thang a song song véi mit phiang (P)
allb
Phwong phap: Chang minh b < (P)= a//(P).
a & (P)
Vidu 1. Cho t& dién ABCD. Goi M va N lan luot 1a trong tdm cua cic tam gidc ACD va BCD.
Chang minh ring MN song song véi cac mit phang (ABC) va (ABD).
Vi du 2. Cho hinh chép S.ABCD c6 day ABCD la hinh binh hanh. Goi M, N lan luot la trung
diém cua cac canh AB va CD.

a) Chirng minh MN song song véi cac mit phang (SBC) va (SAD).

b) Goi E la trung diém cua SA. Chiang minh SB, SC déu song song véi (MNE).
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4. Tim giao tuyén cia hai mit phang
Phwong phap: Ap dung mot trong hai cach sau:
all(P)
Cach 1. {ac(Q) = (P)N(Q)=Mx//a.
Me(P)n(Q)
all(P)
Cach 2. {a//(Q) = (P)n(Q)=Mx//a
Me(P)n(Q)
Vidu 3. Cho tir dién ABCD c¢6 G latrong tdm AABC, M e canh CD véi MC =2MD.
a) Chuang minh: MG || (ABD).
b) Tim (ABD)~(BGM)=?
¢) Tim (ABD)N(AGM)=?

5. Tim thiét dién song song véi mét dwong thang

Phwong phap: Dé tim thiét dién ctia mat phang («) di qua mot diém va song song vai hai duong
thang chéo nhau hoic («) chira mot duong thang va song song vaoi mot duong thang, thuong

, Me(a)n(p)
su dung tinh chat sau: {d//(«) = ()N (B)=a/ld (V6I M ea).
dc(p)

Vi du 4. Cho tt dién SABC. Goi M, I lan luot 1a trung diém caa BC, AC. Mat (P) di qua diém
M, song song voi BI va SC. Xac dinh trén hinh vé cac giao diém cua (P) véi cac canh
AC, SA, SB. Tur d6 suy ra thiét dién cua (P) cat hinh chop.

6. Bai tap
Bai 97. Cho hinh chdp S.ABCD c¢6 day ABCD la hinh binh hanh tam O. Goi M, N lan luot Ia
trung diém SA, SD. Chang minh rang:

a) BC//(SAD). b) AD//(SBC).
c) MN//(ABCD). d) MN//(SBC).
e) MO//(SCD). f) NO//(SBC).

Bai 98. Cho hinh chép S.ABCD c¢6 day ABCD la hinh chir nhat. Goi G la trong tdm tam gidc SAD
va E 1a diém trén canh DC sao cho DC =3DE, I 1a trung diém AD.
a) Chang minh: OI//(SAB) va OI//(SCD).
b) Tim giao diém P cua IE va (SBC). Chang minh: GE//(SBC).
Bai 99. Cho hinh chép S.ABCD ¢6 day ABCD la hinh binh hanh. Goi M, N lan luot 14 trung
diém cua AB va CD.
a) Chirng minh: MN//(SBC) va MN //(SAD).
b) Goi P la diém trén canh SA. Chang minh: SB//(MNP) va SC// (MNP).
c) Goi G, I latrong tdm cua tam gidc ABC va SBC. Chang minh: GI//(SAB).
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Bai 100. Cho hinh chop S.ABCD c¢6 day ABCD 1a hinh thang day 16n AB, véi AB=2CD. Goi O
1a giao diém cua AC va BD, I la trung diém cua SA, G la trong tam cua tam gidc SBC
va E 1a mot diém trén canh SD sao cho 3SE =2SD. Chang minh:

a) DI//(SBC).
b) GO//(SCD).
c) SB//(ACE).
Bai 101. Cho hinh chép S.ABCD c6 day 14 hinh binh hanh tdm O. Goi M, N 1a trung diém cac
SIS 2

canh AB, AD. Goi I, ] thuoc SM, SN sao cho — = —-==. Chirng minh:
SM SN 3

a) MN//(SBD).
b) 1J//(SBD).

Bai 102. Cho t dién ABCD c6 G latrong tam cua tam gidc ABD va I 1a diém trén canh BC sao
cho BI = 2IC. Chang minh rang: IG//(ACD).

Bai 103. Cho t& dién ABCD. Goi G, P lan luot la trong tdm cua cac tam gidc ACD va ABC.
Chang minh rang: GP//(ABC) va GP //(ABD).

Bai 104. Cho hinh chép S.ABCD c6 day ABCD la hinh binh hanh, O 1a giao diém cia AC va
BD, M la trung diém SA.

a) Chang minh: OM //(SCD).
b) Goi («) la mat phang di qua M, ddng thoi song song véi SC va AD.
Tim thiét dién caa mit phang («) véi hinh chép S.ABCD.

Bai 105. Cho hinh ch6p S.ABCD ¢6 day ABCD 1a hinh thang day 16n AB. Goi M 1a trung diém
CD, () la mat phang qua M, dong thoi song song véi SA va BC. Tim thiét dién cua («)
vé6i hinh chép S.ABCD. Thiét dién 1a hinh gi ?

Bai 106. Cho hinh chép S.ABCD. Goi M, N thudc canh AB, CD. Goi () la mat phang qua MN
va song song SA.

a) Tim thiét dién cua () va hinh chap.
b) Tim diéu kién cia MN dé thiét dién la hinh thang.

Bai 107. Cho hinh chép S.ABCD cé ddy ABCD la hinh binh hanh. Goi M 14 trung diém ciia canh
SC va (P) la mat phiang qua AM va song song v&i BD.

a) Xac dinh thiét dién cua hinh chdp khi cat bai mat phang (P).
b) Goi E, F lan luot 14 giao diém cua (P) Vi cac canh SB va SD.

Tim ti s6 dién tich cia ASME vé&i ASBC va ti s6 dién tich cia ASME véi ASCD.
¢) Goi K la giao diém cta ME va CB, | 1a giao diém cua MF va CD.

Chang minh K, A, ] niam trén dudng thang song song véi EF va tim ti sb %

Bai 108. Cho ta dién ABCD. Goi M, N 1a hai diém lan lugt ndm trén hai canh BC va AD. X&c
dinh thiét dién cua ta dién cat bai mat phang (o) qua MN va song song Vi CD. Xéc dinh
Vi tri ciia hai diém M, N d thiét di¢n Ia hinh binh hanh.

Bai 109. Cho ti dién ABCD. Goi I, ] lan luot 1a trung diém cia AB va CD, M 1a mot diém trén
doan IJ. Goi (P) la mat phang qua M song song véi AB va CD.
a) Tim giao tuyén cia mat phang (P) va (ICD).
b) Xac dinh thiét dién caa t dién véi mat phang (P). Thiét dién 1a hinh gi ?
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Bai 110. Cho hinh chép S.ABCD c¢6 day ABCD la hinh binh hanh tdam O. Goi K va J lan luot 1a
trong tdm cua cac tam gidc ABC va SBC.
a) Chung minh KJ//(SAB)
b) Goi (P) la mat phang chira KJ va song song véi AD.
Tim thiét dién caa hinh chép cét bai mat phang (P).
Bai 111. Cho t&r di¢n ABCD. Goi G,,G, lan luot 13 trong tdm cua céc tam gidc ACD va BCD.
Ching minh rang: G,G, //(ABC) va G,G, // (ABD).
Bai 112. Cho hinh chép S.ABCD c¢6 day ABCD la hinh binh hanh. Goi G Ia trong tam cua
ASAB, I 1a trung diém AB, lay diém M trong doan AD sao cho AD =3AM.
a) Tim giao tuyén caa hai mat phang (SAD) va (SBC).
b) Pudng thang qua M va song song AB cat CI tai N. Chitng minh NG //(SCD).
c) Chang minh: MG//(SCD).
Bai 113. Cho hinh chép S.ABCD, day ABCD la hinh thang véi day 16n AD va AD =2BC. Goi
O la giao diém cua AC va BD, G latrong tam cia tam giac SCD.
a) Chang minh: OG//(SBC).
b) Cho M 1a trung diém cta SD. Chang minh: CM //(SAB).
¢) Goi I 1a diém trén canh SC sao cho 2SC =3SI. Chitng minh: SA //(BDI).
Bai 114. Cho hinh chop S.ABCD c¢6 day ABCD la hinh binh hanh. Goi M, N, P lan luot la trung
diém cua cac canh AB, AD, SB.
a) Chtng minh: BD//(MNP).
b) Tim giao diém cua (MNP) véi BC.
c¢) Tim giao tuyén caa hai mat phang (MNP) va (SBD).
d) Tim thiét dién cua hinh chop véi (MNP).
Bai 115. Cho tir dién ABCD. Goi M la diém thuoc BC sao cho MC =2MB. Goi N, P lan luot
1a trung diém cta BD va AD.
a) Chung minh: NP//(ABC).

b) Tim giao diém Q cua AC véi (MNP) vatinh %.

Suy ra thiét dién cuaa hinh chop bi cit boi (MNP).
c) Ching minh: MG//(ABD), véi G latrong tam cua tam giac ACD.
Bai 116. Cho hinh chop S.ABCD c6 ddy ABCD la hinh binh hanh, tam O. Goi M, N, P lan luot
1a trung diém ciia SA, BC, CD.
a) Tim giao tuyén cua hai mat phang (SAC) va (SBD), (SAB) va (SCD).
b) Tim giao diém E cia SB va (MNP).
c) Ching minh: NE//(SAP).
Bai 117. Cho t dién ABCD. Lay diém M trén canh AB sao cho AM =2MB. Goi G latrong tam
ABCD va I trung diém cia CD, H 1a diém d6i xting cua G qua I.
a) Chang minh: GD//(MCH).

b) Tim giao diém K cua MG Véi (ACD). Tinh ti sb g—]\lz
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Bai 118. Cho hinh chdp S.ABCD ¢6 day ABCD la hinh binh hanh. Goi I, K lan luot 13 trung diém
cua BC, CD.
a) Tim giao tuyén cua (SIK) va (SAC), (SIK) va (SBD).
b) Goi M la trung diém cua SB. Ching minh: SD//(ACM).

¢) Tim giao diém F cua DM va (SIK). Tinh ti s %.

Bai 119. Cho hinh chop S.ABCD c¢6 day ABCD la hinh binh hanh tdm O. Goi G la trong tm
ASAB, trén AD lay diém E sao cho AD =3AE. Goi M la trung diém AB.
a) Chung minh: EG//(SCD).
b) Pudng thang qua E song song AB cit MC tai F. Chang minh: GE //(SCD).
¢) Goi I 1adiém thuoc canh CD sao cho CI =2ID. Chtng minh: GO //(SAI).
Bai 120. Cho hinh chép S.ABCD c6 ddy ABCD la hinh binh hanh. Goi M 14 trung diém cua SC
va N latrong tdm tam giac ABC.
a) Chang minh: SB//(AMN).
b) Tim giao tuyén ciia (AMN) VGi (SAB).

¢) Tim giao diém I cua SD Véi (AMN). Tinh ti s6 %-

d) Goi Q la trung diém cua ID. Chang minh: QC//(AMN).
Bai 121. Cho hinh chép S.ABCD c6 day ABCD la hinh binh hanh. Goi M, N lan luot Ia trung
diém cia BC, CD.
a) Tim giao tuyén cua (SMD) va (SAB).
b) Tim giao tuyén cia (SMN) va (SBD).
¢) Goi H ladiém trén canh SA sao cho HA =2HS. Tim giao diém K cia MH va (SBD).
Tinh ti s6: <0
KM
d) Goi G la giao diém cia BN vad DM. Chiing minh: HG//(SBC).
Bai 122. Cho hinh chop S.ABCD c¢6 day ABCD la hinh thang véi AD la day 16n va AD =2BC.
Goi O 1a giao diém cia AC va BD, G trong tdm cua tam gi4c SCD.
a) Chang minh: OG//(SBC).
b) Goi M la trung diém cua canh SD. Chitng minh: CM //(SAB).
c) Giasirdiém I trén doan SC sao cho 2SC =3SI. Chiing minh: SA//(BID).

d) Xac dinh giao diém K cua BG va mat phang (SAC). Tinh ti so: E_ICB;

Bai 123. Cho hinh chép S.ABC. Goi M, P, I lan luot 1a trung diém cua AB, SC, SB. Mot mit
phang (a) qua MP va song song véi AC va cat cac canh SA, BC tai N, Q.
a) Chuang minh: BC//(IMP).
b) Xac dinh thiét dién cua () voi hinh chop. Thiét dién nay Ia hinh gi ?
¢) Tim giao diém cua dudng thing CN va mit phang (SMQ).
Bai 124. Cho hinh ch6p S.ABCD c¢6 day 1a mot hinh ti giac 16i. Goi M, N 1a trung diém cua SC
va CD. Goi () la mat phang qua M, N va song song véi duong thang AC.
a) Tim giao tuyén cua («)Véi (ABCD).
b) Tim giao diém cua dudng thang SB Véi ().
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Bai 125. Cho hinh chdp S.ABCD c¢6 ddy ABCD lahinhthang véi AB||CD. Goi M, N, I lan luot
1a trung diém cua AD, BC, SA.
a) Tim giao tuyén cua hai mat phang (IMN) va (SAC); (IMN) va (SAB).
b) Tim giao diém cta SB va (IMN).
c¢) Tim thiét dién cua mat phang (IDN) véi hinh chép S.ABCD.
Bai 126. Cho hinh chép S.ABCD c6 day ABCD la hinh binh hanh ttam O. Goi G la trong tdm

ASAB; N la mot diém thude doan AC sao cho: %:% ; I 1a trung diém AB.

a) Chang minh: OI//(SAD) va GN//SD.
b) Goi (a) la mit phiang di qua O va song song Vi SA va BC. Mit phang («) cat
SB, SC lan luot tai L va K. Tim hinh tinh thiét dién cat boi mat phang () véi hinh
chép S.ABCD.
Bai 127. Cho hinh chdp S.ABCD c¢6 day ABCD la hinh binh hanh tim O. Goi H, K lan luot Ia
trung diém céac canh SA, SB va M la diém thudc canh CD, (M khac C va D).
a) Tim giao tuyén ciia: (KAM) va (SBC), (SBC) va (SAD).
b) Tim thiét dién tao boi (HKO) véi hinh chdp S.ABCD. Thiét dién 1a hinh gi ?
c) Goi L latrung diém doan HK. Tim I =0OLN(SBC). Chang minh: SI//BC.
Bai 128. Cho t dién ABCD, ¢ M, N 1a trung diém cua canh AB, BC va goi G la trong thm tam
gidc ACD.
a) Tim giao diém E cua MG va (BCD).
b) Tim d=(MNG)N(BCD). Gia st dCD = P. Chttng minh: GP//(ABC).
Bai 129. Cho hinh chép S.ABCD c¢6 day ABCD la hinh binh hanh. biém M thudc canh SA thoa
3MA =2MS. Hai diém E va F lan luot 1a trung diém cia AB va BC.
a) Xac dinh giao tuyén caa hai mat phang (MEF) va (SAC).

b) Xac dinh giao diém K cta mat phang (MEF) véi canh SD. Tinh ti sé: %~

¢) Tim giao diém I ciia MF Vi (SBD). Tinh ti sé: %

d) Tim thiét dién tao bai mat phang (MEF) cét cac mat caa hinh chép S.ABCD.
Bai 130. Cho hinh chép S.ABCD c¢6 day ABCD la hinh binh hanh tdm O. Goi M, N la trung
diém SA, SD.
a) Xac dinh giao diém cia NC va (OMD).
b) Xéc dinh thiét dién hinh chop véi mat phang (P) qua MO va song song Véi SC.
Bai 131. Cho hinh chdp S.ABCD cé day ABCD la hinh binh hanh. Goi M 1a trung diém cua
SC, (P) la mat phang qua AM va song song Véi BD.
a) Xac dinh thiét dién cua hinh chdp khi cat bai mat phang (P).
b) Goi E, F lan luot la giao diém cua (P) véi cac canh SB va SD. Hay tim ti sé dién tich
cuia tam giac SME vdoi tam gidc SBC va ti s6 dién tich cua tam giac SMF va tam giac
SCD.
¢) Goi K la giao diém cua ME va CB, ] 1a giao diém cua MF va CD. Chimg ba diém

K, A, ] nam trén mot duong thang song song voi EF va tim ti s6 %
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1. Vi tri twong ddi cia hai mit phiang phan biét
— Cho hai mat phang (P) va (Q), c6 thé xay ra mot trong ba truong hop sau:
+ Trwong hop 1. (P) va (Q) cb ba diém chung khong thang hang, ta néi: hai mat phang (P)
va (Q) trung nhau. Ki hi¢u (P)=(Q).

) {i/
.

A B

. F

+ Truong hop 2. (P) va (Q) phan biét va c6 mot diém chung, ta néi: hai mit phang (P) va
(Q) cat nhau theo giao tuyén A va di qua diém chung. Ki hi¢u (P)~(Q)=A.

~ 1

,-"}:;‘-. \\'\.,-"fj ,*'J/
+ Truwong hep 3. (P) va (Q) khong c6 diém chung, nghia 1a (P)~(Q)=@, ta ndi: hai mat
phiang (P) va (Q) song song véi nhau. Ki hiéu (P)//(Q) hoic (Q)//(P).

A
A

— Hai mat phang duoc goi la song song néu chung khong cé diém chung.
Vidu 1. (CTST - Tr113) Cho hinh hop chit nhat ABCD.A'B'C'D’ nhu hinh v&

Ly

Hay chi ra cac mat phing song song véi nhau?

2. Piéu kién dé hai mit phang song song
Pinh 1i 1. Néu mit phing («) chira hai dudng thang cat nhau a, b va 4, b clng song song Voi
mat phang () thi («) song song véi (B).
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Luuy:
. Muén chting minh hai mit phang song song, ta phai ching minh c6 hai duong thang cat
nhau thuéc mat phang nay lan luot song song véi mat phang kia.
« Mubn ching minh duong thang a//(Q), ta chitng minh 2 nam trong mat phang (P)//(Q).
Pinh I 2. Qua mot diém nam ngoai mot mit phang cho trudge ¢6 mot va chi mot mat phang song
song véi mit phiang da cho.

< 7
« 7

Hé qua:

. ?\léu duong thang d song song véi miat phang («) thi trong () ¢6 mot duong thang song
song véi d vaqua d c6 duy nhat mot mat phang song song véi («). D6 6 duong thang d
song song Vai («) ta phai chitng minh d thudc mat phang (8) va co (8)//(a)=d//(a).

. Hai mit phang phan biét cuing song song véi mit phing tht ba thi song song véi nhau.

. Cho diém A khong nam trén mat phang («). Moi duong thang di qua A va song song Vi
(«r) déu nam trong mat phang di qua A va song song Vai ().

Pinh I 3. Cho hai mat phing song song. Néu mot mat phang cat mit phang nay thi cling cat mat
phang kia va hai giao tuyén song song véi nhau.
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4. Pinh li Thales trong khdng gian
Ba mit phing d6i mot song song chan trén hai cét tuyén bat ki nhitng doan thing twong ung ti Ié.
a)l[(B)]]
,‘()(ﬂ)(ﬂf) AB  AB
Tucla d, Nn(a)=A,, d, " (f)=B,d, N (y)=C, = 31C1 = BZ—CZ
d, "(a)=A,,d,"(p)=B,,d,"(y)=C, i 272

Vi du 2. Cho hinh chép S.ABCD véi day ABCD la hinh thang ma AD//BC va AD =2BC. Goi
M, N lan luot 13 trung diém cua SA va AD. Chang minh: (BMN)//(SCD).

S

5. Hinh lidng tru va hinh hgp
a. Hinh lang tru
— Hinh lang try 12 mét hinh da dién c6 hai mat nam trong hai
mit phing song song goi 12 hai ddy va tit ca cac canh khong Qy A'
thudc hai canh day déu song song véi nhau.
— Trong mot hinh lang tru ta c6 w

e (Cac mat khac voi hai day goi 1a cac mét bén cua hinh lang tru.

e Canh chung ctia hai mat bén goi la canh bén cua hinh lang try. A As
e Tuy theo da giac ddy, ta c6 hinh lang tru tam giac, lang Ay A,
tru tur giac ... P) 3

— Tur dinh nghia cta hinh lang tru, ta lan lugt suy ra cac tinh chat sau:
+ Cac canh bén song song va bang nhau.
+ Céc mat bén va cadc mat chéo la nhirng hinh binh hanh.
+ Hai day 1a hai da giac c6 cac canh twong g song song va bang nhau.
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b. Hinh hp
— Hinh hop 1a hinh lang tru cé day la hinh binh hanh.
— Trong mot hinh hop ta co:
+ Hinh hdp co tat ca cac mat bén va cac mat day déu 1a hinh chit nhét goi 1a hinh hop chir
nhat.
+ Hinh hop c6 tat ca cac mit bén va cac mit ddy déu 1a hinh vudng goi 14 hinh 14p phuong.

Dl Cl Dl Cl
w0 w S w/ m
I
I
|
I
|
I
R —— _———
C /,’D C
A B A B

— ChU y: Céac dudng chéo cua hinh hop cit nhau tai trung diém mdi duong.

3. Bai tap

Bai 132. Cho hinh chép S.ABCD c6 day ABCD la hinh binh hanh tdm O. Goi M, N, P lan luot
1a trung diém SA, SB, SD va K, I 1a trung diém ciia BC, OM.

a) Chung minh: (OMN)//(SCD).
b) (PMN)//(ABCD).
c) Chang minh: KI//(SCD).

Bai 133. Cho hinh chép S.ABCD c6 day ABCD la hinh binh hanh tam O. Goi M, N lan luot la

trung diém cia SA, SD.

a) Chuang minh rang: (OMN)//(SBC).

b) Goi P, Q, R lan luot 1a trung diém cua AB, ON, SB.
Chang minh: PQ//(SBC) va (MOR)//(SCD).

Bai 134. Cho hai hinh binh hanh ABCD va ABEF c6 chung canh AB va khong dong phang. Goi
I, ], K lan luot 1a trung diém cac canh AB, CD, EF. Chang minh:

a) (ADF)//(BCE).
b) (DIK)//(JBE).

Bai 135. Cho cac hinh binh hanh ABCD, ABEF nam trén hai mit phang khac nhau. Trén cac
duong chéo AC, BE lay cac diém M, N sao cho MC=2AM, NF=2BN. Qua M, N lan
luot ké cac duong thang song song véi canh AB, cit cac canh AD, AF theo thi ty tai
M,, N,. Chting minh rang
a) MN//DE.

b) M,N, //(DEF).
¢) (MNM,N,)//(DEF).

Bai 136. Cho hai hinh binh hanh ABCD va ABEF c¢6 chung canh AB va nam trong hai mat phang
phan biét. Goi M, N thi tu 1a trung diém cua AD, BC va I, J, K theo tht ty la trong tm
cac tam giac ADF, ADC, BCE. Chang minh: (IJK)//(CDFE).
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Bai 137. Cho hinh chép S.ABCD c6 day ABCD la hinh binh hanh tim O. Goi M, N, P lan luot
1a trung diém SA, BC, CD.
a) Tim giao tuyén cua hai mat phang (SAD) va (MOP).
b) Goi E la trung diém ciia SC va I 1a diém trén canh SA thoa AI =3IS.

Tim K=IEn(ABC) va H=BCN(EIM). Tinh ti s6 %

c) Goi G latrong tm ASBC. Tim thiét dién hinh chép S.ABC bj cit boi (IMG).
Bai 138. Cho hinh chdp S.ABCD c¢6 ddy ABCD la hinh binh hanh tdm O. Goi M, N lan luot Ia
trung diém cua SA va CD. Goi I 1a trung diém cia ME va G = AN N BD.
a) Tim giao diém E cta AD véi mat phang (BMN) va tim giao diém F cua SD véi mat
phiang (BMN). Ching minh: FS=2FD.
b) Chang minh FG//(SAB) va (CDI)//(SAB).
¢) Goi H la giao diém cua MN va SG. Ching minh: OH //GF.
Bai 139. Cho hinh chép S.ABCD cé day ABCD la hinh binh hanh tdm O. Goi M 1a trung diém
cia SC, N la diém trén duong chéo BD sao cho BD = 3BN.
a) Xac dinh giao tuyén cua (SDC) va (SAB) vatim T =DM N (SAB). Tinh %.

b) Goi K=ANBC. Chiang minh rang: MK //(SBD).
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1. Khai niém phép chiéu song song

— Trong khong gian cho mit phang (P) va dudng thang I cat (P). V&i mdi diém M trong
khong gian, v& mot duong thang di qua M va song song hoac tring véi 1. Buong thang nay

cit (P) tai M’. Phép cho twong tng mdi diém M trong khéng gian véi diém M’ trong (P)
duoc goi 1a phép chiéu song song 1én mit phang (P) theo phuong .
— Trong do: '

+ Mat phang (P) goi 12 mat phang chiéu;

.f
".I n ".II Pht.:mg chidu
+ DPuong ! ’goi 1a phuong chiéu caa phép chiéu son’g song; / /
+ Phép chiéu song song theo phuong [ con goi tat la "-H A i
ph(—i}p chiéu theo phuong ! 7 ’ /‘:. /w
+ Biém M’ goi la anh caa diém M qua phép chiéu theo - '
phuong [.

T, lphﬁng chidu
T
1

— Phép chiéu song song g duoc ding dé biéu dién cac hinh trong khdng gian 1én mot mat phang.
2. Tinh chat

nhau.

— Hinh chiéu song song cua dudng thang (doan thang, tia) 1a duong thang (doan thang, tia).
— Hinh chiéu song song cua hai duong thing song song 14 hai dwong thang song song hoic tring

1
| 'III:."/ M — \
i | ey \

| I' _IIJE"_ - I|
1 1 ey | \
| | h— 1 \
| 1 | \
1 1 | 1
II |I | |
A ] I
|I I|I 1 1
II I a'=HK II I|/
: M= N
A
i

— Phép chiéu song song bién ba diém thang hang thanh ba diém thang hang va khéng lam thay
doi thir tu cia ba diém do.

r .'I .'I -'l
I I _ i ! f
# ——d__ !
Vi g

rd ':" il
/:"

— Phép chiéu song song khong 1am thay ddi ti s6 do dai cua hai doan thing nam trén hai duong
thang song song hoac tring nhau.

T ; 7 7
r ;oA S i i rd
/ s
T, / : I 7
of oy /
i'..' i
£ /
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3. Hinh biéu di&n ctia mét hinh khong gian

— Hinh biéu dién caa mét hinh khong gian 1a hinh chiéu song song cua hinh dé trén mot mat
phang theo mot phuong chiéu nao d6 hodc hinh dong dang véi hinh chiéu do.

— Khi mét hinh phang nam trong mit phing khéng song song véi phuong chiéu thi hinh chiéu
biéu dién hinh phang d6 c¢é cac tinh chét sau:
+ Hinh biéu dién cua mot tam giac (can, déu, vudng) 1a mot tam giac.
+ Hinh biéu di&n caa hinh vudng (hinh chit nhat, hinh thoi, hinh binh hanh) 14 hinh binh hanh.
+ Hinh biéu dién cua hinh thang ABCD véi AB//CD la mét hinh thang A'B'C'D’ Vi

A'B'//C'D' théa man AB_AB :
CD C'D'

— Hinh chiéu dang, hinh chiéu bang, hinh chiéu canh cua mot vat thé chinh 13 hinh biéu dién

cua vat thé do.

4. V& hinh biéu dién ciia mdt hinh H cho truéc
— Phuong phap
+ Xac dinh cac yéu t6 song song ctia hinh H .
+ Xac dinh ty s6 diém M chia doan thang AB.
+ Hinh H’' 13 hinh biéu dién cta hinh H phai c6 tinh chat.
+ Bdo dam tinh song song cua hinh H.
+ Bao dam ty s6 ctia diém M chia doan thang AB.
— Vi du minh hoa
Vidu 1. Cho hinh lang tru ABC.A'B'C'. Goi G la trong tdm cua tam gidc ABC . Qua phép chiéu
song song duong thang AA" mat phang chiéu la (A'B'C’) bién G thanh G'. Ching minh G'

la trong tdm cua tam giac A'B'C’.

Léi gidi

Goi M la trung diém cua AC.
Do ABC.A'B'C’ 1a hinh lang try. Suy ra qua phép chiéu song song duong thang AA’ bién B
thanh B', bién M thanh M'.

Theo dau bai G 14 trong tdm tam giac ABC.Suyra B, M, G thang hang va %:%.
Tacd B', M', G' thang hang va BG _2
BM' 3

M3t khac M 1a trung diém cia AC, suy ra M’ 1a trung diém cua A'C’.
Vay G' latrong tdm cua tam gidc A'B'C’.
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Vidu 2. Hinh chiéu song song cua hai duong thang chéo nhau c6 thé song song v6i nhau khong?
Hinh chiéu song song cua hai duong thing cit nhau c6 thé song song véi nhau hay khong?
Loi giai

~
2l

Hinh chiéu song song cua hai duong thing chéo nhau c6 thé song song vi nhau.
Hinh chiéu cta hai duong thang cit nhau thi khong thé song song véi nhau.
Vidu 3. Cho hinh chdp S.ABCD day 1a hinh binh hanh, O 1 tdm cta day. Trén canh SB, SD lan

[=n

luot ldy diém M, N sao cho SM =2MB, SN = %SD . Hinh chiéu cia M, N qua phép chiéu

song song dudng thang SO mit phang chiéu (ABCD) lan lugt 12 P, Q. Tinh ti s6 g—g

Loi giai

Do P 1a hinh chiéu song song cia M qua phép chiéu dudng thing SO = % = % :
Ma SM =2MB :E:E:%:E.
BO 3 OB 3
00 1 op

Chtrng minh twong tu ta c6 ==.Taco BO=DO = —= 1
oD 3 Q 2
5. Bai tap
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Bai 140. Qua phép chiéu song song, tinh chat nao khong dugc bao toan?
A. Chéo nhau. B. Bong qui. C. Song song. D. Thiang hang.
Bai 141. Trong c4c ménh dé sau ménh dé nao sai?
A. Phép chiéu song song bién duong thang thanh duong thang, bién tia thanh tia, bién doan
thang thanh doan thang.
B. Phép chiéu song song bién hai dudng thiang song song thanh hai duong thang song song.
C. Phép chiéu song song bién ba diém thing hang thanh ba diém thang hang va khong thay
doi thir tu ctia ba diém do.
D. Phép chiéu song song khong lam thay d6i ti s6 d6 dai cua hai doan thang nam trén hai
duong thang song song hoic cuing nam trén mot dudng thang.
Bai 142. Cho hinh ling try ABC.A'B'C’, qua phép chiéu song song dudng thang CC’, mit phang
chiéu (A'B'C’) bién M thanh M'. Trong d6 M la trung diém cia BC . Chon ménh dé ding?
A. M’ 1a trung diém cua A'B'. B. M’ 1a trung diém cua B'C'.
C. M’ 1a trung diém cua A'C’. D. Ca ba dap an trén déu sai.
Bai 143. Cho hinh ling try ABC.A'B'C’, goi I, I' lan luot 1a trung diém cua AB, A'B’. Qua phép
chiéu song song dudng thang AI’, mat phang chiéu A’B'C’ bién I thanh ?
A A B. B'. C.C. D.I.
Bai 144. Cho tam gidc ABC & trong mat phang («r) va phuong 1. Biét hinh chiéu theo phuong I
cuia tam gidc ABC lén mit phang (P) 1a mot doan thang. Khang dinh nao sau day ding?
A. (a)//(P). B. (a)=(P).
C. (a)//1 hoic (a)>l. D. A, B, C déu sai.

Bai 145. Phép chiéu song song theo phwong I khéng song song véi a hoic b, mat phang chiéu la
(P), hai dudng thang a va b bién thanh 4’ va b’. Quan hé nao giira a va b khong dugc bao
toan trong phép chiéu song song?

A. Cit nhau. B. Truing nhau.
C. Song song. D. Chéo nhau.
Bai 146. Hinh chiéu caia hinh chir nhat khéng thé Ia hinh nao trong cac hinh sau?
A. Hinh thang. B. Hinh binh hanh.
C. Hinh chir nhat. D. Hinh thoi.

Bai 147. Khang dinh nao sau day dtng?
A. Hinh chiéu song song ciia mat hinh chép cut ¢6 thé 1a mot hinh tam giéc.
B. Hinh chiéu song song ctiia mét hinh chép cut c6 thé 1a mét doan thang.
C. Hinh chiéu song song ctia mot hinh chép cut ¢6 thé 1a mét hinh chép cut.
D. Hinh chiéu song song caa mét hinh chép cut cd thé 1a mot diém.
Bai 148. Trong c4c ménh dé sau ménh dé nao sai?
A. Hinh chiéu song song cuia hai duong thang chéo nhau c6 thé song song véi nhau.
B. Mot duong thang c6 thé tring véi hinh chiéu cia no.
C. Hinh chiéu song song cua hai dudng thang chéo nhau ¢ thé triing nhau.
D. Mot tam giac bat ky déu cd thé xem 1a hinh biéu dién caa mot tam giac can.
Bai 149. Qua phép chiéu song song bién ba duong thang song song thanh.
A. Ba duong thang d6i mot song song véi nhau.
B. Mot duong thang.
C. Thanh hai duong thang song song.
D. Ca ba truong hop trén.
Bai 150. Khang dinh nao sau ddy ding?
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A. Hinh chiéu song song cua hinh lap phuong ABCD.A'B'C'D’' theo phuong AA' Ién mit
phang (ABCD) la hinh binh hanh.
B. Hinh chiéu song song cua hinh lap phuong ABCD.A'B'C'D' theo phuong AA’ 1én mat
phing (ABCD) la hinh vudng.
C. Hinh chiéu song song cua hinh lap phuong ABCD.A'B'C'D’ theo phuong AA’ 1én mat
phang (ABCD) la hinh thoi.
D. Hinh chiéu song song cua hinh lap phuong ABCD.A'B'C'D’ theo phuong AA’ Ién mit
phing (ABCD) la mot tam giac.
Bai 151. Hinh chiéu caa hinh vudng khdng thé 1a hinh nao trong céc hinh sau?
A. Hinh vuéng. B. Hinh binh hanh. C. Hinh thang. D. Hinh thoi.
Bai 152. Trong c4c mén dé sau ménh dé nao sai:
A. Mot duong thang ludn cit hinh chiéu cua no.
B. Mot tam giac bat ky dé c6 thé xem Ia hinh biéu dién cia mot tam giac can.
C. Mot dudng thing co thé song song vai hinh chiéu cua no.
D. Hinh chiéu song song cua hai duong thang chéo nhau c6 thé song song véi nhau.
Bai 153. Trong c4c mén dé sau ménh dé nao sai:
A. Hinh chiéu song song cua hai duong thang cat nhau c6 thé song song véi nhau.
B. Mot tam giac bat ky dé c6 thé xem I hinh biéu dién cia mot tam giac vuong.
C. Mot dudng thiang c6 thé cat véi hinh chiéu cua no.
D. Hinh chiéu song song cua hai duong thang cat nhau ¢ thé tring nhau.
Bai 154. Néu duong thang a cit mat phang chiéu (P) tai diém A thi hinh chiéu caa a sé Ia:
A. Diém A. B. Tring véi phuong chiéu.
C. buong thang di qua A. D. Puong thang di qua A hoic chinh A.
Bai 155. Gia sir tam gidc ABC la hinh biéu dién cua mot tam giac déu. Hinh biéu dién caa tam
duong tron ngoai tiép tam giac déu la:
A. Giao diém cua hai duong trung tuyén cua tam giac ABC.
B. Giao diém ctia hai duong trung truc ctia tam giac ABC .
C. Giao diém cua hai dudng dudng cao cua tam giac ABC .
D. Giao diém cua hai duong phan giac caa tam giac ABC.
Bai 156. Cho hinh chép S.ABCD c¢6 day 1a hinh binh hanh. M 14 trung diém cia SC . Hinh chiéu
song song cua diém M theo phuong AB 1én mat phang (SAD) 1a diém nao sau day?
A S. B. Trung diém cua SD.
C. A. D. D.
Bai 157. Cho hinh chép S.ABCD c6 day 1a hinh binh hanh. Hinh chiéu song song caa diém A theo
phuong AB 1én mit phang (SBC) 1a diém nao sau day?
A S. B. Trung diém cua BC .
C. B. D.C.
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