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Chương 1. Phương trình và hệ phương trình bậc nhất hai ẩn 
Bài 1: Khái niệm phương trình và hệ phương trình bậc nhất hai ẩn 

A. LÝ THUYẾT. 
1) Phương trình bậc nhất hai ẩn. 
Ví dụ 1: Một hình chữ nhật có chiều dài là ( )x cm  và chiều rộng ( )y cm . Biết nửa chu vi của hình chữ  

nhật là 16 cm . Hãy lập hệ thức thể hiện mối quan hệ của ba đại lượng trên. 
Bài làm: 

 Ta có hệ thức 16x y+ =  
 Hệ thức 16x y+ =  là những ví dụ về phương trình bậc nhất hai ẩn. 
Kết luận: 

♣ Phương trình bậc nhất hai ẩn x  và y  là hệ thức dạng: ax by c+ =   ( )1  

Trong đó , ,a b c     là các số đã biết ( 0a ≠  hoặc 0b ≠ ). 
♣ Nếu 0x x=  và 0y y= , ta có 0 0ax by c+ =  là một khẳng định đúng thì cặp số ( )0 0;x y   được gọi là 

một nghiệm của phương trình ( )1 . 

Ví dụ 2: Trong các hệ thức sau, đâu là phương trình bậc nhất hai ẩn. 
a) 3 4 5x y− =  b) 0. 0. 3x y+ =   c) 0. 4 0x y+ =  

d) 3 1 1
42

y
x
+ =  e) 1 2 0

3 4
x y+ =  f) 2 12 4

5
x y− = −  

Bài làm: 
a) 3 4 5x y− =  là phương trình bậc nhất hai ẩn. 
b) 0. 0. 3x y+ =   không là phương trình bậc nhất hai ẩn vì hệ số cả x  và y  để bằng 0 . 
c) 0. 4 0x y+ =  là phương trình bậc nhất hai ẩn. 

d) 3 1 1
42

y
x
+ =  không là phương trình bậc nhất hai ẩn vì không phải dạng ax by c+ = . 

e) 1 2 0
3 4

x y+ =  là phương trình bậc nhất hai ẩn. 

f) 2 12 4
5

x y− = −  không là phương trình bậc nhất hai ẩn vì x  có bậc 2 . 

Ví dụ 3: Biết rằng cặp số ( );x y   là nghiệm của phương trình 2 6x y+ = . Hãy hoàn thành bảng sau 

 
 
 
Chú ý: 

♣ Mỗi phương trình bậc hai có vô số nghiệm. 
Ví dụ 4: Viết nghiệm và biểu diễn hình học tất cả các nghiệm của mỗi phương trình bậc nhất hai ẩn sau 

a) 2 4x y− + =  b) 0 3x y+ =  c) 2 0. 4x y− + =  
Bài làm: 

a) Xét phương trình 2 4x y− + =   ( )1  

Ta viết phương trình ( )1  thành 2 4y x= +  

Như vậy mỗi cặp số ( );x y   hay ( ); 2 4x x +   với mọi x∈  đều là một nghiệm của phương trình ( )1 .  
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Khi đó ta nói rằng, phương trình ( )1  có nghiệm tổng quát là ( ); 2 4x x +   với mọi x∈ . Tập hợp 

nghiệm của phương trình ( )1  được biểu diễn bởi các điểm thuộc đường thẳng 2 4y x= +  (Hình 1) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

b) Xét phương trình 0 3x y+ =   ( )2  

Ta viết phương trình ( )2  thành 3y = .  

Phương trình ( )2  có nghiệm tổng quát là ( ); 3x    với mọi x∈ . Tập hợp nghiệm của phương trình 

( )2  được biểu diễn bởi các điểm thuộc đường thẳng 3y =  (Hình 2) 

c) Xét phương trình 2 0. 4x y− + =  ( )3  

Ta viết phương trình ( )3  thành 2 4 2x x− = ⇒ = − . 

Phương trình ( )3  có nghiệm tổng quát là ( )2; y−    với mọi y∈ . Tập hợp nghiệm của phương 

trình ( )3  được biểu diễn bởi các điểm thuộc đường thẳng 2x = −  (Hình 3 ) 

2) Hệ hai phương trình bậc nhất hai ẩn. 
Kết luận: 

♣ Mỗi cặp gồm hai phương trình bậc nhất hai ẩn 
' ' '

ax by c
a x b y c

+ =
 + =

 ( )1   được gọi là một hệ phương 

trình bậc nhất hai ẩn. 
♣ Mỗi cặp số ( )0 0;x y   được gọi là một nghiệm của hệ ( )1  nếu nó đồng thời là nghiệm của hai 

phương trình của hệ ( )1 . 

Ví dụ 5: Cho hệ phương trình 
2 0

3
x y

x y
− =

 + =
.  

Nhận thấy cặp số ( )1; 2   vừa là nghiệm của phương trình 

2 0x y− =  vừa là nghiệm của phương trình 3x y+ =  nên 
cặp ( )1; 2   là nghiệm của phương trình trên. 

Biểu diễn tập nghiệm của hệ phương trình trên mặt phẳng 
tọa độ như Hình 4. 

 
 

Ví dụ 6: Trong các cặp số ( ) ( )1; 3 , 1; 3− −       cặp nào là nghiệm của hệ phương trình 
4 7
5 2

x y
x y
− =

 + =
 

2

Hình 3

x = 2

x

y

O

3

O

y

x

y = 3

Hình 2Hình 1

y = 2x+4

x

y

O
2

4

x

M (1; 2)2

3

2x y=0

3

1O

y
x+y=3

Hình 4
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Bài làm: 

 Thay cặp số ( )1; 3−   vào hệ phương trình ta được 
( )
( )

4.1 3 7

5.1 3 2

− − =


+ − =

 

 
 (thỏa mãn) 

 Nên ( )1; 3−   là nghiệm của hệ phương trình. 

 Thay cặp số ( )1; 3−    vào hệ phương trình, ta được 
( )
( )

4. 1 3 7

5. 1 3 2

− − =


− + =

 

 
 (vô lý) 

 Nên ( )1; 3−    không phải là nghiệm của hệ phương trình. 

B. BÀI TẬP VẬN DỤNG. 
Bài 1: Cho phương trình bậc nhất hai ẩn 2 3x y− = . 

a) Tính giá trị của y  tương ứng trong bảng sau 
 
 
 
 

b) Viết nghiệm tổng quát của phương trình 2 3x y− = . 

Bài 2:  Cho phương trình bậc nhất hai ẩn 1 6
3

x y− + = . 

a) Trong các cặp số sau, cặp số nào là nghiệm của phương trình trên 

( ) ( ) ( )1; 3 , 4; 6 , 6; 0− −           và 17 ; 1
3
− 

 
 

   

b) Viết nghiệm tổng quát của phương trình 1 6
3

x y− + = . 

Bài 3:  Viết nghiệm tổng quát và biểu diễn hình học của các phương trình bậc nhất hai ẩn sau: 
a) 3 1x y+ =  b) 0. 2x y+ = −  c) 2 0. 5x y− =  

Bài 4: Cho hệ phương trình 
3 3
2 7
x y
x y
+ =

 − =
. Cặp số nào sau đây là nghiệm của hệ phương trình trên 

a) ( )5; 1   b) ( )1; 5−   c) ( )2; 3−   

Bài 5: Cho hệ phương trình sau 
3

2 1
y
x y
=

 + =
. Hãy tìm nghiệm của hệ phương trình trên. 

Bài 6: Cho hệ phương trình 
2
3 1

x
x y
= −

− + =
. Hãy tìm nghiệm của hệ phương trình trên. 

 
  

x

y = 2x  3

21 3 4 0
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Bài 2. Giải hệ phương trình bậc nhất hai ẩn. 
A. LÝ THUYẾT 
1) Phương pháp thế. 

Ví dụ 1: Cho hệ phương trình 
2 3

6
x y

x y
+ =

 − =
. 

 Từ phương trình thứ hai 6 6x y y x− = ⇒ = −  rồi thế lên phương trình thứ nhất ta được 
 ( )2 6 3 3 6 3 3 9 3x x x x x+ − = ⇒ − = ⇒ = ⇒ = . 

 Sau khi tìm được 3x = , thay 3x =  trở lại phương trình thứ nhất hoặc thứ hai ta tìm được 3y = −  
 Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm là ( )3; 3−  . 

Kết luận: 
♣ Các giải hệ phương trình bằng phương pháp thế: 

Bước 1: Từ một phương trình của hệ, biểu diễn một ẩn theo ẩn kia rồi thế vào phương trình còn lại  
của hệ để được phương trình chỉ còn chứa một ẩn. 

Bước 2: Giải phương trình một ẩn vừa nhận được, từ đó suy ra nghiệm của hệ phương trình đã cho. 

Ví dụ 2: Giải hệ phương trình 
2 5

3 4 5
x y
x y
+ =

 + =
 

Bài làm: 
 Từ phương trình thứ nhất của hệ ta có 2 5x y= − + . Thế vào phương trình thứ hai của hệ, ta được 
 ( )3 2 5 4 5 2 15 5 5y y y y− + + = ⇒ − + = ⇒ = . 

 Từ đó 2.5 5 5x = − + = − . Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm là ( )5; 5−   . 

Ví dụ 3: Giải hệ phương trình sau 
3 5

2 4
x y

x y
− =

 + =
 

Bài làm: 
 Từ phương trình thứ nhất của hệ ta có 3 5 3 5x y y x− = ⇒ = − . Thế vào phương trình thứ hai của  

hệ, ta được: ( )2 3 5 4 7 10 4 2x x x x+ − = ⇒ − = ⇒ = . 

 Từ đó 3. 2 5 1y = − = . Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm là ( )2; 1  . 

2) Phương pháp cộng đại số. 

Ví dụ 4: Cho hệ phương trình 
2 2 9
2 3 4

x y
x y
+ =

 − =
 

 Nhận thấy hệ số của x  trong hai phương trình bằng nhau (trừ nhau sẽ bằng 0 ). 
 Trừ theo vế hai phương trình, ta được ( ) ( )2 2 2 3 9 4 5 5 1x x y y y y− + + = − ⇒ = ⇒ =  

 Thế 1y =  vào phương trình thứ nhất ta được 72 2.1 9
2

x x+ = ⇒ = . 

 Vậy phương trình đã cho có nghiệm là 7 ; 1
2

 
 
 

   

Kết luận: 
♣ Các giải hệ phương trình bằng phương pháp cộng đại số. 

Bước 1: Cộng hay trừ từng vế của hai phương trình trong hệ để được phương trình chỉ còn chứa  
một ấn. 

Bước 2: Giải phương trình một ẩn vừa nhận được, từ đó suy ra nghiệm của hệ phương trình đã cho. 
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Ví dụ 5: Giải hệ phương trình sau 
4 3 0

4 5 8
x y

x y
− + =
 − = −

 

Bài làm: 
 Cộng từng vế của hai phương trình, ta được ( ) ( )4 4 3 5 0 8 2 8 4x x y y y y− + + − = − ⇒ − = − ⇒ =  

 Thế 4y =  vào phương trình thứ nhất ta được 4 3. 4 0 3x x− + = ⇒ =  
 Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm là ( )3; 4   

Ví dụ 6: Giải hệ phương trình sau 
4 3 6

5 2 4
x y

x y
+ =

− + =
 

Bài làm: 
 Nhân hai vế của phương trình thứ nhất với 2  và nhân hai vế của phương trình thứ hai với 3 , 

ta được: 
8 6 12

15 6 12
x y

x y
+ =

− + =
 

 Trừ từng vế của hai phương trình, ta được ( )8 15 0 0x x x+ = ⇒ =  

 Thế 0x =  vào phương trình thứ nhất, ta được 4.0 3 6 2y y+ = ⇒ = . 
 Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm là ( )0; 2  . 

B. BÀI TẬP VẬN DỤNG. 
Bài 1:  Giải các hệ phương trình sau bằng phương pháp thế. 

1) 
3

3 4 2
x y
x y
− =

 − =
 2) 

3 6
2 3 4
x y
x y
− =

 + =
 3) 

2 5
3 10

x y
x y
− =

 + =
 

4) 
3 2

2 5 1
x y

x y
− =

− + =
 5) 

2 3
6

x y
x y
− =

 + =
 6) 

3 1
2 5

x y
x y
+ =

 − =
 

7) 
2 4

3 7
x y

x y
+ =

− + =
 8) 

3 2
5 4 11
x y
x y
+ = −

 − =
 9) 

2 4
5 4 3

x y
x y
+ =

 − =
 

10) 
5

2 1
x y

x y
+ =

 − =
 11) 

2 3
4 5 6
x y

x y
+ =

 + =
 12) 

4 2
8 2 1

x y
x y
+ =

 + =
 

13) 
3 2
3 2 1

x y
x y
+ =

 + =
 14) 

2 5
3 1

x y
x y

− =
 + = −

 15) 
4 3 1

3 2
x y
x y
− =

− + =
 

16) 
3 3
2 5 19

x y
x y
+ =

 − =
 17) 

2 8
5 2 4
x y
x y
− =

 + =
 18) 

2 4
4 3 6

x y
x y
+ =

 + =
 

19) 
3 3

7 3 5
x y

x y
+ =

 − =
 20) 

4 11
5 7 1
x y
x y
+ =

 − =
 21) 

2 0
3 2 0
x y

x y
− =

− + =
 

22) 
3 5
2 0
x y
y x
− =

 − =
 23) 

3 2 7
4 2
x y
x y
+ =

 − =
 24) 

5
3 1

x y
x y
− =

− + =
 

25) 
2 1

2 7
x y

x y
− =

 + =
 26) 

3 7
5

x y
x y
− =

 + =
 27) 

2 7
2 7 1

x y
x y
− = −

 + =
 

28) 
4 3 1

3 2
x y
x y
− =

− + =
 29) 

3 2 1
3 2

x y
x y
+ =

 + =
 30) 

2 10
5 3 3

x y
x y
+ =

 − =
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Bài 2: Giải các hệ phương trình sau bằng phương pháp cộng đại số. 

1) 
2 2 3
3 2 2

x y
x y
+ =

 − =
 2) 

4 3 15 0
4 19

x y
x y
− − =

 + =
 3) 

2 2 3
3 2 2

x y
x y
+ =

 − =
 

4) 
3 4 17
5 2 11

x y
x y
− =

 + =
 5) 

4 3 21
2 5 21

x y
x y
− =

 − =
 6) 

2 5 8
2 3 0

x y
x y
+ =

 − =
 

7) 
7 4 2
5 2 16

x y
x y
+ =

 − =
 8) 

2 3 2
3 2 3

x y
x y
+ = −

 − = −
 9) 

3 2 6
5 8 3

x y
x y
− =

 − =
 

10) 
5 7 17

5 3
x y

x y
+ =

 − = −
 11) 

2 3 5
3 4 18

x y
x y
− = −

 + =
 12) 

5 2 4
6 3 7

x y
x y
− + =
 − = −

 

13) 
3 4 5
6 7 8

x y
x y
+ =

 + =
 14) 

5 6 4
2 5 1

x y
x y
− =

 − = −
 15) 

2 5 3
5 4 2

x y
x y
− = −

 + = −
 

16) 
2 3 7
3 2 4

x y
x y
− =

 + =
 17) 

2 3 5
3 4 18

x y
x y
− = −

 + =
 18) 

2 6 0
5 3 5 0
x y
x y
− + =

 − − =
 

19) 
3 2 9
2 3 7
x y
x y
− =

 + = −
 20) 

3 5 10
3 2 4

x y
x y
+ =

 − = −
 

 

Bài 3:  Giải các hệ phương trình sau: 

1) 
0,5 0,5 0,5
1,2 1, 2 1, 2

x y
x y
− =

 − =
 2) 

2 3 11
0,8 1,2 1
x y

x y
− =

− + =
 3) 

4 3 6
0,4 0,2 0,8

x y
x y
− =

 + =
 

4) 
( )3 2 5

5 3 5
x y
x y
= − −


+ = −

 5) 
( ) ( )
( )

5 2 2 7

3 17

x y

x y x

+ = +


+ = −
 6) 

( )3 1 6 2
2 7

x y y
x y
+ − = −


− =

 

7) 
( )
( )

2 3 7

3 2 8

x y x y

x y x y

+ = − +


− = + +
 8) 

( )
( )

2 4 1

5 3 8

x y x

x y x y

− + = − −


+ = − + +
 9) 

( )
( )

6 8 2 3

5 5 3 2

x y x y

y x x y

+ = + −


− = + +
 

10) 
( ) ( )

( ) ( )
2 3 4

2 5

x y x y

x y x y

+ + − =


+ + − =
 11) 

( ) ( )
( ) ( )

2 1 3 15

4 1 2 0

x x y

x x y

+ + + =


− − + =
 12) 

( ) ( )
( ) ( )

3 1 2 2 4

4 1 2 9

x x y

x x y

+ + + =


+ − + =
 

13) 
( ) ( )
( ) ( )

2 2 3 1 2

3 2 2 1 3

x y

x y

− + + = −


− − + = −
 14) 

( ) ( )
( ) ( )

9 1 2 3 2

3 1 2 2 3 3

x y

x y

− + − = −


− − − = −
 15) 

( ) ( )
( ) ( )
5 4 3 2 7

4 3 2 1

x y

x y

+ + − =


+ − − = −
 

16) 
( )( )
( )( )

3 1 2

1 3 2

x y xy

x y xy

+ − = +


− + = −
 17) 

( )( )
( )( )

1 1 4

2 1 10

x y xy

x y xy

− + = +


+ − = −
 18) 

( )( )
( )( )

2 5 50

4 4 216

x y xy

x y xy

+ − = −


+ + = +
 

19) 
( )( )
( )( )

3 4 4

1 2 6

x y xy

x y xy

− + = −


+ + = +
 20) 

( )( )
( )( )

20 1

10 1

x y xy

x y xy

+ − =


− + =
 

 

Bài 4: Giải các hệ phương trình sau (phương pháp đặt ẩn phụ) 

1) 

2 1 3
2 1

4 3 1
2 1

x y

x y

 + = − +

 − =
 − +

 2) 

1 1 2
2 1

2 3 1
2 1

x y

x y

 + = − −

 − =
 − −

 3) 

1 2 7
1 3

3 4 1
1 3

x y

x y

 − = − +

 + =
 − +
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4) 

1 4 5
3 1

3 4 1
3 1

x y

x y

 − = − +

 + = −
 − +

 5) 

2 1 3
2 1

3 2 8
2 1

x y

x y

 + = − +

 − =
 − +

 6) 

1 1 8
1 2

2 3 1
1 2

x y

x y

 + = + −

 − =
 + −

 

7) 

2 1 2
1 2

8 3 1
1 2

x y

x y

 + = − +

 − =
 − +

 8) 

10 1 1
1 2

25 3 2
1 2

x y

x y

 + = − +

 + =
 − +

 9) 

1 3 2
5 2

3 5 3
5 2 2

x y

x y

 + = − −
 − − =
 − −

 

10) 

1 5 11
2 2

3 2 1
2 2

x y

x y

 − = − + −

 + =
 + −

 11) 
( )

( )

1 3 3 7
2

3 2 3 1
2

y
x

y
x

 + + = −
 − + + =
 −

 12) 
( )

1 33
2 2

4 5 3 3
2

x y
x y

x y
x y

 + + = −

 − + = −
 −

 

Bài 5:  Giải các hệ phương trình sau (phương pháp đặt ẩn phụ) 

1) 

2 1 1

10 3 1

x y x y

x y x y

 + = + −

 − =
 + −

 2) 

2 1 3

1 3 1

x y x y

x y x y

 + = + −

 − =
 + −

 3) 

1 1 5
8

1 1 3
8

x y x y

x y x y

 + = + −
 − − =
 + −

 

4) 

2 5 6
1 2 3

6 1 2
1 2 3

x y

x y

 + = − +

 − =
 − +

 5) 

1 3 2
1 2

2 1 3
1 2

x y

x y

 − = − + +

 + =
 + +

 6) 

2 1 3
2 2

4 3 1
2 2

x y y x

x y y x

 + = + +

 − =
 + +

 

7) 

1 2 9
3 1

3 1 6
3 1

x y

x y

 − = − +

 + =
 − +

 8) 
( )

( )

1 3 1 5

2 5 1 1

y
x y

y
x y

 + + = +

 − + = −
 +

 9) 
( )

( )

52 1 9
3

21 5
3

x
y

x
y

 + − = −

 + − =
 −

 

10) 

7 5 9
2 1 2

3 2 4
2 1

x y x y

x y x y

 − = − + + −

 + =
 − + + −

 11) 
3

1 1
3 1

1 1

x y
x y

x y
x y

 − = + −

 + = −
 + −

 12) 

3 2 4
1 2

2 1 5
1 2

x
x y

x
x y

 − = − +

 + =
 − +

 

13) 

1 2 3
1 2

3 4 2
1 2

x y
x y

x y

 − = − + +

 + =
 + +

 

  

Bài 6:  Giải các hệ phương trình sau (phương pháp đặt ẩn phụ) 

1) 
( )
( )

2 2 7

5 2 2 4

x y x

x y x

 + + + =


+ − + =
 2) 

( )
( )

2 2 8

2 2 5 19

x x y

x x y

 − + − =


− + − =
 3) 

( )
( )

5 2 2 23

3 2 5

x y y

x y y

 − + + =


− − + =
 

4) 
( )

( )
2 1 4

3 1 5

x y x

x y x

 + + + =


+ − + = −
 5) 

( )
( )

2 3 2 5

4 2 3

x y y

x y y

 + + − =


+ − − =
 6) 

( )
( )

2

2

2 2 1 0

3 2 2 1 7

x x y

x x y

 − + + =


− − + = −
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7) 
2 4 1 5

3 2 2 1 1

x y

x y

 + + − =


+ − − =
 8) 

2 4 1 6

3 2 2 1 4

x y

x y

 + + − =


+ − − =
 9) 

( )
( )

3 1 2 2 4

4 1 2 9

x x y

x x y

 + + + =


+ − + =
 

10) 

34 2 1
1

1 52
1 6

x
y

x
y

 + − = −

 + + =
 −

 11) 

30 4 1 22
1

9 6 1 21
1

y
x

y
x

 − − = +

 + − =
 +

 12) 

1 2 2 5
3

4 2 2
3

y
x

y
x

 + − = +

 − − =
 +

 

13) 

1 1 1
1

3 2 1 7
1

y
x

y
x

 − − = − +

 + − =
 +

 14) 

3 152 1
4 2

2 1 2
4

y
x

y
x

 + + = −

 − + = −
 −

 15) 

12 1 5
3

35 1 13
3

x
y

x
y

 − + = −

 − + =
 −

 

16) 

1 3 3 7
2

3 2 3 1
2

y
x

y
x

 + + = −
 − + + =
 −

 17) 

3 2 1 1

1 1 2

y
x y

y
x y

 − + = −

 + + =
 −

 18) 

1 3 1 2
3 4

3 5 1 4
3 4

y
x

y
x

 + + = −

 + + =
 −

 

19) 

3 1 5
3 22

1 2 3
3 22

yx

yx

 + = −+

 − = −
 −+

 20) 

23 1 4
2

12 1 5
2

x
y

x
y

 + − = −

 + + =
 −

 21) 

1 2 3 7
2

2 3 3 7
2

y
x

y
x

 + − = +

 − − = −
 +

 

22) 

1 3 2 5
1

2 5 2 1
1

y
x

y
x

 + − = +

 − − = −
 +

 23) 

14 1 9
2

21 4
2

x
y

x
y

 + + = −

 + + =
 −

 24) 

23 1 4
2

12 1 5
2

x
y

x
y

 + − = −

 + + =
 −

 

25) 

65 4
2
24 5 3

2

x
y

x
y

 − + = −

 − − =
 −

 26) 

32 7
1

4 6
1

x
y

x
y

 + = +

 + =
 +

 27) 

1 3 2
2 1

5 6 3
2 1

x y

x y

 + = + +

 − =
 + +

 

28) 

3 1 4
1 2

2 3 5
1 2

x y

x y

 + = − +

 + =
 − +

 29) 

1 1 3
21

3 2 1
21

yx

yx

 − = +−

 + = −
 +−

 30) 

1 3 4
2 2 3

4 1 3
2 2 3

x y

x y

 + = + −

 − =
 + −

 

31) 

1 6 2
5 2

2 1 9
5 2

x y

x y

 + = − −

 − = −
 − −

 32) 

23 4
2

32 3 1
2

x
y

x
y

 − + = −

 − − =
 −

 33) 

1 4 3
1 2

3 1 5
1 22

x y

x y

 + = + −

 − =
 + −

 

34) 

11 1
2

71 8
2

x
x y

x
x y

 − − = −

 − + =
 −

 35) 

2 1 4

1 3 1 5

y
x y

y
x y

 + + = −

 − + = −
 −

 36) 

11 1

21 4

x
x y

x
x y

 + + = −

 + − =
 −
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37) 

1 3 2 5
1

2 5 2 1
1

y
x

y
x

 + − = +

 − − = −
 +

 38) 
2 2 1

3
34 2 7

3

yx
y

yx
y

 − + = +

 − − =
 +

 39) 
3 2 1 1

1
22 1 5

1

yx
y
yx

y

 − − = +

 − + =
 +

 

40) 

32 2 1
2 1

13 2 7
2 1

x y
x

x y
x

 − − = −

 − + =
 −

 41) 

11 1
1
12 1 5

1

y
x

y
x

 + − = −

 + + =
 −
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Bài 3. Giải bài toán bằng cách lập hệ phương trình. 
A. LÝ THUYẾT. 
1) Giải bài toán bằng cách lập hệ phương trình. 

♣ Các bước giải một bài toán bằng cách lập phương trình là: 
Bước 1: Lập hệ phương trình: 

  + Chọn ẩn số (thường chọn hai ẩn) và đặt điều kiện thích hợp cho các ẩn số. 
  + Biểu diễn các đại lượng chưa biết theo ẩn và các đại lượng đã biết. 
  + Lập hệ phương trình biểu thị mối quan hệ giữa các đại lượng. 

Bước 2: Giải hệ phương trình. 
Bước 3: Trả lời: Kiểm tra các nghiệm vừa tìm được của hệ phương trình, nghiệm nào thỏa mãn,  

nghiệm nào không thỏa mãn, rồi kết luận. 
Ví dụ 1: (Giải bài toán sau bằng cách lập hệ phương trình) 

Một mảnh vườn hình chữ nhật có chu vi 50 m . Nếu chiều dài tăng thêm 5 m  và chiều rộng giảm 
đi 5 m  thì diện tích của mảnh vườn giảm đi 250 m . Tính diện tích của mảnh vườn đó. 

Bài làm: 
 Gọi chiều dài, chiều rộng của mảnh vườn hình chữ nhật lần lượt là ( ) ( ),x m y m    . ĐK: , 5x y y> >   

Vì mảnh vườn có chu vi là 50 m , nên ta có ( )2 50 25x y x y+ = ⇒ + =  ( )1  

Chiều dài tăng thêm 5 m  nên chiều dài là ( )5x m+  . 

Chiều rộng giảm đi 5 m  nên chiều rộng là ( )5y m−  . Khi đó diện tích mảnh vườn giảm đi 250 m , 

nên ta có ( )( )5 5 50 5 5 25x y xy x y+ − = − ⇒ − + = −   ( )2  

Từ ( ) ( )1 , 2   ta có hệ phương trình 
25

5 5 25
x y

x y
+ =

− + = −
  

Chia hai vế của phương trình thứ hai với 5 , ta được hệ 
25

5
x y

x y
+ =

− + = −
   

Cộng từng vế hai phương trình của hệ mới ta có 2 20 10y y= ⇒ =  (thỏa mãn) 
Thế 10y =  vào phương trình thứ nhất của hệ ta được 10 25 15x x+ = ⇒ = (thỏa mãn) 

Vậy diện tích của mảnh vườn hình chữ nhật là 215.10 150 m=   
Ví dụ 2: (Giải bài toán sau bằng cách lập hệ phương trình) 

Một đoàn xe cần vận chuyển hàng hóa thiết yếu tới các vùng có dịch. Nếu xếp mỗi xe 15  tấn thì  
còn thừa lại 5  tấn, còn nếu xếp mỗi xe 16  tấn thì chở được thêm 3  tấn nữa. Hỏi đoàn xe phải chở  
bao nhiêu tấn hàng và có mấy xe? 

Bài làm: 
Gọi số xe của đoàn là x  (xe), x∈  và số tấn hàng cần vận chuyển là y  (tấn), 5y >  

 Xếp mỗi xe 15  tấn còn thừa lại 5  tấn, thì số hàng trở được là 15x  tấn,  
ta có phương trình 15 5 15 5x y x y= − ⇒ − = −   ( )1  

 Xếp mỗi xe 16  tấn thì chở được thêm 3  tấn nữa, thì số hàng trở được là 16x  tấn 
ta có phương trình 16 3 16 3x y x y= + ⇒ − =   ( )2  

 Từ ( ) ( )1 , 2   ta có hệ phương trình 
15 5
16 3

x y
x y
− = −

 − =
 

 Trừ theo vế của hai phương trình của hệ phương trình ta được 8x =  (thỏa mãn) 
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 Thế 8x =  vào phương trình thứ nhất ta được 15.8 5 125y y− = − ⇒ =  (thỏa mãn) 
 Vậy đoàn xe có 8  xe, và phải chở 125  tấn hàng. 
Ví dụ 3: (Giải bài toán sau bằng cách lập hệ phương trình) 

Một ô tô dự định đi từ A  đến B  trong một thời gian nhất định với một vận tốc xác định. Nếu ô tô 
tăng vận tốc thêm 15 /km h  thì sẽ đến B  sớm hơn 2  giờ so với dự định. Nếu ô tô giảm vận tốc đi 
5 /km h  thì sẽ đến B  muộn 1 giờ so với dự định. Tính chiều dài quãng đường AB . 

Bài làm: 
 Gọi vận tốc của ô tô theo dự định là ( )/x km h  và thời gian dự định đi từ A  đến B  là y  (giờ). 

 ĐK: 5, 2x y> >   

 Khi đó quãng đường AB  là ( ).x y km  . 

ô tô tăng vận tốc thêm 15 /km h  thì vận tốc của ô tô là ( )15 /x km h+  . 

Khi đó ô tô đến B  sớm hơn dự định là 2  giờ nên thời gian ô tô đi là 2y −  giờ. 

Nên ta có phương trình ( )( )15 2 2 15 30x y xy x y+ − = ⇒ − + =   ( )1  

ô tô giảm vận tốc đi 5 /km h  thì vận tốc của ô tô là ( )5 /x km h−   

Khi đó ô đến B  muộn hơn dự định là 1 giờ nên thời gian ô tô đi là 1y +  giờ. 

Nên ta có phương trình ( )( )5 1 5 5x y xy x y− + = ⇒ − =   ( )2  

Từ ( ) ( )1 , 2   ta có hệ phương trình 
2 15 30

5 5
x y

x y
− + =
 − =

 

Nhân hai vế của phương trình thứ hai với 2 , ta được hệ phương trình 
2 15 30

2 10 10
x y

x y
− + =
 − =

 

Cộng từng vế hai phương trình của hệ phương trình mới, ta được 5 40 8y y= ⇒ =  (thỏa mãn) 
Thế 8y =  vào phương trình thứ hai ta được 5.8 5 45x x− = ⇒ =  (thỏa mãn) 
Vậy quãng đường AB  là . 45.8 360x y km= =    

Ví dụ 4: (Giải bài toán sau bằng cách lập hệ phương trình) 
Một ô tô dự định đi từ A đến B  trong một thời gian nhất định. Nếu xe tăng vận tốc thêm 10 /km h  
thì đến B  sớm hơn dự định 3  giờ. còn nếu xe giảm vận tốc đi 10 /km h  thì đến B  chậm mất 5  giờ. 
Tính vận tốc dự định và thời gian dự định của ô tô đi hết quãng đường AB . 

Bài làm: 
Gọi vận tốc dự định lúc đầu của xe ô tô là ( )/x km h  với 10x >  

Thời gian dự định để xe đi hết quãng đường AB  là ( )y h  với 3y >  

Độ dài quãng đường AB  là ( )xy km  

Vận tốc của xe đi lần thứ nhất là ( )10x km+  , thời gian xe đi là 3y −  (giờ) 

Khi đó quãng đường AB  là ( )( )10 3x y+ −  ( )km . 

Khi đó ta có phương trình ( )( )10 3 3 10 30x y xy x y+ − = ⇒ − + =   ( )1  

Vận tốc của xe đi lần thứ hai là ( )10x km−  , thời gian xe đi là 5y +  (giờ) 

Độ dài quãng đường AB  là ( )( ) ( )10 5x y km− +   .  

Khi đó ta có phương trình ( )( )10 5 5 10 50x y xy x y− + = ⇒ − =   ( )2  
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 Từ ( ) ( )1 , 2   ta có hệ phương trình 
3 10 30

5 10 50
x y

x y
− + =
 − =

 

 Cộng theo vế hai phương trình của hệ phương trình ta được 2 80 40x x= ⇒ =  (thỏa mãn) 
 Thế 40x =  vào phương trình thứ nhất ta được 3. 40 10 30 15y y− + = ⇒ =  (thỏa mãn) 
 Vậy vận tốc dự định là 40 /km h  và thời gian dự định đi hết quãng đường AB  là 15  giờ 
B. BÀI TẬP VẬN DỤNG. 
Dạng 1. 
Bài 1: (Giải bài toán sau bằng cách lập hệ phương trình) 

Cho hình chữ nhật cho chu vi 48 m . Nếu tăng chiều rộng thêm 2 m  và tăng chiều dài thêm 3 m  thì 
diện tích hình chữ nhật tăng thêm 264 m . Tính độ dài các cạnh của hình chữ nhật ban đầu. 

Bài 2: (Giải bài toán sau bằng cách lập hệ phương trình) 
Một vườn trường hình chữ nhật trước đây có chu vi 120 m , nhà trường đã mở rộng chiều dài thêm 
5 m  và chiều rộng thêm 3 m , do đó diện tích vườn trường đã tăng thêm 2245 m . Tính chiều dài và  
chiều rộng của vườn trường lúc đầu. 

Bài 3: (Giải bài toán sau bằng cách lập hệ phương trình) 
Một mảnh đất hình chữ nhật có chu vi 56 m . Nếu tăng chiều rộng thêm 2 m , giảm chiều dài đi 1m   
thì diện tích mảnh đất tăng thêm 218 m . Tính chiều dài và chiều rộng của mảnh đất đó. 

Bài 4: (Giải bài toán sau bằng cách lập hệ phương trình) 
Một sàn phòng hội trường của trường X  có dạng hình chữ nhật. Nhà trường muốn sửa lại căn 
phòng cho rộng rãi hơn. Nếu tăng chiều dài thêm 2 m  và tăng chiều rộng thêm 3 m , phòng hội 
trường sẽ rộng thêm 290 m . Nếu tăng chiều dài thêm 3 m  và tăng chiều rộng thêm 2 m , phòng hội 
trường sẽ rộng thêm 287 m . Tính diện tích ban đầu của hội trường. 

Bài 5: (Giải bài toán sau bằng cách lập hệ phương trình) 
Tính các kích thước của một hình chữ nhật biết rằng, nếu tăng chiều dài thêm 3 cm  và giảm chiều  
rộng đi 2 cm  thì diện tích giảm 212 cm . Còn nếu giảm chiều dài 2 cm  và tăng chiều rộng 2 cm  thì  
diện tích tăng thêm 28 cm  

Bài 6: (Giải bài toán sau bằng cách lập hệ phương trình) 
Một mảnh đất hình chữ nhật có chiều dài hơn chiều rộng là 5 m . Nếu giảm chiều rộng đi 4 m  và  
giảm chiều dài đi 5 m  thì diện tích mảnh đất giảm đi 2180 m . Tính chiều dài và chiều rộng của  
mảnh đất. 

Bài 7:  (Giải bài toán sau bằng cách lập hệ phương trình) 
Một mảnh vườn hình chữ nhật có chu vi là 34 m . Nếu tăng chiều dài thêm 3 m  và tăng chiều rộng  
thêm 2 m  thì diện tích tăng thêm 245 m . Tính chiều dài, chiều rộng mảnh vườn đó. 

Bài 8:  (Giải bài toán sau bằng cách lập hệ phương trình) 
Một hình chữ nhật, nếu tăng độ dài mỗi cạnh thêm 1cm  thì diện tích của hình chữ nhật tăng thêm  

213 cm . Nếu giảm chiều dài đi 2 cm , chiều rộng đi 1cm  thì diện tích của hình chữ nhật sẽ giảm 
215 cm . Tính chiều dài và chiều rộng của hình chữ nhật đã cho. 

 
Dạng 2. 
Bài 1: (Giải bài toán sau bằng cách lập hệ phương trình) 

Hai người thợ cùng xây một bức tường trong 3  giờ 45  phút thì xong. Nhưng họ chỉ làm chung  
trong ba giờ thì người thứ nhất được điều đi làm việc khác, người thứ hai xây tiếp bức tường còn lại  
trong 2  giờ nữa thì xong. Hỏi nếu làm một mình thì mỗi người xây xong bức tường trong bao lâu? 
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Bài 2: (Giải bài toán sau bằng cách lập hệ phương trình) 
Hai người thợ quét sơn một ngôi nhà. Nếu họ cùng làm trong 6  ngày thì xong công việc. Hai người  
làm cùng nhau trong 3  ngày thì người thứ nhất được chuyển đi làm công việc khác, người thứ hai  
làm một mình trong 4  ngày nữa thì hoàn thành công việc. Hỏi nếu làm riêng thì mỗi người hoàn  
thành công việc đó trong bao lâu? 

Bài 3: (Giải bài toán sau bằng cách lập hệ phương trình) 
Hai đội công nhân cùng làm chung một công việc thì 12  ngày sẽ xong. Nếu đội 1 làm một mình 
trong 5  ngày rồi nghỉ, đội 2  làm tiếp trong 15  ngày thì cả hai đội hoàn thành được 75%  công 
việc. Hỏi làm một mình thì mỗi đội làm xong công việc đó trong bao lâu? 

Bài 4: (Giải bài toán sau bằng cách lập hệ phương trình) 
Hai người cùng làm chung một công việc thì sau 2  giờ làm xong. Nếu hai người làm riêng thì thời 
gian người thứ hai làm xong công việc đó nhiều hơn thời gian người thứ nhất làm là 3  giờ. Hỏi mỗi 
người làm riêng thì sau bao nhiêu giờ mới xong công việc trên. 

Bài 5: (Giải bài toán sau bằng cách lập hệ phương trình) 
Hai nhân viên vệ sinh được phân công dọn dẹp thư viện trường. Nếu hai người cùng làm thì trong 
8  giờ công việc sẽ hoàn thành. Nhưng cả hai người cùng làm 3  giờ thì người thứ nhất phải đi làm 
công việc khác và người thứ hai làm tiếp 3  giờ chỉ hoàn thành được 50%  công việc. Hỏi nếu làm 
riêng thì mỗi người hoàn thành công việc đó trong bao lâu? 

Bài 6: (Giải bài toán sau bằng cách lập hệ phương trình) 
Hai tổ công nhân cùng làm một công việc sau 12  giờ thì xong. Họ làm chung trong 4  giờ thì tổ 
một phải đi làm việc khác. Tổ hai làm xong công việc còn lại trong 10  giờ. Tính thời gian mỗi tổ 
làm một mình xong công việc đó. 

Bài 7: (Giải bài toán sau bằng cách lập hệ phương trình) 
Hai người thợ cùng làm chung một công việc trong 15  giờ thì xong. Nếu người thứ nhất làm một 
mình trong 3  giờ rồi người thứ hai làm tiếp trong 5  giờ thì được 25%  công việc. Hỏi nếu làm một 
mình thì mỗi người phải làm trong bao lâu để xong công việc. 

Bài 8: (Giải bài toán sau bằng cách lập hệ phương trình) 
Hai công nhân cùng làm một công việc thì 6  ngày sẽ xong. Nhưng nếu người thứ nhất làm 4  ngày 

rồi nghỉ, người thứ hai làm tiếp 6  ngày thì mới hoàn thành được 4
5

 công việc. Hỏi nếu mỗi người 

làm một mình thì bao lâu xong công việc. 
Bài 9: (Giải bài toán sau bằng cách lập hệ phương trình) 

Hai người làm chung một công việc thì sau 16  giờ sẽ xong. Nếu người thứ nhất làm một mình trong 

15  giờ và người thứ hai làm một mình trong 6  giờ thì cả hai người làm được 3
4

 công việc. Tính 

thời gian mỗi người làm một mình xong công việc. 
Bài 10: (Giải bài toán sau bằng cách lập hệ phương trình) 

Hai tổ sản xuất cùng nhận chung một đơn hàng. Nếu hai tổ cùng làm thì sau 15  ngày sẽ xong. Tuy 
nhiên sau khi cùng làm được 6  ngày thì tổ một có việc bận phải chuyển công việc khác, do đó tổ 
hai làm một mình 24  ngày nữa thì xong. Hỏi nếu làm một mình thì mỗi tổ làm xong công việc trên 
trong bao nhiêu ngày? 

Bài 11: (Giải bài toán sau bằng cách lập hệ phương trình) 
Hai người thợ cùng làm chung một công việc trong 6  giờ thì xong. Nếu họ làm riêng thì người thứ 
nhất hoàn thành công việc nhanh hơn người thứ hai là 5  giờ. Hỏi nếu làm riêng thì mỗi người cần 
bao nhiêu giờ để xong công việc đó? 
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Bài 12: (Giải bài toán sau bằng cách lập hệ phương trình) 
Hai đội công nhân cùng làm một công việc thì xong trong 4  giờ. Nếu mỗi đội làm riêng xong được 
công việc ấy thì đội thứ nhất cần nhiều thời gian hơn đội thứ hai là 6  giờ. Hỏi mỗi đội làm riêng thì 
hoàn thành công việc trong bao lâu. 

Bài 13: (Giải bài toán sau bằng cách lập hệ phương trình) 
Hai công nhân cùng làm chung một công việc thì trong 8  giờ sẽ xong công việc. Nếu mỗi người 
làm một mình, để hoàn thành công việc đó thì người thứ nhất cần nhiều hơn người thứ hai là 12  
giờ. Hỏi nếu làm một mình thì mỗi người phải làm trong bao nhiều giờ để xong công việc đó. 

Bài 14: (Giải bài toán sau bằng cách lập hệ phương trình) 
Hai người cùng làm chung một công việc trong 4  giờ 48  phút thì xong. Biết rằng thời gian người 
thứ nhất làm một mình xong công việc trên nhiều hơn thời gian để người thứ hai làm một mình 
xong công việc là 4  giờ. Hỏi mỗi người làm một mình thì trong bao lâu sẽ hoàn thành công việc. 

Bài 15: (Giải bài toán sau bằng cách lập hệ phương trình) 
Hai người thợ cùng làm một công việc trong 9  ngày thì xong. Mỗi ngày lượng công việc của người  
thợ thứ hai làm được nhiều gấp ba lần lượng công việc người thứ nhất. Hỏi nếu làm một mình thì 
mỗi người làm xong công việc đó trong bao lâu. 

Bài 16: (Giải bài toán sau bằng cách lập hệ phương trình) 
Hai vòi nước cùng chảy vào một bể không có nước thì sau 12  giờ sẽ đầy bể. Nếu mở vòi 1 chảy  

trong 4  giờ rồi khóa lại và mở tiếp vòi 2  chảy trong 3  giờ thì được 3
10

 bể. Hỏi nếu mỗi vòi chảy  

một mình thì sau bao lâu sẽ đầy bể. 
Bài 17: (Giải bài toán sau bằng cách lập hệ phương trình) 

Hai vòi nước cùng chảy vào một bể thì 6  giờ đầy bể. Nếu mở vòi 1 chảy một mình trong 3  giờ ròi 
khóa lại, mở vòi 2  chảy tiếp trong 4  giờ thì lượng nước trong bể chiếm 60%  bể. Hỏi nếu mỗi vòi 
chảy riêng thì trong bao lâu sẽ đẩy bể. 

Bài 18: (Giải bài toán sau bằng cách lập hệ phương trình) 
Hai vòi nước cùng chảy vào một bể cạn thì sau 2  giờ đầy bể. Nếu mở vòi thứ nhất trong 45  phút 

rồi khóa lại và mở vòi thứ hai trong 30  phút thì cả hai vòi chảy được 1
3

 bể. Hỏi nếu mỗi vòi chảy 

riêng thì sẽ đầy bể trong bao lâu? 
Bài 19: (Giải bài toán sau bằng cách lập hệ phương trình) 

Hai vòi nước cùng chảy vào một bể cạn thì sau 6  giờ sẽ đầy bể. Cùng chảy được 2  giờ thì khóa  
vòi thứ nhất lại và vòi thứ hai tiếp tục chảy thêm 12  giờ nữa thì đầy bể. Hỏi nếu mỗi vòi chảy riêng  
thì bao lâu mới đầy bể? 

Bài 20: (Giải bài toán sau bằng cách lập hệ phương trình) 
Hai vòi nước cùng chảy vào một bể cạn, sau 1 giờ 30  phút thì đầy bể, nếu mở vòi thứ nhất trong  
15  phút. Rồi khóa lại và mở vòi thứ hai chảy tiếp trong 20  phút thì sẽ chảy được 20%  bể. Hỏi mỗi  
vòi chảy một mình thì sau bao lâu sẽ đầy bể. 

Bài 21: (Giải bài toán sau bằng cách lập hệ phương trình) 
Hai vòi nước cùng chảy vào một bể không có nước thì sau 12  giờ đầy bể. Nếu người ta mở cả hai  
vòi chảy trong 4  giờ rồi khóa vòi thứ hai lại và để vòi thứ nhất chảy tiếp 14  giờ nữa thì mới đầy 
bể. Tính thời gian mỗi vòi chảy một mình đầy bề. 

Bài 22: (Giải bài toán sau bằng cách lập hệ phương trình) 
Hai vòi nước cùng chảy vào một bể cạn thì sau 1 giờ 20  phút đầy bể. Nếu để chảy một mình thì  
vòi thứ nhất chảy đầy bể nhanh hơn vòi thứ hai là 2  giờ. Hãy tính thời gian mỗi vòi chảy một mình  
đầy bể. 
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Bài 23: (Giải bài toán sau bằng cách lập hệ phương trình) 
Hai vòi nước cùng chảy vào một bể không có nước sau 4  giờ thì đầy bể. Nếu chảy một mình thì  
vòi thứ nhất chảy đầy bể nhanh hơn vòi thứ hai chảy đầy bể là 6  giờ. Hỏi nếu chảy một mình thì  
mỗi vòi cần vào lâu để đầy bể. 
 

Dạng 3. 
Bài 1: (Giải bài toán sau bằng cách lập hệ phương trình) 

Tháng thứ nhất hai tổ sản xuất được 500  sản phẩm, sang tháng thứ hai do cải tiến kỹ thuật, tổ 1  
làm vượt mức 10% , tổ hai làm vượt mức 15%  so với tháng thứ nhất. Vì vậy tháng thứ hai cả hai tổ  
đã làm được 564  sản phẩm. Hỏi trong tháng thứ nhất, mỗi tổ sản xuất được bao nhiêu sản phẩm? 

Bài 2: (Giải bài toán sau bằng cách lập hệ phương trình) 
Hưởng ứng phong trào của hội đồng đội làm tấm kính chắn giọt bắn gửi các y bác sĩ chống dịch.  
Hai lớp 9 , 9A B   trong đợt một đã làm được 1500  chiếc tấm kính chắn giọt bắn. Để đáp ứng nhu  
cầu với tình hình dịch bệnh, nên trong đợt hai lớp 9A  vượt mức 75% , lớp 9B  vượt mức 68%  nên  
cả hai lớp đã làm được 2583 chiếc tấm kính chắn giọt bắn. Hỏi trong đợt một mỗi lớp làm được  
bao nhiêu tấm kính chắn giọt bắn? 

Bài 3: (Giải bài toán sau bằng cách lập hệ phương trình) 
Theo kế hoạch, hai tổ sản xuất phải làm 700  sản phẩm. Nhưng do tổ một vượt mức 15%  so với kế  
hoạch và tổ hai vượt mức 20%  nên cả hai tổ đã làm được 820  sản phẩm. Tính số sản phẩm mà mỗi  
tổ làm theo kế hoạch. 

Bài 4: (Giải bài toán sau bằng cách lập hệ phương trình) 
Hai xí nghiệp theo kế hoạch phải hoàn thành tổng cộng 360  dụng cụ. Thực tế xí nghiệp một vượt 
mức kế hoạch 10%  còn xí nghiệm hai vượt mức 15% . Do đó cả hai xí nghiệp đã làm được 404  
dụng cụ. Tính số lượng dụng cụ mỗi xí nghiệp phải làm theo kế hoạch. 

Bài 5: (Giải bài toán sau bằng cách lập hệ phương trình) 
Theo kế hoạch hai tổ được giao sản xuất 600  sản phẩm trong một thời gian đã định. Do cải tiến kỹ 
thuật nên tổ một đã sản xuất vượt mức kế hoạch 18%  và tổ hai sản xuất vượt mức 21% . Vì vậy 
trong cùng thời gian quy định hai tổ đã hoàn thành vượt mức 120  sản phẩm. Tính số sản phẩm 
được giao của mỗi tổ theo kế hoạch. 

Bài 6: (Giải bài toán sau bằng cách lập hệ phương trình) 
Hai đội công nhân làm chung một công việc và dự định 12  ngày thì hoàn thành xong. Nhưng khi 
làm chung được 8  ngày thì đội một được điều động đi làm việc khác. Đội hai tiếp tục làm nốt phần 
việc còn lại. Khi làm một mình, do cải tiến cách làm nên năng suất đội hai tăng gấp đôi, nên đội hai 
đã hoàn thành xong phần việc còn lại trong 3,5  ngày. Hỏi với năng suất ban đầu, nếu mỗi đội làm 
một mình thì sau thời gian bao lâu sẽ hoàn thành công việc trên. 

Bài 7: (Giải bài toán sau bằng cách lập hệ phương trình) 
Tháng giêng hai tổ sản xuất được 900  chi tiết máy, tháng hai do cải tiến kỹ thuật, tổ một đã vượt 
mức 15%  và tổ hai vượt mức 10%  so với tháng riêng nên hai tổ đã sản xuất được 1010  chi tiết 
máy. Hỏi tháng riêng mỗi tổ sản xuất được bao nhiêu chi tiết máy. 

Bài 8: (Giải bài toán sau bằng cách lập hệ phương trình) 
Hai tổ sản xuất trong tháng thứ nhất làm được 1000  sản phẩm. Sang tháng thứ hai, do cải tiến kĩ  
thuật nên tổ một vượt mức 20% , tổ hai vượt mức 15%  so với tháng thứ nhất, vì vậy cả hai tổ sản  
xuất được 1170  sản phẩm. Hỏi tháng thứ nhất, mỗi tổ sản xuất được bao nhiêu sản phẩm? 
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Bài 9: (Giải bài toán sau bằng cách lập hệ phương trình) 
Bạn Bình mua một quyển từ điển và một món đồ chơi với tổng số tiền theo giá niêm yết là 750
nghìn đồng. Vì Bình mua đúng dịp cửa hàng có chương trình khuyến mại nên khi thanh toán giá 
quyển từ điển được giảm 20% , giá món đồ chơi được giảm 10% . Do đó Bình chỉ phải trả 630  
nghìn đồng. Hỏi Bình mua mỗi thứ giá bao nhiêu tiền. 

Bài 10: (Giải bài toán sau bằng cách lập hệ phương trình) 
Giá tiền một chiếc bếp từ đôi và một chiếc nồi chiên hơi nước ban đầu tổng cộng là 21 triệu. Nhân 
dịp sắp tết nguyên đán Giáp Thìn 2024, cửa hàng giảm giá bếp từ đôi 15%  và giảm giá nồi chiên 
hơi nước 10%  so với giá ban đầu nên bác An đi mua hai sản phẩm này chỉ hết 18,3  triệu. Tính giá 
triền một chiếc bếp từ đôi và một chiếc nồi chiên hơi nước lúc ban đầu chưa giảm giá? 

Bài 11: (Giải bài toán sau bằng cách lập hệ phương trình) 
Một người mua một cái bàn là và một cái quạt điện với tổng số tiền theo giá niêm yết là 750  nghìn 
đồng. Khi trả tiền người đó được khuyến mại 10%  đối với bàn là và 20%  đối với quạt điện so với 
giá niêm yết. Vì vậy người đó phải trả tổng cộng 625  nghìn đồng. Tính giá tiền bàn là và quạt điện 
theo giá niêm yết. 

Bài 12: (Giải bài toán sau bằng cách lập hệ phương trình) 
Bác Xuân đến siêu thị mua một máy hút ẩm và một cái quạt cây với tổng số tiền theo niêm yết giá  
9  triệu đồng. Tuy nhiên do siêu thị khuyến mại để tri ân khách hàng nên giá của máy hút ẩm và  
quạt cây đã lần lượt được giảm 20%  và 10%  so với giá niêm yết. Do đó bác Xuân đã được giảm  
1,6  triệu đồng khi mua hai sản phẩm trên. Hỏi giá niêm yết của máy hút ẩm, quạt cây là bao nhiêu? 

Dạng 4. 
Bài 1: (Giải bài toán sau bằng cách lập hệ phương trình) 

Để hoàn thành một công việc theo dự định thì cần một số công nhân làm trong một số ngày nhất 
định. Nếu tăng thêm 10  công nhân thì công việc hoàn thành sớm được 2  ngày. Nếu bớt đi 10  công 
nhân thì phải mất thêm 3  ngày nữa mới hoàn thành công việc. Hỏi theo dự định thì cần bao nhiêu 
người công nhân. 

Bài 2: (Giải bài toán sau bằng cách lập hệ phương trình) 
Để hoàn thành một công việc theo dự định cần một số công nhân làm trong một số ngày định trước.  
Nếu bớt đi hai công nhân thì phải mất thêm 4  ngày mới hoàn thành công việc. nếu tăng thêm 3   
công nhân thì công việc hoàn thành sớm 3  ngày. Hỏi theo dự định, cần bao nhiêu công nhân và làm  
bao nhiêu ngày? 

Bài 3: (Giải bài toán sau bằng cách lập hệ phương trình) 
Nhà bạn Mai có một mảnh vườn được chia thành nhiều luống, mỗi luống trồng số lượng cây cải bắp 
như sau. Mai tính rằng nếu tăng thêm 7  luống nhưng mỗi luống trồng ít đi hai cây thì số cây bắp 
cải toàn vườn giảm 9  cây. Còn nếu giảm đi 5  luống nhưng mỗi luống trồng tăng thêm 2  cây thì số 
cây bắp cải toàn vườn tăng thêm 15  cây. Hỏi hiện vườn nhà mai đang trồng bao nhiêu cây cải bắp. 

Bài 4: (Giải bài toán sau bằng cách lập hệ phương trình) 
Một phòng học có 200  ghế được xếp thành từng dãy, số ghế ở mỗi dãy như nhau. Nếu kê thêm 2  
dãy và mỗi dãy tăng thêm 1 ghế thì kê được 242  ghế. Tính số dãy và số ghế trong một dãy lúc ban 
đầu. 

Bài 5: (Giải bài toán sau bằng cách lập hệ phương trình) 
Hội trường của trường THCS Ngọc Thụy có đúng 250  ghế được chia đều vào các dãy. Nhằm giãn 
cách xã hội, trong đợt phòng chống dịch, để mỗi dãy bớt đi 5  nghế mà số ghế trong hội trường 
không đổi thì nhà trường phải kê thêm 25  dãy ghế như thế nữa. Hỏi ban đầu, số ghế trong hội 
trường được chia thành bao nhiêu dãy?  



 
Chương 2. Phương trình và bất phương trình bậc nhất một ẩn. 

Bài 4. Phương trình quy về phương trình bậc nhất một ẩn. 
A. LÝ THUYẾT. 
1) Phương trình tích. 

♣ Để giải phương trình tích ( )( ) 0ax b cx d+ + = , ta giải hai phương trình 0ax b+ =  và 0cx d+ = . 

Sau đó lấy tất cả các nghiệm của chúng. 
Ví dụ 1: Giải phương trình ( )( )3 1 2 4 0x x− − = .  

Bài làm: 
 Ta có ( )( )3 1 2 4 0x x− − = , ta giải hai phương trình sau: 

 13 1 0
3

x x− = ⇒ =  

12 4 0
2

x x− = ⇒ = . Vậy phương trình đã cho có hai nghiệm là 1
3

x =  và 1
2

x = . 

Ví dụ 2: Giải phương trình 2 3 2 6x x x− = − . 
Bài làm: 

 Biến đổi phương trình ta có: 
 2 3 2 6x x x− = − ( ) ( )2 25 6 0 2 3 6 0 2 3 2 0x x x x x x x x⇒ − + = ⇒ − − + = ⇒ − − − =  

 ( )( )2 3 0x x⇒ − − = . Ta giải hai phương trình sau 

 2 0 2x x− = ⇒ =  
 3 0 3x x− = ⇒ = . Vậy phương trình đã cho có hai nghiệm là 2x =  và 3x = . 
2) Phương trình chứa ẩn ở mẫu. 

♣ Đối với phương trình chứa ẩn ở mẫu, ta thường đặt điều kiện cho ẩn để tất cả các mẫu thức trong 
phương trình đều khác 0  và gọi đó là điều kiện xác định của phương trình ( viết tắt là ĐKXĐ). 

Ví dụ 3: Tìm ĐKXĐ của mỗi phương trình sau: 

a) 3 1 1
2 1

x
x
+

=
−

 b) 1 2
1

x x
x x

+
+ =

−
 c) 

( ) ( )( )
1 2

1 2 1
x

x x x
+ =

− − −
 

Bài làm: 

a) ĐKXĐ: 12 1 0
2

x x− ≠ ⇒ ≠  

b) ĐKXĐ: 1 0 1x x− ≠ ⇒ ≠  và 0x ≠ . 
c) ĐKXĐ: 1 0 1x x− ≠ ⇒ ≠  và 2 0 2x x− ≠ ⇒ ≠ . 
♣ Cách giải phương trình chứa ẩn ở mẫu. 

Bước 1: Tìm ĐKXĐ của phương trình. 
Bước 2: Quy đồng mẫu hai vế của phương trình rồi khử mẫu. 
Bước 3: Giải phương trình vừa tìm được. 
Bước 4: Trong các giá trị vừa tìm được, giá trị nào thỏa mãn ĐKXĐ chính là nghiệm của  
phương trình đã cho. 

Ví dụ 4: Giải phương trình 3 2
1 4

1 1 1
x x

x x x x
− =

− − + +
 ( )1  

Bài làm: 
 ĐKXĐ: 1x ≠ . 

 Quy đồng và khử mẫu ta được 
( )( )

( )
( )( )

2

2 2

11 4
1 1 1 1

x xx x x
x x x x x x

−+ + −
=

− + + − + +
2 23 1x x x x⇒ − + = −  



 

 2 2 13 1 0 2 1 0
2

x x x x x x⇒ − + − + = ⇒ − + = ⇒ =  ( thỏa mãn ĐKXĐ).  

Vậy phương trình ( )1  có nghiệm là 1
2

x = . 

B. BÀI TẬP VẬN DỤNG. 
Bài 1: Giải các phương trình sau: 

1) ( )( )2 1 0x x+ − =  2) ( )( )2 3 0x x+ − =  3) ( )( )1 3 6 0x x− − =  

4) ( )( )7 2 8 0x x− − =  5) ( )( )2 7 7 0x x− + =  6) ( )( )5 5 1 0x x− − =  

7) ( )( )2 5 1 3 0x x+ − =  8) ( )( )2 3 1 4 0x x+ − =  9) ( )( )3 2 4 5 0x x+ − =  

Bài 2: Giải các phương trình sau: 

1) ( ) ( )21 2 0x x+ + =  2) ( )( )26 6 0x x− + =  3) ( ) ( )25 3 1 0x x− − =  

4) ( )( )23 1 3 0x x− − =  5) ( ) ( )22 3 4 0x x− − =  6) ( ) ( )22 3 4 0x x− − =  

Bài 3: Giải các phương trình sau: 
1) 25 8 0x x− =  2) 28 4 0x x− =  3) 24 3 0x x+ =  
4) 23 6 0x x− − =  5) 26 9 0x x− + =  6) 29 8 0x x− − =  
7) ( )2 3 3x x x− = −  8) ( )4 3 3 9 0x x x− − + =  9) ( )4 3 12 0x x x− − + =  

10) ( )2 3 5 15 0x x x− + − =  11) ( )5 6 2 12 0x x x− − + =  12) ( ) ( )7 2 6 2 0x x x+ − + =  

Bài 4: Giải các phương trình sau: 
1) ( )( ) ( )( )1 7 1 3 2x x x x− + = − −  2) ( )( ) ( )( )2 1 2 3 5x x x x− + = − +  

3) ( )( ) ( )( )6 5 5 7 8x x x x+ − = − +  4) ( )( ) ( )( )2 5 4 4 5x x x x+ − = − −  

5) ( )( ) ( )( )2 7 3 2 4 3x x x x− − = − −  6) ( )( )23 3 1 3x x x x− = − +  

7) ( ) ( )( )3 2 1 3x x x x+ = − +  8) ( )( ) ( )23 2 2 1 2 1x x x− + = +  

9) ( )( ) ( )( )2 3 5 1 3 2 5x x x x− + = − −  10) ( )( ) ( )( )6 7 3 4 7 6 1x x x x− + = − −  

11) ( )( ) ( )( )2 3 11 3 2 2 5x x x x− + = − −   

Bài 5: Giải các phương trình sau: 

1) ( ) ( )2 21 1 0x x+ − − =  2) ( ) ( )2 23 1 2 3 0x x+ − + =  3) ( ) ( )2 25 4 3 2 0x x− − − =  

4) ( ) ( )2 22 3 5x x− = +  5) ( ) ( )2 23 3 2x x− = −  6) ( ) ( )2 22 7 3x x+ = +  

7) ( ) ( )2 26 9 5 7x x− = −  8) ( ) ( )2 24 6 6 4x x− = +  9) ( ) ( )2 213 7 3 4x x− = −  

Bài 6: Giải các phương trình sau: 

1) 2
2 5 8
2 2

x
x x x x
+

− =
− −

 2) 2
1 1 2 1

1
x x

x x x x
− +

+ =
+ +

 3) 
( )

7 49 3
7 7

x x
x x x x
−

= +
− −

 

4) 2
1 3 1 1
1

x x
x xx x
+ +

− =
− −

 5) 5 2 3 1
3 6 2 4 2

x x
x x
+ −

− =
− −

 6) 
2

2
6 3

22
x x x

x xx x
−

+ =
−−

 

7) 2
2 1 2
2 2

x
x x x x
+

− =
− −

 8) 2 3 1
1 2 3 3x x x
− =

+ + +
 9) 3 1 5

3 2 2 6x x x
− =

+ − +
 

10) 6 1 5
3 2 2 6x x x
− =

+ − +
 11) 7 1 3

2 3 2 2 1x x x
+ =

− − −
 12) 1 3 2

2 1 12 8 3 2x x x
+ =

− − −
 

Bài 7: Giải các phương trình sau: 



 

1) 2
2 3 3 5

3 3 9
x

x x x
+

+ =
− + −

 2) 2
3 1 2 1

3 39
x

x xx
−

= −
− +−

 3) 2
1 2 2 3

2 2 4
x

x x x
−

+ =
+ − −

 

4) 2
1 5 12
2 2 4

x
x x x
− −

+ =
− + −

 5) 2
5 5 20
5 5 25

x x
x x x
+ −

− =
− + −

 6) 2
3 2 5

7 7 49x x x
+ =

− + −
 

7) 
2

2
2 6
2 2 4

x x
x x x
+

− =
− + −

 8) 
2

2
2 1 2 4

3 3 9
x x x x

x x x
− +

− =
+ − −

 9) ( )
2

105 2
5 5 25

x xx x
x x x

+−
− =

+ − −
 

10) 2
5 4 5

3 3 9
x

x x x
−

+ =
− + −

 11) 2
3 3 48
3 3 9

x x
x x x
+ −

− =
− + −

 12) 2
1 5 2
2 24

x x x
x xx
− −

− =
+ −−

 

13) 2
2 3 2 22
2 2 4

x x
x x x
− −

− =
+ − −

 14) 2
3 2 7 5

1 3 1 3 9 1
x

x x x
+

= −
− + −

 15) 
2

2
3 9

3 3 9
x x x

x x x
− +

+ =
− + −

 

16) 2
1 7 6
2 2 4

x x x
x x x
− −

− =
+ − −

 17) 2
2 2 1 13 9
3 3 9

x x x
x x x
+ − −

+ =
+ − −

 18) 
2

2
4 8 1 5

2 24
x x x x

x xx
− − + −

+ =
+ −−

 

Bài 8: Giải các phương trình sau: 

1) 
( )( )

1 5 3
1 2 1 2

x
x x x x

+ =
+ − + −

 2) 
( )( )

2 1 3 11
1 2 1 2

x
x x x x

−
− =

+ − + −
 

3) 
( )( )

2 3 3 20
2 3 3 2

x
x x x x

−
− =

− − − −
 4) 

( )( )
3 1

2 6 2 2 1 3
x x x

x x x x
+

− =
− + + −

 

5) 
( )

23 1 3 4 1
1 1

x x x x
x x x x
+ − + +

− =
+ +

 6) 
( )( )

1 2 5
1 2 1 2x x x x
+ =

− − − −
 

7) 
( )( )

2 3 1
4 2 4 2

x x
x x x x

+ −
+ =

− − − −
 8) 2

7 2 1
2 3 5 6x x x x
+ =

+ + + +
 

9) 
2

2
1 3

2 42 8
x x

x xx x
+

− =
+ −− −

 10) 2
4 1 9

6 3 3 18x x x x
+ =

+ − + −
 

11) 2
2 15 3

3 1 2 16 1x xx x
− =

+ −− −
 12) 

2

2
4 2

2 1 2
x x

x x x x
−

+ =
− + − −

 

13) 2
2 4 3 11

1 3 2 3
x

x x x x
+

+ =
− + + −

 14) 2
2 1 3 8

6 1 7 6
x

x x x x
+

+ =
+ + + +

 

15) 2
3 2 5 4

1 2 3 2
x

x x x x
+

+ =
+ + + +

 16) 2
5 2 3

2 4 2 8
x

x x x x
+ =

− + + −
 

17) 2
3 1 5 11

2 1 4 2 7 4
x

x x x x
+

+ =
− + + −

 18) 
2

2
2 3 11
2 2 4

x x
x x x
− −

+ =
+ − −

 

19) 2
1 1 2

2 2 2 2 1
x x
x x x
+ −

− =
− + −

 20) 2
1 5 4 1
2 2 4

x
x x x
+

+ = +
+ − −

 

21) 
( )( )

2
2 6 2 2 3 1

x x x
x x x x

−
+ =

− + − +
 22) 2

1 1 2 1
1

x x
x x x x
− −

+ =
+ +

 

23) 2
1 2 3

1 2 21 x xx
+ =

− +−
 24) 

2

2 3
2 1 3

11 1
x x

xx x x
− =

−+ + −
 

25) 
2

3 2
9 6 3

28 2 4
x

xx x x
+ =

−− + +
 26) 3 2

1 2 9 2
2 8 2 4

x
x x x x

−
− =

+ + − +
 

27) 
2

2 3
1 1 2 0

1 1 1
x

x x x x
+

+ − =
− + + −

 
 



 
 

  



 
Bài 5. Bất đẳng thức và tính chất. 

A. LÝ THUYẾT. 
1) Bất đẳng thức. 

♣ Ta gọi hệ thức dạng a b>  ( hay , ,a b a b a b< ≥ ≤    ) là các bất đẳng thức và gọi a  là vế trái, b  là 
vế phải của bất đẳng thức. 

♣ Hai bất đẳng thức a b>  và c d>  gọi là hai bất đẳng thức cùng chiều. 
Hai bất đẳng thức a b>  và c d<  gọi là hai bất đẳng thức ngược chiều. 

♣ Tính chất bắc cầu của bất đẳng thức. Nếu a b<  và b c<  thì a c< . 

Ví dụ 1: Hệ thức ( )2 0a b− ≥  gọi là một bất đẳng thức. trong đó vế trái là ( )2a b− , vế phải là 0 . 

Ví dụ 2: Hệ thức ( ) ( )22 2 23 a b c a b c+ + ≥ + +  là một bất đẳng thức, trong đó ( ) ( )22 2 23 a b c a b c+ + ≥ + +   

là vế trái, còn ( )2a b c+ +  là vế phải. 

Ví dụ 3: Ta có bất đẳng thức ( ) ( )22 2 23 a b c a b c+ + ≥ + +  và ( ) ( )2 3a b c ab bc ca+ + ≥ + +  

Theo tính chất bắc cầu ta có ( ) ( )2 2 23 3a b c ab bc ca+ + ≥ + + . 

2) Liên hệ giữa thứ tự và phép cộng. 
♣ Khi cộng cùng một số vào hai vế của một bất đẳng thức ta được bất đẳng thức mới cùng chiều với 

bất đẳng thức đã cho: 
Cụ thể:  a b a c b c< ⇒ + < +  hoặc a b a c b c≤ ⇒ + ≤ +  
  a b a c b c> ⇒ + > +  hoặc a b a c b c≥ ⇒ + ≥ +  

Ví dụ 4: Cho 2 2a b− > − . Hãy so sánh a  với b . 
Bài làm: 

 Ta có 2 2 2 2 2 2a b a b a b− > − ⇒ − + > − + ⇒ > . Vậy a b> . 
3) Liên hệ giữa thứ tự với phép nhân. 

♣ Khi nhân cả hai vế của một bất đẳng thức với cùng một số dương ta được bất đẳng thức mới cùng 
chiều với bất đẳng thức đã cho. 

♣ Khi nhân cả hai vế của một bất đẳng thức với cùng một số âm, ta được bất đẳng thức mới ngược 
chiều với bất đẳng thức đã cho. 
Cụ thể: với 0c >  . .a b a c b c< ⇒ <   hoặc . .a b a c b c≥ ⇒ ≥   
  với 0c <  . .a b a c b c< ⇒ >   hoặc . .a b a c b c≥ ⇒ ≤   

Ví dụ 5: Cho bất đẳng thức ( ) ( )2 2 23 3a b c ab bc ca+ + ≥ + + . 

 Chứng minh rằng 2 2 2a b c ab bc ca+ + ≥ + + . 
Bài làm: 

 Từ ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 21 13 3 .3 .3
3 3

a b c ab bc ca a b c ab bc ca+ + ≥ + + ⇒ + + ≥ + +   

 2 2 2a b c ab bc ca⇒ + + ≥ + +  ( đpcm) 
B. BÀI TẬP VẬN DỤNG. 
Bài 1: So sánh hai số a  và b , nếu  

1) 1954 1954a b+ < +  2) 7 7a b− ≥ −  3) ( )4 4a b− − ≤ +  

4) 11 11a b+ < +  5) 6 6a b− + ≤ −  6) ( )3 3a b− − > +  

Bài 2: So sánh hai số a  và b , nếu 
1) 6 6a b≤  2) 3 1 3 1a b+ ≥ +  3) 5 1 5 1a b− > −  
4) 8 8a b− < −  5) 3 3a b− ≥ −  6) 2 3 3 2a b− + ≥ −  



 
Bài 3: Cho a b< . Chứng minh rằng 

1) 2 1 2 2a b+ < +  2) 2 5 2 7a b− − > − −  3) 4 2 4 3a b+ < +  
Bài 4: Cho a b> . Chứng minh rằng  

1) 1 3 1 3a b− < −  2) 6 5 5 6a b− > − +  3) 3 4 3 4a b− − < − −  
4) 1 2 1 2a b− + > − +  5) 2 3 2 5a b− + < − +  6) 4 1 4 7a b+ > −  

Bài 5: Cho 2 1 2 3a b+ ≥ − . Chứng minh rằng 2a b+ ≥ . 
Bài 6: Cho 3 4 3 4a b− ≥ − . Chứng minh rằng 4 3 4 3a b+ ≤ + . 
Bài 7: Cho 2 3 2 4a b+ ≥ + . Chứng minh rằng 2 1 2a b+ > . 
Bài 8: Cho , , 0a b c >    . Chứng minh rằng 2 2 2a b c ab bc ca+ + ≥ + + . 

Bài 9: Chứng minh rằng ( )2 2 2 3
4

a b c a b c+ + + ≥ + +  với mọi , ,a b c    . 

Bài 10: Chứng minh rằng ( )2 2 22 2a b c a b c+ + ≥ +  với mọi , ,a b c    . 

Bài 11: Chứng minh rằng 
22 2

2 2
a b a b+ + ≥  

 
 với mọi ,a b   

Bài 12: Cho , 0a b >  . Chứng minh rằng 1 1 4
a b a b
+ ≥

+
.  

Bài 13: Chứng minh rằng ( )4 4 2 2a b ab a b+ ≥ +  với mọi , ,a b c    . 

Bài 14: Cho , 0a b >  . Chứng minh rằng ( )3 3a b ab a b+ ≥ + . 

 
 
 
  



 
Bài 6. Bất phương trình bậc nhất một ẩn. 

A. LÝ THUYẾT. 
1) Khái niệm bất phương trình bậc nhất một ẩn. 

♣ Bất phương trình dạng 0ax b+ >  ( hoặc 0, 0, 0ax b ax b ax b+ < + ≥ + ≤    ) trong đó ,a b   là hai số 
đã cho và 0a ≠ , được gọi là bất phương trình bậc nhất một ẩn x . 

♣ Trong bất phương trình 0ax b+ >  thì ax b+  là vế trái, còn 0  gọi là vế phải.  
Ví dụ 1: Trong các bất phương trình sau, đâu là bất phương trình một ẩn x . 

a) 3 16 0x + ≤  b) 5 5 0x− >  c) 2 5 0x − >  d) 3 4x− ≤  
Bài làm: 

 Các bất phương trình trong câu a), b), d) là bất phương trình bậc nhất một ẩn x . 
 Bất phương trình 2 5 0x − >  không phải là bất phương trình bậc nhất một ẩn. 
 

♣ Số 0x  là một nghiệm của bất phương trình ( ) ( )A x B x<  nếu ( ) ( )0 0A x B x<  là khẳng định đúng. 

♣ Giải một bất phương trình là tìm tất cả các nghiệm của bất phương trình đó. 
2) Cách giải bất phương trình bậc nhất một ẩn. 

♣ Bất phương trình bậc nhất một ẩn ( )0 0ax b a+ < ≠   được giải như sau: 

0ax b ax b+ < ⇒ < − . 

Nếu 0a >  thì bx
a
−

<   Nếu 0a <  thì bx
a
−

> . 

♣ Ta cũng có thể giải được các bất phương trình mọt ẩn đưa được về dạng 0ax b+ < . 
 
Ví dụ 2: Giải các bất phương trình sau: 

a) 6 5 0x + <  b) 2 7 0x− − >  c) 5 7 8 5x x+ > −  
Bài làm: 

a) 56 5 0 6 5
6

x x x+ < ⇒ < ⇒ < . Vậy nghiệm của bất phương trình là 5
6

x < . 

b) 72 7 0 2 7
2

x x x −
− − > ⇒ − > ⇒ < . Vậy nghiệm của bất phương trình là 7

2
x −
< . 

c) 5 7 8 5 5 8 5 7 3 12 4x x x x x x+ > − ⇒ − > − − ⇒ − > − ⇒ < . Vậy nghiệm của bất phương trình là 4x <  
Ví dụ 3: Giải các bất phương trình sau: 

a) 5 0x − ≥  b) 5 0x− − ≤  c) 4 12 0x− + ≤  
Bài làm: 

a) 5 0 5x x− ≥ ⇒ ≥ . Vậy nghiệm của bất phương trình là 5x ≥ . 
b) 5 0 5 5x x x− − ≤ ⇒ − ≤ ⇒ ≥ − . Vậy nghiệm của bất phương trình là 5x ≥ − . 
c) 4 12 0 4 12 3x x x− + ≤ ⇒ − ≤ − ⇒ ≥ . Vậy nghiệm của bất phương trình là 3x ≥ . 

Ví dụ 4: Giải các bất phương trình sau: 
a) 3 2 2 3x x+ > +  b) 5 4 3 2x x+ < − −  c) 4 3 3 1x x− + ≤ −  

Bài làm: 
a) 3 2 2 3 3 2 3 2 1x x x x x+ > + ⇒ − > − ⇒ > . Vậy nghiệm của bất phương trình là 1x > . 

b) 35 4 3 2 8 6
4

x x x x −
+ < − − ⇒ < − ⇒ < . Vậy nghiệm của bất phương trình là 3

4
x −
< . 

c) 44 3 3 1 7 4
7

x x x x− + ≤ − ⇒ − ≤ − ⇒ ≥ . Vậy nghiệm của bất phương trình là 4
7

x ≥ . 

 
 



 
B. BÀI TẬP VẬN DỤNG. 
Bài 1: Giải các bất phương trình sau: 

1) 3 5x + >  2) 3 1 0x − >  3) 3 2 8x + >  4) 2 7 0x − >  
5) 3 2 4x− ≤  6) 3 5 14x + ≤  7) 3 4x− − ≥ −  8) 3 6x− + ≥ −  

Bài 2: Giải các bất phương trình sau: 
1) 2 3 4x x+ < +  2) 2 7 8x x− > −  3) 3 5 2 1x x+ < −  4) 5 3 3 4x x− > −  
5) 7 4 5 8x x+ ≥ −  6) 5 2 2 8x x− ≤ +  7) 3 1 3x x− − ≤ − +  8) 4 5 2x x− ≥ − −  

Bài 3: Giải các bất phương trình sau: 
1) ( )3 2 8x x+ ≤ −  2) ( )4 3 3 2x x− > −  3) ( )10 1 3 5 2x x+ > +  

4) ( )2 3 12 2x x− + ≤ +  5) ( )3 1 2x x− + ≥ −  6) ( )4 3 3 5x x− ≥ − +  

7) ( ) ( )3 2 1 3 1 5x x+ − < + −  8) ( )4 8 3 3 2 4 2x x x− ≥ − + −  9) ( ) ( )3 2 7 4 1 14x x x− + ≤ + +  

Bài 4: Giải các bất phương trình sau: 
1) ( ) ( )2 3 1 5 2 4x x x x+ + > − −  2) ( )( ) 21 2 1 2 4 1x x x x+ − < − +  

Bài 5: Giải các bất phương trình sau:  

1) 6 2 1
3 4

x x− +
≤  2) 4 5 7

3 5
x x− −

>  3) 2 3 1 3
2 5

x x− −
<

−
 

4) 2 3 8 11
2 6

x x− −
>  5) 3 1 4 2

3 2
x x− −

≥  6) 5 2 5 2
6 3

x x− −
>  

7) 2 1 2
3 4 6

x x x− + −
− ≤  8) 1 2 3 3

2 3 4
x x x− − −

+ ≤  9) 5 3 2 1
2 6 3

x x x− − +
− <  

10) 1 4 3 1 5
5 10 25

x x x− + −
− <  11) 2 2 3 12

4 3 6
x x x+ − −

+ ≤  12) 3 5 4 3 7
4 6 3

x x x+ − +
− ≤  

13) 2 1 7
3 2 6

x x+
− ≤  14) 2 2 1 1

3 4
x x+ −

≥ −  15) 1 2 1 52
4 8

x x− −
− ≤  

16) 2 3 1 2
3 5

x x+ −
− < −  17) 1 11 8

4 3
x x− +

− > +  18) 2 1 2
3 2

x xx+
− ≥ +  

Bài 6: Một ngân hàng đang áp dụng lãi suất gửi tiết kiệm kì hạn 1 tháng là 0,4 % . Hỏi nếu muốn có số 
tiền lãi hàng tháng ít nhất là 3  triệu đồng thì số tiền gửi tiết kiệm ít nhất là bao nhiêu? ( làm tròn đến triệu 
đồng). 
Bài 7: Một hãng taxi có giá mở cửa là 15  nghìn đồng và giá 12  nghìn đồng cho mỗi kilômét tiếp theo. Hỏi 
với 100  nghìn đồng thì khách hàng có thể di chuyển được tối đa bao nhiêu kilômét ( làm tròn đến hàng 
đơn vị). 

Bài 8: Chứng minh rằng 
2

2

4
ba ab+ ≥  với mọi ,a b   

Bài 9: Chứng minh rằng ( )2 2 2 2a b c d a b c d+ + + ≥ + +  với mọi , , ,a b c d      . 
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Chương 3. Căn bậc hai và căn bậc ba 
Bài 7. Căn bậc hai và căn thức bậc hai. 

A. LÝ THUYẾT. 
1) Căn bậc hai. 

♣ Căn bậc hai của số thực a  không âm là số thực x  sao cho 2x a= . 
♣ Số âm không có căn bậc hai. 
♣ Số 0  có một căn bậc hai là 0 . 
♣ Số dương a  có đúng hai căn bậc hai đối nhau là a  và a− . 

Ví dụ 1: Căn bậc hai của 25  là 25 5=  và 25 5− = − . 

♣ Tính chất 2a a=  với mọi số thực a . 

Ví dụ 2: Tính  

a) 212  b) ( )213−  c) ( )23− −  

Bài làm: 

a) 212 12 12= =  b) ( )213 13 13− = − =  c) ( )23 3 3− − = − − = −  

2) Căn thức bậc hai. 
♣ Căn thức bậc hai là biểu thức có dạng A  trong đó A  là một biểu thức đại số.  

Khi đó: A  được gọi là biểu thức lấy căn hoặc biểu thức dưới dấu căn. 
♣ A  xác định khi A  lấy giá trị không âm và hay 0A ≥  là điều kiện xác định ( điều kiện có nghĩa) 

của A . 
Ví dụ 3: Tìm điều kiện có nghĩa của căn thức sau 5 2x−  

Bài làm: 

 ĐKXĐ: 
55 2 0
2

x x− ≥ ⇒ ≤ . 

♣ Hằng đẳng thức 2A A=  với A  là một biểu thức. 

Ví dụ 4: Tính  

a) ( )25 5 1− −  b) ( )22 3−  c) ( )25 3−  

Bài làm: 

a) ( ) ( )2
5 5 1 5 5 1 5 5 1 1− − = − − = − − =  ( vì 5 1 0− > ). 

b) ( )22 3 2 3 2 3− = − = −  ( vì 2 3 0− > ). 

c) ( )25 3 5 3 3 5− = − = −  ( vì 5 3 0− < ). 

Ví dụ 5: Rút gọn các biểu thức sau 

a) ( )23 2a −  với 2a <  b) 225 4a a+  với 0a ≥ . c) 4 29 3a a+  

Bài làm: 

a) ( ) ( )23 2 3 2 3 2 3 6a a a a− = − = − = −  ( vì 2 2 0a a< ⇒ − > ). 

b) ( )2225 4 5 4 5 4 5 4 9a a a a a a a a a+ = + = + = + =  ( vì 0 5 0a a≥ ⇒ ≥ ). 
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c) ( )24 2 2 2 2 2 29 3 3 3 3 3 6a a a a a a a+ = + = + =  ( vì 23 0a ≥  với mọi a ) 

B. BÀI TẬP VẬN DỤNG. 
Bài 1: Tìm điều kiện xác định của các biểu thức sau 

1) 4x  2) 6x−  3) 3x−  4) 7x  

5) 3 1x +  6) 6 1x −  7) 4 2x−  8) 3 4a− −  

9) 24 x−  10) 2 16x −  11) 24 1x −  12) 21 3a+  
Bài 2: Tìm điều kiện xác định của các biểu thức sau 

1) 3
5
x

x
+
−

 2) 3
2
x

x
−
−

 3) 2
2
x

x
+
−

 

4) 3
3

x
x
−
+

 5) 2 1
4

x
x
+
−

 6) 2 4
3

x
x
−
+

 

7) 2 3 2x x− +  8) 2 4 5x x+ +  9) 29 6 1x x− +  
Bài 3: Rút gọn các biểu thức sau: 

1) 2 23 5+  2) ( )424 2+ −  3) ( )222 7+ −  

4) ( )2 26 6− +  5) ( ) ( )2 43 1− − −  6) ( ) ( )2 211 9− − −  

Bài 4: Rút gọn các biểu thức sau: 

1) ( )24 9−  2) ( )24 6−  3) ( )23 11−  

4) ( )22 2 3−  5) ( )210 10−  6) ( )23 2−  

7) ( )21 3+  8) ( )23 3−  9) ( )25 3−  

10) ( )23 8−  11) ( )22 1−  12) ( )23 8+  

Bài 5: Rút gọn các biểu thức sau: 

1) ( ) ( )2 2
2 3 1 3− + −  2) ( ) ( )2 2

3 2 1 2+ − −  3) ( ) ( )2 2
2 1 2 5+ − −  

4) ( ) ( )2 2
5 6 5 6− − +  5) ( ) ( )2 2

5 2 5 2− + +  6) ( ) ( )2 2
3 2 3 1− + −  

7) ( ) ( )2 2
1 2 2 3− + +  8) ( ) ( )2 2

5 3 5 2− + −  9) ( ) ( )2 2
3 10 10 5− − −  

10) ( ) ( )2 2
2 5 2 5− − +  11) ( ) ( )2 2

3 5 5 6+ + −  12) ( ) ( )2
5 1 . 5 1− +  

Bài 6: Rút gọn các biểu thức sau:  

1) 3 2 3 1− +  2) 5 2 5 1− +  3) 1 2 2 2− +  

4) 4 4 5 5− +  5) 4 4 3 3+ +  6) 5 6 5 9− +  

7) 7 4 7 4− +  8) 6 8 6 16− +  9) 25 10 5 5− +  

10) 2 8 16x x+ +  11) 4 4x x− +  12) 2 2 1x x+ +  
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13) 8 16x x− +  14) 2 10 25x x− +  15) 24 4 1x x+ +  
Bài 7: Rút gọn các biểu thức sau: 

1) 4 2 3−  2) 3 2 2−  3) 9 4 5−  

4) 7 4 3+  5) 14 6 5−  6) 30 10 5−  
Bài 8: Rút gọn các biểu thức sau:  

1) 6 2 5 9 4 5A = − + −  2) 4 2 3 4 2 3A = − + +  

3) 7 4 3 4 2 3A = − − −  4) 4 2 3 4 2 3A = + − −  

5) 7 2 6 7 2 6A = − − +  6) 3 2 2 3 2 2A = + + −  

7) 11 6 2 11 6 2A = + − −  8) 8 2 7 8 2 7A = − − +  

9) 18 8 2 18 8 2A = + + −  10) 28 10 3 19 8 3A = + + −  
Bài 9: Rút gọn các biểu thức sau: 

1) ( )22 2 8 3B = + −  2) ( )27 4 7B = − +  

3) ( )23 3 4 2 3B = − + −  4) ( )23 2 2 2 2B = + + −  

5) ( )26 2 5 2 5B = − + +  6) ( )24 3 2 11 6 2B = − − +  

7) ( )21 3 4 2 3 3 3B = − − − +  8) ( )23 2 19 8 3B = − + +  

Bài 10: Rút gọn các biểu thức sau:  

1) 5 2 3 2 4 2 3C = − − −  2) 2 2 3 18 8 2C = + + −  
Bài 11: Giải các phương trình sau 

1) 2 4x − =  2) 2 1 3x + =  3) 4 5 12x− =  

4) 6 2 4x − =  5) 4 5 8x + =  6) 3 5 4x − =  

7) 7 3 5x − =  8) 3 7x + =  9) 5 2 4x + − =  

10) ( )9 1 21x − =  11) 9 18 15 0x − − =  12) 4 9 3 0x + − =  

13) 3 2 5 4x − − =  14) 4 5 5x+ − =  15) 4 5 2x + =  
Bài 12: Giải các phương trình sau 

1) 2 1 2x + =  2) 2 2 3x + =  3) 2 1 3x + =  

4) ( )23 4x − =  5) ( )23 9x − =  6) ( )22 3 9x − =  

7) ( )24 2 8x + =  8) ( )24 1 6 0x − − =  9) ( )21 4 5x− =  

Bài 13: Giải các phương trình sau 

1) 2 12 36 5x x− + =  2) 2 14 49 2x x− + =  3) 24 4 1 6x x+ + =  

4) 24 4 1 5x x− + =  5) 24 4 9 3x x− + =  6) 2 10 25 1x x+ + =  

7) 29 12 4 4x x− + =  8) 29 24 16 1x x− + =  9) 2 2 1 7x x+ + =  
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10) 2 6 9 3x x+ + =  11) 2 4 4 5x x− + =  12) 2 8 16 5x x− + =  

13) 2 5 20 4x x+ + =  14) 2 2 1 2 5x x− + + =  15) 22 9 6 1 14x x+ + =  

16) 22 4 4 1 18x x+ + =    

Bài 14: Giải các phương trình sau 

1) 21 2 1x x− = −  2) 5 4 2x x+ = +  3) 2 4 2 0x x− − + =  

4) 2 2 2x x x− = −  5) 2 1 1x x x+ + = +  6) 24 8 1 1x x x− + = −  

7) 25 2 2 1x x x− + = +  8) 24 1 2 3x x x− + − =  9) 2 4 4 3x x x− + = +  

10) 2 8 16 4x x x− + = −  11) 2 6 9 5 0x x x− + − − =  12) 29 6 1 5 2x x x− + − =  

13) 29 12 4 4x x x+ + =  14) 225 10 2 1x x x− + − =  15) 22 9 6 1 5x x x− − + = −  

16) 29 6 1 5 2x x x− + = −  17) 2 6 9 5 3x x x− + + =  18) 2 4 4 3 1x x x− + = +  

19) 2 4 1x x x− + =  20) 2 2 5 3x x x− + = +  21) 2 10 25 2 3x x x− + − =  

22) 2 4 3 2x x x− + = −  23) 2 6 9 2 1x x x− + = −  24) 24 4 1 1x x x− + = −  

25) 24 4 1 2x x x− + − =  26) 2 4 4 2 1x x x− + − =  27) 225 30 9 7x x x− + = +  

28) 225 10 1 3 2x x x− + = −  29) 2 4 4 2 5x x x− + − =   
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Bài 8. Khai căn bậc hai với phép nhân và phép chia. 
A. LÝ THUYẾT. 
1) Khai căn bậc hai và phép nhân. 

♣ Với ,A B   là các biểu thức không âm, ta có . .A B A B=  . 

♣ Với , ,A B C     là các biểu thức không âm, ta có . . . .A B C A B C=    . 
Ví dụ 1: Tính 

a) 36.64  b) 50. 2  c) 27. 12  d) 5. 45  
Bài làm: 

a) 36.64 36. 64 6.8 48= = =    b) 50. 2 50. 2 100 10= = =   

c) ( )227. 12 27.12 81. 4 9. 2 18= = = =     d) ( )25. 45 5. 45 25.9 5.3 15= = = =     

Ví dụ 2: Tính 

a) ( )5 20 3 45− +  b) ( )3 2 5 2 6− +  

Bài làm: 
a) ( )5 20 3 45 100 3 5 9.5 10 3 5 3 5 10− + = − + = − + = . 

b) ( ) ( ) ( )( )3 2 5 2 6 3 2 3 2 3. 2 2 3 2 3 2 1− + = − + + = − + = . 

2) Khai căn bậc hai và phép chia. 

♣ Với ,A B   là các biểu thức với 0, 0A B≥ >   thì A A
BB

= . 

Ví dụ 3: Tính 

a) 99
11

 b) 81
16

 c) 32
2

 d) 25
4

 

Bài làm: 

a) 99 99 9 3
1111

= = =  b) 81 81 9
16 416

= =  

c) 32 32 16 4
22

= = =  d) 25 25 5
4 24

= =  

Ví dụ 4: Tính 

a) 7 16 9 : 7
7 7 7

 
− +  

 
 b) 2 3.

3 8
a a  với 0a ≥ . c) 

2

4.y x
x y

  với 0, 0x y> ≠ . 

Bài làm: 

a) 7 16 9 7 16 9 1 7 16 9 1 4 3: 7 . 0
7 7 7 7 7 7 7 7 77 7 7 7. 7 7. 7

   
− + = − + = − + = − + =      

   
 

  
. 

b) 
2 22 3 2 3. .

3 8 3 8 4 24
a a a a a a a

= = = =   ( vì 0a ≥ ) 

c) 
2 2

4 24

1. . .y x y x y x
x x x yy yy

= = =    ( vì 0x > ) 
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B. BÀI TẬP VẬN DỤNG. 
Bài 1: Rút gọn các biểu thức sau 

1) 3. 27 144 : 36−  2) 16. 25 196 : 25+  

3) 25. 9 72 : 2−  4) 48. 3 45 : 5−  

5) 49. 144 256 : 64+  6) ( )32 3 18 : 2+  

7) ( )12 75 27 : 15+ +  8) ( )12 75 48 : 3− +  

9) ( )48 75 6 3 : 3− +  10) ( )12. 5 3 27−  

11) ( )2. 4 2 6 72− +  12) ( )3 50 5 18 3 8 . 2− +   

13) ( )3 5 2 3 . 5 60− +  14) ( )8 3 2 10 . 2 5− + −  

15) ( )28 2 3 7 . 7 84− + +  16) ( )28 2 14 7 . 7 7 8− + +  

17) ( )12 2 18 5 3 . 3 5 6− + +  18) ( )99 18 11 . 11 3 22− − +  

19) ( )8 3 2 10 . 2 5− + −  20) ( )24 48 6 . 6 12 2− − +  

21) ( )2 112 5 7 2 63 2 28 7− + −  22) ( )( )5 2 2 5 5. 10. 8− + +    

23) 1 28 12 7 . 7 2 21
2

 − − + 
 

  24) 4 1510 27 5 24. 2
5

− −   

Bài 2: Rút gọn các biểu thức sau:  

1) 14 6 5 8 2 15A = + − −  2) 7 2 10 7 2 10A = − − +  

3) 9 4 2 9 4 2A = + − −  4) 5 2 6 3 2 2A = − + +  

5) 13 4 3 7 4 3A = − + −  6) 5 2 6 5 2 6A = + − −  

7) 24 8 5 9 4 5A = + + −  8) 15 6 6 33 12 6A = − + −  

9) 6 4 2 22 12 2A = − + −  10) 17 12 2 9 4 2A = − + +  
Bài 3: Rút gọn các biểu thức sau: 

1) 3 5 3 5A = − + +  2) 2 3 2 3A = + − −  

3) 4 7 4 7A = + − −  4) 6 11 6 11A = − + +  

5) 4 15 4 15A = − − +  6) 5 21 5 21A = − − +  
Bài 4: Rút gọn các biểu thức sau 

1) ( )5 3 8 2 15+ −  2) ( )10 6 8 2 15+ −  3) ( )5 2 3 37 20 3+ −  

4) ( )2 3 7 4 3+ −  5) ( )2 3 6 2− +  6) ( )( )10 14 6 35− +  

7) ( )6 10 4 15+ −  8) 2 9 4 2+ +  9) 5 13 48− +  

10) 8 2 6 20+ −  11) 5 6 2 5− −  12) 3 29 12 5− −  
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Bài 5: Rút gọn các biểu thức sau 

1) ( )( )6 2 3 2 3 2+ − +  2) ( )( )2 3 6 2 2 3− − +  

3) ( )( )3 5 10 2 3 5+ − −  4) ( )( )3 5 10 2 3 5− − +  

5) ( )( )14 6 5 21 5 21− + −  6) ( )( )4 15 6 10 4 15− + +  

7) ( )( )2 4 15 10 6 4 15+ − −  8) ( )( )6 2 4 2 3 2 3+ − +  

9) 6 2 2. 3 4 2 3+ − +  10) 2 5 10 25 4 6 2 5+ − + −  
Bài 6: Rút gọn các biểu thức sau 

1) ( )( )19 3 19 3− +  2) ( )( )10 3 11 3 11 10− +  

3) 4 7 . 4 7− +  4) 12 3 7 12 3 7− − +  

5) 6 2 5 6 2 5+ + −  6) 10 2 21 10 2 21+ − −  
Bài 7: Rút gọn các biểu thức sau 

1) 4 9 4 2− +  2) 6 2 4 2 3− +  3) 17 4 9 4 5− +  

4) 3 13 48+ +  5) 48 10 7 4 3− +  6) 5 13 4 3− +  
Bài 8: Rút gọn các biểu thức sau 

1) 5545 20. 5
11

− +  2) ( )222 2 1
11

− −  3) 8 5024 . 12
3 3

 
− +  

 
  

4) ( )214 6 5 7− + −  5) ( )2 336 3 1 3 1
11

+ − − +   

Bài 9: Giải các phương trình sau 
1) 5 2x x+ =  2) 2 1 1x x− = −  3) 2 5 1x x+ = −  

4) 2 3x x x− = −  5) 3 1 4 3x x+ = −  6) 2 3 5x x x− = −  

7) 22 3 4 3x x− = −  8) 2 6 3x x x− − = −   

Bài 10: Giải các phương trình sau 

1) 2 25 5 0x x− − − =  2) 2 4 3 2 0x x− − − =  3) 2 4 2 2 0x x− − + =  

4) 24 9 2 2 3x x− = +  5) 29 4 5 3 2x x− = −  6) 22 3 4 0x x− − − =  

7) 22 6 0x x x− − + − =  8) 2 20 4x x x+ − = −  9) 23 1 2 1 0x x− + + =  
Bài 11: Giải các phương trình sau 

1) 2 4x x− − =  2) 2 2 1x x+ + =  3) 4 5 2x x+ = −  

4) 1 5 0x x− − + =  5) 3 2 12 0x x− − − =  6) 7 2 10 0x x− − + =  

7) 2 1 1 0x x+ − + =  8) 2 27 6x x+ − =   

Bài 12: Giải các phương trình sau 

1) 2 2 3 5 3 7x x x x+ − + = +  2) 2 22 3 3 3x x x x+ − + =  

3) 2 24 6 2 8 12x x x x− − = − +  4) 2 22 6 12 7 0x x x x− + − + =  
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5) 2 24 12 5 4 12 11 15 0x x x x− − − + + =  6) ( )( )23 3 5 2x x x x+ = + −  

7) 2( 1)( 4) 3 5 2 6x x x x+ + − + + =   
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Bài 9. Biến đổi đơn giản và rút gọn biểu thức chứa căn thức bậc hai. 
A. LÝ THUYẾT. 
1) Đưa thừa số ra ngoài dấu căn. 

♣ Nếu a  là một số và b  là một số không âm thì 2. .a b a b=  . 

Ví dụ 1: Đưa thừa số ra ngoài dấu căn  
a) 12  b) 3 27  c) 5 48  

Bài làm: 
a) 12 4.3 2 3= =  b) 3 27 3 9.3 9 3= =  c) 5 48 5 16.3 20 3= =  

 
♣ Khử mẫu của biểu thức lấy căn là biến đổi biểu thức đó thành một biểu thức mà trong căn thức 

không còn mẫu. 
Ví dụ 2: Khử mẫu của biểu thức sau 

a) 3
5

 b) 2
3

 c) 42
7

 

Bài làm: 

a) 3 3 15
5 55
= =  b) 2 2 6

3 33
= =  c) 4 4 4 72 2.

7 77
= =  

2) Đưa thừa số vào trong dấu căn. 

♣ Nếu a  và b  là hai số không âm thì 2a b a b=  

♣ Nếu a  là số âm và b  không âm thì 2a b a b= − . 
Ví dụ 3: Đưa thừa số vào trong dấu căn 

a) 3 5  b) 2 7−  c) 34
8

−  

Bài làm: 

a) 3 5 9.5 45= =  b) 2 7 4.7 28− = − = −  c) 3 16.34 6
8 8

− = − = −
  

3) Trục căn thức ở mẫu. 

♣ Với các biểu thức ,A B   và 0B >  ta có: A A B
BB

=  

♣ Với các biểu thức , ,A B C     và 20,A A B≥ ≠  , ta có:  

( )
2

C A BC
A BA B

−
=

−+
 hoặc 

( )
2

C A BC
A BA B

+
=

−−
 

♣ Với các biểu thức , ,A B C     và 0, 0,A B A B≥ ≥ ≠    , ta có: 

( )C A BC
A BA B

−
=

−+
 hoặc 

( )C A BC
A BA B

+
=

−−
 

Ví dụ 4: Trục căn thức ở mẫu của các biểu thức sau 

a) 
2

3 5
 b) 

2 2
2

a a
a
−
+

 với 0, 2a a≥ ≠   c) 
3 2 2

a
−

 

Bài làm: 
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a) 2 2 5 2 5
3.5 153 5

= =
 

. 

b) 
( )( )22 2 22

22

a a aa a
aa

− −−
=

−+
. 

c) 
( ) ( )3 2 2 3 8

9 4. 2 13 2 2

a aa + +
= =

−−  
. 

4) Rút gọn biểu thức chứa căn thức bậc hai. 
♣ Rút gọn biểu thức có chứa căn thức bậc hai, ta cần phối hợp các phép tính ( Cộng, trừ, nhân, chia) 

và các phép biến đổi đã học ( đưa thừa số ra ngoài, vào trong dấu căn, khử mẫu, trục căn thức ở 
mẫu. 

Ví dụ 5: Rút gọn biểu thức sau 1 1
3 3

A x
x x

 = − + − 
 với 0, 9x x≥ ≠   

Bài làm: 

 Ta có 
( )( )

1 1 1 1 3 3 2
93 3 3 3 3 3

x x xA x x x
xx x x x x x

 − + +     = − = + = =      −+ − + − + −     

. 

B. BÀI TẬP VẬN DỤNG. 
Bài 1: Đưa thừa số ra ngoài rồi rút gọn các biểu thức sau 

1) 45 20 180+ −  2) 5 3 12 27+ −  3) 12 5 3 48+ −  

4) 12 75 27+ −  5) 3 5 20 7 5+ −  6) 32 2 18 4 50− +  

7) 5 18 2 50 72− +  8) 2 32 3 98 6 200− −  9) 3 2 8 50+ −  

10) 5 5 20 3 45+ −  11) 2 32 4 8 5 18+ −  12) 2 18 7 2 162− +  

13) 2 48 3 75 27− +  14) 2 8 3 18 50+ −  15) 5 27 3 3 2 48− +  

16) 3 2 2 50 5 32− +  17) 20 2 45 15 5+ −  18) 4 5 3 20 45− +  

19) 3 20 2 45 4 5− +  20) 2 5 3 45 500− +  21) 3 12 4 27 5 48− +  

22) 98 50 2 8 18+ − +  23) 5 48 5 27 45− + −  24) 2 3 48 75 243+ − −  

25) 50 32 3 18 4 8+ − +  26) 3 2 4 18 2 32 50− + −   

Bài 2: Đưa thừa số ra ngoài rồi rút gọn các biểu thức sau 
1) 2 75 5 27 192 4 48− − +  2) 2 48 4 27 75 2 3+ + +  

3) 5 12 3 27 2 108 192+ − −  4) 4 12 108 8 3 7 4 3+ − + −  

5) 3 45 7 125 500 16 9 4 5− + + −  6) 15 18 3 32 50
5

− +  

Bài 3: Trục căn thức ở mẫu của các biểu thức sau: 

1) 
3
5

 2) 
5
10

 3) 
3

2 5
 4) 

5
2 3

 

5) 
2

3 1−
 6) 

3
3 2+

 7) 3 2
3 1+

 8) 3 2
5 3+
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9) 
2

6 5−
 10) 

1
3 2+

 11) 
3

10 7+
 12) 4

7 2
−
−

 

13) 2 1
2 1
+
−

 14) 2 3
2 3
+
−

 15) 3 3 4
2 3 1

−
+

 16) 15 12
5 2
−
−

 

17) 5 3
5 3
+
−

 18) 3 2 2 3
2 3
−
−

 19) 8 5
2 2 5

+
−

 20) 10 5
2 15 3

+
+

 

Bài 4: Rút gọn các biểu thức sau 

1) 
1 1

3 1 3 1
A = −

− +
 2) 

1 1
3 2 3 2

A = +
− +

 

3) 
1 1

2 3 2 3
A = +

+ −
 4) 

1 1
5 3 5 3

A = −
+ −

 

5) 
2 2

10 3 10 3
A = +

− +
 6) 

1 1
5 2 3 5 2 3

A = +
+ −

 

7) 
1 1

2 7 2 7
A = −

− +
 8) 5 2 5 6 2 5

5 2
A −
= − −

−
 

9) 
4 20

5 3
A = −

+
 10) 35 7 12

5 1 7 1
A −
= +

− −
 

11) 1 10 5
5 2 1 2

A −
= +

− −
 12) 27 3 2 6

3 2 3 3
A −
= −

− +
 

13) 8 2 5 55
5 1 2 5

A −
= − +

+ −
 14) ( )26 3 1 3

2 1
A −
= − −

−
 

15) ( )2 45 3
5 3

A = − +
−

 16) ( )25 2 5 3 5
5

A +
= + −  

17) ( )24 2 5
5 1

A = − −
−

 
18)  

19) ( )2 15 32 3
5 1

A −
= − −

−
 20) ( )215 3 1 3 2 3

5 1
A −
= + − −

−
 

21) 21 15 248
7 5 3 1

A −
= − +

− +
 22) ( )2 61 3 12

3 1
A = − + −

−
 

23) 1 2 2
2 3 6 3 3

A = + −
+ +

 24) 
2 2 5

6 2 6 2 6
A = + +

− +
 

25) 
4 1 6

3 1 3 2 3 3
A = + +

+ − −
 26) 

2 1 6
3 1 3 2 3 3

A = − +
+ − +

 

27) ( )3 2 3 2 2 2 3
3 2 3

A +
= + − +

+
 28) 6 2 3 2 8 2 15

3 1 5 3
A +
= − + −

+ −
 

29) ( )212 16 21 7 2 7
3 2 3 1

A − +
= + + −

− +
 30) ( )22 27 3 1

3 1
A = − + +

−
 

31) 9 5 2 5 11 2 10
10 1 5

A −
= + + −

−
 32) 1 1 15 3 3

2 2 2 2 3 5
A −
= − +

− + −
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33) 4 2 7 7
7 3 1 3 7 1

A +
= + −

− − +
 34) 7 3 6 5 10

12 5 2 5 5
A +
= + +

− −
 

35) ( )2 6 13 1 15 1
33

A = − + − +  36) ( ) ( )2210 5 2 .5 5 2
2 1

A −
= − − + −

−
  

37) ( )2820 45 3 5
5 1

A = − + − +
−

 38) ( )15 2 6 2 6 7
6 1 6 2 3 6

A  = + − + + − − 
 

39) 2 3 2 3
2 3 2 3

A + −
= +

− +
 40) 5 3 5 3

5 3 5 3
A − +
= +

+ −
 

41) 3 5 3 5
3 5 3 5

A + −
= +

− +
 42) 2 3 2 3

2 3 2 3
A + −
= +

− +
 

Bài 5: Rút gọn các biểu thức sau 

1) 6 6

4 4 2 3 4 4 2 3
A = −

+ − − −
 2) 1 1

2 2 3 2 2 3
A = +

+ + − −
 

3) 2 3 2 3

2 2 3 2 2 3
A + −
= +

+ + − −
 4) 3 5 3 5

2 3 5 2 3 5
A + −
= +

+ + − −
 

Bài 6: Đặt điều kiện xác định rồi rút gọn các biểu thức sau: 

1) 1 1 4.
2 2

xA
x x x

− = + − + 
 2) 1 1 :

42 2
xA

xx x
 = +  −+ − 

 

3) 3 12 1
3 1

x x xA
x x

 + − = − +   + −  
 4) 

21 1 21
11 1

a aA
aa a

 − +  = + −    ++ −   
 

5) 2 2 4
2 2

a aA a
a a a

 − +  = − −   + −   
 6) 

25 3 3 1 2 8
42 2

x x x xA
xx x

− + + +
= + −

−− +
 

7) 3 1 :
9 3 3

x xA
x x x
+ = + − + + 

 8) 2 2 4 4:
1 1

x xA
x x x x

+ = + − − − 
 

9) 1 1:
42 2

xA
xx x

 
= −  −− + 

 10) 5 5 2 3
16 4 4

xA
x x x
−

= − +
− − +

 

11) 3 5 4
11 1

xA
xx x

+
= + +

−+ −
 12) 2 15 4

9 42 3 2 3
x x xA

xx x
− −

= + +
−− +

 

13) 1 4 4.
11 2 1

x xA
xx x

  −
= +  −− + 

  
 

Bài 7: Giải các phương trình sau 

1) ( )4 3 9 27 10x x− + − =  2) 16 16 9 9 1x x+ − + =  

3) 4 8 6 2x x− = − −  4) 4 12 10 9 27x x− = − −  

5) 5 5 9 45 16x x− + − =  6) ( ) ( )4 1 3 9 1 3 10x x− + − =  

7) 14 8 9 18 15
3

x x− + − =  8) 1 4 4 9 9 5x x x− − − + − =  

9) 5 5 9 45 4 20 18x x x− + − − − =  10) 6 5 9 45 2 4 20 25x x x− + − − − =  
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11) 4 4 2 9 9 1 15x x x+ − + = + −  12) 7 5 6 4 20 3 9 45 12x x x− − − + − =  

13) 3 4 4 16 15 16 64x x x+ − + = − +  14) 7 5 9 45 4 20 6x x x− − − + − =  

15) 1 4 4 25 25 2 0x x x− + − − − + =  16) 39 27 4 3 16 48 0
4

x x x+ + + − + =  

17) 14 20 9 45 5 4
3

x x x− − − + − =  18) 11 4 4 16 16 5 0
3

x x x− + − − − + =  

19) 13 4 4 9 9 8 5
16

xx x +
+ − + − =  20) 19 45 5 4 4 20

2
x x x− − − = − −  

21) 14 8 9 18 3 2 1
3

x x x− − − = − −  22) 19 18 16 32 2 2 4
4

x x x+ + + − + =  

23) 14 12 9 27 4 3
3

x x x− + − = + −  24) 24 8 5 2 9 18 1 0
3

x x x− − − + − + =  

25) 75 4 16 9 36 36 3 4
3

x x x− − − = − −  26) 13 9 27 4 12 6
2

x x x− + − − − =  

27) 54 20 5 4 3
9

xx x −
− + − = +  28) 316 48 7 3 4 12 6

4
x x x+ − + + + = −  

29) 25 754 12 9 27 3 0
4

xx x −
− − − + − =  30) 216 48 8 4 12 9 27 20

3
x x x− − − + − = −  

31) 59 9 3 1 16 16 30
2

x x x− − − + − =  32) 3 5 14 8 9 18 16 32 1
2 3 4

x x x+ − + − + =  

33) 1 18 181 4 4 6
2 2

xx x −
− − − + =   

Bài 8: Giải các phương trình sau 
1) 1 1x x+ − =  2) 2 1x x+ − =  3) 5 1x x+ = +  

4) 1 3 2x x− + − =  5) 10 3 5x x− + + =  6) 5 5 4x x+ + − =  

7) 3 2 5x x− + − =  8) 1 6 5x x+ + + =  9) 3 5 3 2x x− = − −  

10) 1 2 1x x+ − − =  11) 5 4 2x x− − + =  12) 3 4 4x x+ − − =  

Bài 9: Rút gọn biểu thức 2 1 2:
93 3

x x xP
xx x x x

   −
= + −      −+ −   

 với 0, 9, 25x x x> ≠ ≠     

Bài 10: Rút gọn biểu thức sau 1 1 :
4 4 4 2

xC
x x x x x

 = − − + + + 
 với 0, 4x x> ≠ . 

Bài 11: Cho biểu thức 2 1 1
1 1 1

x x x xA x
x x x x x

  + +
= − −    − + + +  

. 

a) Rút gọn biểu thức A  
b) Tìm các giá trị của x  để giá trị của biểu thức A  bằng 9 .  

Bài 12: Cho biểu thức 
1

1
xA

x x x
= +

+ −
 với 0, 1x x≥ ≠   

a) Rút gọn biểu thức A . 

b) Tính giá trị của biểu thức A  khi 
1
2

x = . 
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Bài 13: Cho biểu thức 7 3
3

x xA
x x x

− +
= −

−
 với 0, 9x x> ≠  . 

a) Rút gọn biểu thức A . 

b) Tính 
1:

3
A

x −
 khi 

2
10 3 11

x =
−

. 

Bài 14: Cho biểu thức 1 1 1x x x x xA
x x x x x

− + +
= − +

− +
 với 0, 1x x> ≠  . 

a) Rút gọn biểu thức A . 

b) Tìm giá trị của x  để 9
2

A = . 

Bài 15: Cho biểu thức 1 :
1

x xA
x x x x

 
= +  + + 

 với 0x > . 

a) Rút gọn biểu thức A  
b) Tính giá trị của biểu thức A  khi 4x = . 

c) Tìm giá trị của x  để giá trị của biểu thức 13
3

A = . 

Bài 16: Cho biểu thức 2 2 1 1x x x x xA
x x x x x
+ − +

= + −
− +

. 

a) Rút gọn biểu thức A . 
b) So sánh giá trị của biểu thức A  với 6 . 

Bài 17: Cho biểu thức 1 1 2.
2 2

xA
x x x

− = + + − 
 với 0, 4x x> ≠ ±  . 

a) Rút gọn biểu thức A . 

b) Tìm x  để 1
2

A > . 

Bài 18: Cho biểu thức 1 1 1 21
11 1

A
xx x x

  = + + −  −+ −  
 với 0, 1x x> ≠  . 

a) Rút gọn biểu thức A . 
b) Tìm giá trị của x  để giá trị của biểu thức 3A = . 

Bài 19: Cho biểu thức 3 1 3
11 1

xA
xx x
−

= − −
−+ −

 với 0, 1x x≥ ≠  . 

a) Rút gọn biểu thức A . 
b) Tính giá trị của biểu thức A  khi 3 2 2x = − . 

Bài 20: Cho biểu thức 1 1 8 3 2: 1
9 13 1 3 1 3 1

x x xA
xx x x

   − −
= − + −      −− + +   

 với 10,
9

x x≥ ≠  . 

a) Rút gọn biểu thức A . 

b) Tìm giá trị của x  để biểu thức 6
5

A = . 

Bài 21: Cho biểu thức 1 2 2 5
42 2

x x xA
xx x

+ +
= + +

−− +
 với 0, 4x x≥ ≠  . 

a) Rút gọn biểu thức A . 
b) Tìm giá trị của x  để biểu thức 2A = . 
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Bài 22: Cho biểu thức 2 1:
42 2

xP
xx x

 
= +  −− − 

 với 0, 4x x≥ ≠  . 

a) Rút gọn biểu thức P  
b) Tìm giá trị nguyên của x  để biểu thức P  có giá trị nguyên. 

Bài 23: Cho biểu thức ( )2 2 12
1 1

xx x x xP
x x x x

−− +
= − +

+ + −
 với 0, 1x x> ≠   

a) Rút gọn biểu thức P  
b) Tìm các giá trị của x  để 7P = . 

Bài 24: Cho biểu thức 
1

xA
x

=
+

 và 2 2
1

x xB
x x x x

+
= + −

+ +
 với 0x >  

a) Tính giá trị của biểu thức A  khi 9x =  
b) Chứng minh rằng 3A B+ = . 

Bài 25: Cho 1
2

xA
x
−

=
+

 và 3 5 4
11 1

xB
xx x

+
= + +

−+ −
 với 0, 1x x≥ ≠   

a) Tính giá trị của A  khi 16x =  
b) Rút gọn B .  
c) Tìm các số hữu tỉ x  để .P A B=   có giá trị nguyên. 

Bài 26: Cho hai biểu thức 4
6 3

xA
x

+
=

−
 và 5 2 2

4 2
xB

x x
−

= +
− −

với 0, 4x x≥ ≠   

a) Tính giá trị của biểu thức A  khi 9x =  
b) Rút gọn biểu thức .M A B=   

Bài 27: Cho biểu thức 1 1 1 1:
1 1 1

P
x x x x

   = − −   − − +   
. 

a) Tìm điều kiện của x  để giá trị của biểu thức P  được xác định. 
b) Rút gọn biểu thức P . 
c) Tính giá trị của P  khi 4x = . 
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Bài 10. Căn bậc ba và căn thức bậc ba. 
A. LÝ THUYẾT. 
1) Căn bậc ba. 

♣ Căn bậc ba của số thực a  là số thực x  thỏa mãn 3x a= . 
♣ Mỗi số a  đều có duy nhất một căn bậc ba, căn bậc ba của số a  được kí hiệu là 3 a  

♣ Ta có ( )3 3 33 a a a= = . 

Ví dụ 1: căn bậc ba của các số sau 
a) 3 64 4=  b) 3 1 1=  c) 3 27 3− = −  

Ví dụ 2: Tính 
a) 3 0  b) 3 8− −  c) 3 125−  

Bài làm: 
2) Căn thức bậc ba. 

♣ Căn thức bậc ba là biểu thức có dạng 3 A , trong đó A  là một biểu thức đại số. 

♣ Ta có ( )3 3 33 A A A= = . 

Ví dụ 3: Rút gọn biểu thức sau 3 3 23 3 1x x x− + − . 
Bài làm: 

Vi dụ 4: Rút gọn các biểu thức sau: 

a) ( )33 1 2−  b) ( )33 2 2 1+  c) ( )33 2 1+  

Bài làm: 
B. BÀI TẬP VẬN DỤNG. 
Bài 1: Tính 

1) 3 64−  2) 3 216−  3) 3 0−  

4) 3 3 327 8 125− −  5) 3 3 3162 48 6− −  6) 3 3 38 27 64+ − + −  

7) 3 3 354 16 128− − +  8) 3 3 340 5 3 27− + −  9) ( )33 3 324 2 81 1− − − + −  

Bài 2: Tính 

1) ( )( )3 4 2 3 3 1− −  2) ( )( )3 2 1 3 2 2+ +  3) ( )( )3 5 2 9 4 5+ +  

4) ( )( )3 3 32 1 4 2 1+ − +  5) ( )( )3 33 3 39 6 4 3 2− + +   
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Các bài toán ôn thi vào 10 khu vực Hà Nội 
Dạng 1. Tìm x  nguyên hoặc x  để biểu thức nhận giá trị nguyên 

 

Bài 1: Cho biểu thức 1
3

xA
x
+

=
−

 và 2 5 1:
93 3

x xB
xx x

 − −
= −  −+ + 

 với 0, 1, 9x x x≥ ≠ ≠     

a) Tính giá trị của biểu thức A  khi 16x = . 
b) Rút gọn biểu thức B . 
c) Tìm các giá trị nguyên của x  để hiệu A B−  có giá trị nguyên. 

Bài 2: Cho hai biểu thức 
1

xA
x

=
+

 và 1 2
11

x xB
xx

+ +
= +

−+
 với 0, 1x x≥ ≠  

a) Tính giá trị của biểu thức A  khi 16x = . 

b) Chứng minh 1
1

xB
x
+

=
−

. 

c) Tìm tất cả các giá trị nguyên của x  để .P A B=   có giá trị nguyên. 

Bài 3: Cho biểu thức 8
3

xA
x
−

=
+

 và 5 3
93

x xB
xx

+
= −

−−
 với 0, 9x x≥ ≠   

a) Tính giá trị của biểu thức A  khi 4x = . 

b) Chứng minh rằng 1
3

xB
x
+

=
+

. 

c) Với 
AM
B

= . Tìm tất cả các số nguyên x  để biểu thức M  đạt giá trị nguyên. 

Bài 4: Cho biểu thức 6 1
3

xA
x x x

−
= −

+
 và 1

3
B

x
=

+
 với 0x > . 

a) Tính giá trị của B  khi 4x = . 

b) Chứng minh 3xP A B
x
−

= + = . 

c) Tìm các giá trị nguyên của x  để biểu thức P  có giá trị nguyên. 

Bài 5: Cho biểu thức 2 1 3 11
93 3

x x xA
xx x

+ −
= + +

−+ −
 và 3

1
xB
x
−

=
+

 với 0, 9x x≥ ≠ . 

a) Tính giá trị của biểu thức B  tại 36x = . 
b) Rút gọn A . 
c) Tìm tất cả các số nguyên x  để .P A B=   là số nguyên. 

Bài 6: Cho các biểu thức 1 6
42 2

x x xA
xx x

+ +
= − −

−− +
 và 3

2
xB

x
−

=
+

 

a) Tìm giá trị của B  khi 
4
9

x = . 

b) Rút gọn biểu thức A  
c) Tìm giá trị nguyên của x  để biểu thức B  nhận giá trị nguyên 
d) Tìm giá trị nhỏ nhất của S A B= − . 
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Bài 7: Cho hai biểu thức 1
3

xA
x
+

=
−

 và 2 2
11 1

xB
xx x

= − −
−− +

 với 0, 1, 9x x x≥ ≠ ≠     

a) Tính giá trị của biểu thức A  khi 16x =  

b) Chứng minh 
1

xB
x

=
+

 

c) So sánh B  với 1. 
d) Tìm số nguyên x  để .P A B=   nhận giá trị là số tự nhiên. 

Bài 8: Cho hai biểu thức 2xA
x
−

=  và 2 2
93 3

x x xB
xx x

= + −
−+ −

 với 0, 9x x> ≠   

a) Tính giá trị của biểu thức A  khi 16x =  
b) Rút gọn biểu thức B  
c) Tìm giá trị nguyên của x  để .P A B=   có giá trị là số tự nhiên. 

Bài 9: Cho hai biểu thức 3 1
1

xA
x
−

=
−

 và 1 1 1
12 2 2 2

B
xx x

= + +
−− +

 với 0, 1x x≥ ≠   

a) Tính giá trị của biểu thức A  khi 9x =  
b) Rút gọn biểu thức B  
c) Tìm giá trị x  nguyên lớn nhất để biểu thức P A B= +  nhận giá trị nguyên. 

Bài 10: Cho hai biểu thức 6
3

xA
x
+

=
−

 và 1 2 9 6
366 6

x xB
xx x

− +
= − −

−− +
 với 0, 9, 36x x x≥ ≠ ≠     

a) Tính giá trị của A  khi 16x =  

b) Chứng minh 
6

xB
x

=
+

 

c) Đặt .P A B=  . Tìm giá trị nguyên của x  để P  nhận giá trị nguyên nhỏ nhất. 

Bài 11: Cho hai biểu thức 7
8

A
x

=
+

 và 2 18
93 3

xB
xx x

= + −
−− +

 với 0, 9x x≥ ≠   

a) Tính giá trị của A  khi 36x =  
b) Rút gọn biểu thức B  
c) Đặt .P A B=  . Tìm tất cả các giá trị của x  nguyên để P  có giá trị nguyên. 

Bài 12: Cho hai biểu thức 2 1 3 11
93 3

x x xA
xx x

+ −
= + +

−+ −
 và 3

5
xB
x
−

=
+

 với 0, 9x x≥ ≠   

a) Tính giá trị của biểu thức B  khi 49x =  
b) Rút gọn biểu thức A . 
c) Tìm tất cả các giá trị của x  để .P A B=   có giá trị là một số nguyên. 

Bài 13: Cho hai biểu thức 3
1

xA
x
+

=
+

 và 2 10
42 2

x xB
xx x
+

= + +
−− +

 với 0, 4x x≥ ≠   

a) Tính giá trị của biểu thức A  khi 9x =  

b) Chứng minh rằng 3
2

xB
x
+

=
−

 

c) Tìm x  để biểu thức 
AP
B

=  nhận giá trị nguyên. 
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Bài 14: Cho hai biểu thức 5
2

xA
x
−

=
+

 và 2 4
164 4

x xB
xx x

= − −
−+ −

 với 0, 16x x≥ ≠   

a) Tính giá trị của biểu thức A  khi 4x =  

b) Chứng minh rằng 2
4

xB
x
+

=
+

 

c) Tìm x  để biểu thức .Q A B=   nhận giá trị nguyên. 

Bài 15: Cho biểu thức 3
1
xA

x
−

=
+

 và 
( )( )

1 9 5
3 11 3

x x xB
x xx x
− +

= − −
− ++ −

, 0, 9x x≥ ≠  . 

a) Tính giá trị của biểu thức A  khi 4x = . 
b) Rút gọn biểu thức B . 
c) Tìm x  để biểu thức .P A B=   có giá trị nguyên. 

Bài 16: Cho biểu thức 2
1

xA
x
+

=
−

 và 2 4 4
11 1

x xB
xx x

+
= − +

−+ −
 với 0, 1x x≥ ≠  . 

a) Tính giá trị của biểu thức A  khi 25x = . 

b) Chứng minh rằng 
1

xB
x

=
−

. 

c) Tìm giá trị của x  để 
2BQ
A

=  nhận giá trị nguyên. 

Bài 17: Cho hai biểu thức 7
2

xA
x
+

=
−

và 2 7 4
2 2 2

x xB
x x x
+

= + +
− − +

 với 0, 4x x≥ ≠   

a) Tính giá trị của A  khi 25x =  
b) Rút gọn biểu thức B  
c) Đặt .P A B=  . Tìm giá trị của x  để P  có giá trị nguyên. 

Bài 18: Cho hai biểu thức 11A
x

= −  và 
( )( )

1 3
3 1 1 3

xB
x x x x

= − +
+ − − +

 với 0, 1x x> ≠   

a) Tính giá trị của A  khi 4x = . 
b) Rút gọn biểu thức .P B A=    
c) Tìm các giá trị của x  để P  nhận giá trị nguyên. 

Bài 19: Cho hai biểu thức 9
2

A
x

=
−

 và 16 1 5
4 2 2

xB
x x x
+

= + −
− + −

 với 0, 4x x≥ ≠   

a) Tính giá trị của biểu thức A  khi 25x =  

b) Chứng minh rằng 2
2

xB
x
−

=
+

 

c) Tìm x  để biểu thức .Q A B=   có giá trị là số nguyên. 

Bài 20: Cho hai biểu thức 1
2

xA
x
−

=
+

 và 2 4 6
11

x xB
xx

+ +
= +

−+
 với 0, 1x x≥ ≠   

a) Tính giá trị của biểu thức A  khi 16x =  

b) Chứng minh rằng 4
1

xB
x
+

=
−

 

c) Tìm tất cả các giá trị của x  để biểu thức ( )1M A B= −  có giá trị là số nguyên. 
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Bài 21: Cho hai biểu thức 7
8

A
x

=
+

 và 2 18
93 3

xB
xx x

= + −
−− +

 với 0, 9x x≥ ≠   

a) Tính giá trị của A  khi 25x =  

b) Chứng minh 8
3

xB
x
+

=
+

 

c) Tìm tất cả các giá trị của x  để biểu thức .M A B=   có giá trị là số nguyên. 

Bài 22: Cho hai biểu thức 2
3 1

xA
x
+

=
+

 và 8 3 26
42

xB
xx
+

= −
−−

 với 0, 4x x≥ ≠   

a) Tính giá trị của biểu thức A  tại 9x =  

b) Chứng minh rằng 5
2

B
x

=
+

 

c) Tìm giá trị x  để .P A B=   đạt giá trị nguyên nhỏ nhất. 

Bài 23: Cho các biểu thức 2
11

x xB
xx

= −
−−

 và 1
1

xC
x x x

= −
+ +

 với 0, 1x x> ≠  . 

a) Rút gọn biểu thức B  và C . 

b) Tìm x  để 
1.
3

B C = . 

c) Chứng minh rằng với 0, 1x x> ≠   thì tích .B C  không thể nhận giá trị nguyên. 

Bài 24: Cho các biểu thức 2 2 1
42 2

x xA
xx x
+

= − −
−+ −

 và 2
1

xB
x
+

=
+

 với 0, 4x x≥ ≠   

a) Tính giá trị của biểu thức B  khi 100x =  

b) Chứng minh biểu thức 2
2

xA
x

=
+

 

c) Tìm giá trị nguyên lớn nhất của x  để biểu thức 3M  có giá trị là một số nguyên với .M A B=   

Bài 25: Cho hai biểu thức 1
1

A
x

=
+

 và 
( )( )

3 2 2
2 3 2 3

x x xB
x x x x
+ + +

= − +
− − − −

 với 0, 4, 9x x x≥ ≠ ≠     

a) Tính giá trị của biểu thức A  khi 25x =  

b) Rút gọn biểu thức 
AP
B

=  

c) Tìm số tự nhiên x  để 0P <  

Bài 26: Cho hai biểu thức 2
1

xA
x
+

=
−

 và 2 2
11

xB
xx

+
= +

−+
 với 0, 1x x≥ ≠   

a) Tính giá trị của biểu thức A  khi 4x =  

b) Chứng minh rằng 
1

xB
x

=
−

 

c) Tìm các giá trị x  nguyên để 
1:
2

B A <  
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Bài 27: Cho hai biểu thức 2
3

xA
x

=
+

 và 15 2 3:
25 5 5

x xB
x x x

 − +
= +  − + − 

 với 0, 25x x≥ ≠  

a) Tính giá trị của biểu thức A  khi 9x =  

b) Chứng minh rằng 1
3

B
x

=
+

 

c) Đặt 6P A B= − . Tìm giá trị x  nguyên lớn nhất để 0P <  

Bài 28: Cho hai biểu thức 5
2 4

xA
x
+

=
−

 và 1 1
4 2 2

xB
x x x

= + +
− − +

 với 0, 4x x> ≠   

a) Tính giá trị của biểu thức A  khi 9x =  
b) Rút gọn biểu thức B  

c) Đặt 
AP
B

= . Tìm giá trị nguyên lớn nhất của x  để 2P P>  

Bài 29: Cho hai biểu thức 
2

xA
x

=
+

 và 5 16 2
42

xB
xx
+

= −
−−

 với 0, 4x x≥ ≠   

a) Tính giá trị của biểu thức A  khi 9x =  

b) Chứng minh 3
2

B
x

=
+

 

c) Tìm giá trị nguyên lớn nhất của x  để 5 3A B+ ≤  
 

Dạng 2. Tìm giá trị nhỏ nhất, giá trị lớn nhất của biểu thức. 
 

Bài 1: Cho hai biểu thức 4
1

xA
x
+

=
+

 và 
( )( )

1 3 2
2 1 2 1

x x xB
x x x x

+ −
= + −

− + − +
 với 0, 4x x≥ ≠   

a) Tính giá trị của A  khi 1x =  

b) Chứng minh rằng 
1

xB
x

=
+

 

c) Gọi P A B= + . Tìm giá trị nhỏ nhất của P . 

Bài 2: Cho hai biểu thức 1
2

xM
x
+

=
−

 và 2 8
42 2

xN
xx x

= + +
−− +

 với 0, 4x x≥ ≠   

a) Tính giá trị của biểu thức M  khi 9x =  

b) Chứng minh 2
2

xN
x
+

=
−

 

c) Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 
MP
N

= . 

Bài 3: Cho biểu thức 3 12
3

xP
x
+

=
+

 và 1 2 7 3
93 3

x x xQ
xx x

+ +
= + −

−− +
 với 0, 9x x> ≠   

a) Tính giá trị của P  khhi 4x =  

b) Chứng minh 3
3

xQ
x

=
+

 

c) Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức PA
Q

= . 
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Bài 4: Cho các biểu thức 1
3

xA
x
+

=
−

 và 2 3 3
93 3

x x xB
xx x
+

= + +
−− +

 với 0, 9x x≥ ≠   

a) Tính giá trị của biểu thức A  khi 25x = . 

b) Rút gọn biểu thức B  và tính 
BP
A

=  

c) Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức P  

Bài 5: Cho biểu thức 10 1
9 3

x xA
x x

+ +
= −

− −
 và 1

3
B

x
=

−
 với 0, 9x x≥ ≠   

a) Tính giá trị của biểu thức B  tại 4x =  

b) Rút gọn biểu thức 
AM
B

=  

c) Tìm giá trị nhỏ nhất của M  

Bài 6: Cho hai biểu thức 4
2

x xA
x

+ +
=

−
 và 3 4 2 1

2 2
x x xB

x x x x
− + −

= − +
− −

 với 0, 4x x> ≠   

a) Tính giá trị của biểu thức A  khi 9x =  

b) Chứng minh rằng 1
2

xB
x
+

=
−

 

c) Tìm giá trị của x  để biểu thức 
A
B

 đạt giá trị nhỏ nhất. 

Bài 7: Cho hai biểu thức 15
3

xM
x
+

=
+

 và 2 5 1:
93 3

x xN
xx x

 − −
= −  −+ − 

 với 0, 1, 9x x x≥ ≠ ≠     

a) Tính giá trị của M  khi 81x =  
b) Rút gọn biểu thức N  
c) Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức P M N= +  

Bài 8: Cho biểu thức 3
3

xA
x
+

=
+

 và 3 2 1 3.
9 3 1

x x xB
x x x

 + − −
= −  − + + 

  với 0, 9x x≥ ≠   

a) Tính giá trị của A  khi 16x =  
b) Rút gọn biểu thức B  

c) Cho 
AP
B

= . Tìm giá trị nhỏ nhất của P  

Bài 9: Cho hai biểu thức 3
2

xA
x
+

=
−

 và 1 5 2
42

x xB
xx

− −
= +

−+
 với 0, 4x x> ≠  . 

a) Tính giá trị của biểu thức A  khi 9x = . 
b) Rút gọn biểu thức B . 

c) Tìm giá trị của x  để 
AC
B

=  đạt giá trị nhỏ nhất. 

Bài 10: Cho biểu thức 7
3
xP

x
+

=  và 1 2 7 3
93 3

x x xQ
xx x

+ +
= + +

−− +
 với 0, 9x x> ≠  . 

a) Tính giá trị của biểu thức P  khi 4x = . 

b) Chứng minh 3
3

xQ
x

=
+

. 

c) Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức .A P Q=  . 



 

   23 
 

Bài 11: Cho hai biểu thức 1 15
93

xP
xx
+

= +
−−

 và 3
2

xQ −
=  với 0, 9x x≥ ≠   

a) Tính giá trị của biểu thức Q  khi 25x =  
b) Rút gọn biểu thức .M P Q=   
c) Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức M . 

Bài 12: Cho hai biểu thức 2 1
3

xA
x
−

=
−

 và 2 3 9
9 3

x x xB
x x
+ +

= −
− +

 với 0, 9x x≥ ≠  . 

a) Tính giá trị của biểu thức A  khi 25x = . 
b) Rút gọn biểu thức B . 

c) Đặt 
AP
B

= . Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức P . 

Bài 13: Cho hai biểu thức 1 1
4 2 2

xP
x x x

= − +
− − +

 và 2
3

xQ
x
−

=
−

 với 0, 4, 9x x x≥ ≠ ≠     

a) Tính giá trị của biểu thức Q  khi 1 3 66
3 2

x = + +
−

 

b) Rút gọn biểu thức 1P −  
c) Với x∈ . Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức ( ). 1K Q P= −  

Bài 14: Cho biểu thức 2 1xA
x
−

=  và 2 1 2 3
93 3

x x x xB
xx x

− − −
= + −

−+ −
 với 0, 9x x> ≠  

a) Tính giá trị của biểu thức A  khi 25x =  
b) Rút gọn biểu thức B  
c) Tìm x∈  để biểu thức .P A B=   đạt giá trị lớn nhất. 

Bài 15: Cho 2
1

xA
x
−

=
+

 và 1 1
4 2 2

xB
x x x

= + +
− − +

 với 0, 4x x≥ ≠   

a) Tính giá trị của A  khi 25x =  
b) Rút gọn B . 
c) Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức .P A B=   

Bài 16: Cho hai biểu thức 2
1

xA
x

+
=

+
 và 2 21 4

6 3 2
x xB

x x x x
−

= + −
− − − +

 với 0, 9x x≥ ≠   

a) Tính giá trị của biểu thức A  khi 25x =  
b) Rút gọn biểu thức B  
c) Cho .P A B=  . Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức P  

Bài 17: Cho biểu thức 2 1
3

xA
x
−

=
−

 và 2 3 9
9 3

x x xB
x x
+ +

= −
− +

 với 0, 9x x≥ ≠  . 

a) Tính giá trị của biểu thức A  khi 36x = . 
b) Rút gọn biểu thức B . 

c) Cho 
AP
B

= . Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức P . 
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Bài 18: Cho hai biểu thức 9xP
x
−

=  và 1 2 5
93

x xQ
xx

+ +
= −

−+
 với 0, 9x x> ≠   

a) Tính giá trị của biểu thức P  khi 4x =  

b) Chứng minh 
2
9

xQ
x
+

=
−

 

c) Tìm tất cả các giá trị của x  để biểu thức .A P Q=   đạt giá trị nhỏ nhất. 

Bài 19: Cho biểu thức 
4

xA
x

=
−

 và 
2 3 2

x x xB
x x x

+
= +

+ + +
 với 0, 4x x> ≠   

a) Tìm các giá trị của x  để 
3

5
A −
=  

b) Rút gọn biểu thức :P B A=  
c) Tìm số thực dương x  sao cho P  đạt giá trị lớn nhất. 

 
Dạng 3. Các bài toán tổng hợp 

 

Bài 1: Cho hai biểu thức 4xA
x
+

=  và 2 4
42

xB
xx
+

= +
−+

 với 0, 4x x> ≠   

a) Tính giá trị của biểu thức A  khi 9x =  
b) Rút gọn biểu thức B  
c) Cho .P A B=  . Tìm giá trị của x  khi P P=  

Bài 2: Cho hai biểu thức 1xA
x
+

=  và 3 1 2
3 2 2 1

x x xB
x x x x

+ +
= − +

− + − −
 với 0, 4, 1x x x> ≠ ≠     

a) Tính giá trị của biểu thức A  tại 49x =  
b) Rút gọn biểu thức B  

c) Cho 
AP
B

= . Tìm giá trị nguyên nhỏ nhất của x  để P P>  

Bài 3: Cho biểu thức 2
1

xA
x
−

=
−

 và 1 2
11 1

xB
xx x

= − +
−+ −

 với 0, 1x x≥ ≠   

a) Tính giá trị của A  khi 16x =  
b) Rút gọn B  
c) Đặt .P A B=  . Tìm giá trị nguyên của x  để P P>  

Bài 4: Cho biểu thức 2
1

xA
x
−

=
−

 và 
( )( )

3 3 3 1 2
2 12 1

x x x xB
x xx x

+ − + −
= − +

+ −+ −
 với 0, 1x x≥ ≠  

a) Tính giá trị của biểu thức A  khi 16x =  
b) Rút gọn biểu thức B  
c) Đặt : .P A B=  Tìm tất cả các giá trị nguyên của x  để 2 1P <  

Bài 5: Cho 20 2 3
25 5

xA
x x
−

= +
− +

 và 2
5

xB
x
+

=
−

 với 0, 25x x≥ ≠  . 

a) Tính giá trị của B  khi 49x = . 
b) Rút gọn A . 
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c) Tính giá trị của x  để 4B x
A
= − . 

Bài 6: Cho hai biểu thức 5
3

xA
x
+

=
−

 và 4 2 13
93 3

x x xB
xx x
− −

= + +
−+ −

 với 0, 9x x≥ ≠   

a) Tính giá trị của biểu thức A  khi 25x =  

b) Chứng minh rằng 
25
9

xB
x
−

=
−

 

c) Đặt 
BP
A

= . Tìm x  để 
1
3

P <  

Bài 7: Cho hai biểu thức 
2

xA
x

=
+

 và 1 1
4 2 2

xB
x x x

= + −
− + −

 với 0, 4x x≥ ≠   

a) Tính giá trị của biểu thức A  khi 25x =  

b) Chứng minh 
2

xB
x

=
−

 

c) Đặt :P A B= . Tìm giá trị nguyên nhỏ nhất của x  để 
1
2

P <  

Bài 8: Cho hai biểu thức 2
5

xA
x
+

=
+

 và 20 1 6
4 2 2

xB
x x x
+

= + +
− + −

 với 0, 4x x≥ ≠   

a) Tính giá trị của biểu thức A  khi 16x =  

b) Chứng minh 3
2

xB
x
−

=
+

 

c) Tìm x  để 
1
2

AB < . 

Bài 9: Cho hai biểu thức 2 2 4
42 2

x x xA
xx x

+ −
= − +

−− +
 và 

( )4 2

2

x
B

x

+
=

−
 với 0, 4x x≥ ≠   

a) Tính giá trị của biểu thức B  khi 196x =  
b) Rút gọn biểu thức A  
c) Xét biểu thức :P A B= . So sánh P  và P  

Bài 10: Cho biểu thức 2 5
1

xA
x
+

=
−

 và 1 2 9 3
2 3 6

x xB
x x x x
+ −

= + −
− + + −

 với 0, 1, 4x x x≥ ≠ ≠     

a) Tính giá trị của A  khi 169x =  

b) Chứng minh biểu thức 1
3

xB
x
−

=
+

 

c) Với biểu thức .P A B=  . Hãy so sánh biểu thức P  với P  

Bài 11: Cho biểu thức 2
4

xA
x
−

=
+

 và 3 3 2
42 2

x xB
xx x

−
= + +

−+ −
 với 0, 4x x≥ ≠  . 

a) Tính giá trị của A  khi 16x = . 
b) Rút gọn biểu thức B . 
c) Đặt .P A B=  . So sánh giá trị của biểu thức P  với 1. 
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Bài 12: Cho 6
5

xA
x
+

=
−

 và 10 5
255 5

x xB
xx x

= − −
−− +

 với 0, 25x x≥ ≠   

a) Tính giá trị của A  khi 9x = . 
b) Rút gọn B  
c) Đặt .P A B=  . So sánh P  với 1. 

Bài 13: Cho hai biểu thức 3
12
xA +

=  và 3 15
25 5

x xB
x x

−
= +

− +
 với 0, 25x x≥ ≠   

a) Tính giá trị của biểu thức A  khi 9x =  
b) Rút gọn biểu thức B  

c) Đặt 
BC
A

= . Tìm giá trị của x  để biểu thức C  có giá trị bằng 2  

Bài 14: Cho hai biểu thức 5
1

xA
x

=
−

 và 3 1 2
1 1

x xB
x x
+

= −
− −

 với 0, 1x x≥ ≠   

a) Tính giá trị của A  khi 36x =  
b) Rút gọn biểu thức B  

c) Cho biểu thức .P A B=  . Tìm x  để 
10
3

P =  

Bài 15: Cho hai biểu thức 
2 3

5
xA

x
+

=
+

 và 1 4 30 :
255 5 5

x x xB
xx x x

 +
= − +  −+ − − 

 với 0, 25x x> ≠   

a) Tính giá trị của A  khi 1x =  
b) Rút gọn biểu thức B  
c) Cho .P A B=  . Tìm x  để 4P =  

Bài 16: Cho hai biểu thức và 2 1 xB
x x x

−
= −

+
 với 0x >  

a) Tính giá trị của biểu thức A  khi 4x =  
b) Rút gọn biểu thức B  
c) Tìm tất cả các giá trị của x  để .A B A=  

Bài 17: Cho biểu thức 1 1 1 2:
1 2 1

x xP
x x x x

 + + = − −    − − −   
 và 2

3
xQ

x
−

=  với 0, 1, 4x x x> ≠ ≠     

a) Tính giá trị của biểu thức Q  khi 9x = . 
b) Chứng minh P Q= . 

c) Tính giá trị của x  để biểu thức 
1
4

P = . 

Bài 18: Cho hai biểu thức 1 2
11 1

x xP
xx x

= + −
−+ −

 và 1
2

xQ
x
+

=
+

 với 0, 1x x≥ ≠   

a) Tính giá trị của Q  tại 9x =  
b) Rút gọn biểu thức .M P Q=   

c) Tìm các giá trị của x  để 
1

3
M −

<  
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Bài 19: Cho hai biểu thức 2
2

xA
x
+

=
−

 và 1 1 2
42 2

x xB
xx x

+
= + +

−− +
 với 0, 4x x≥ ≠   

a) Tính giá trị của biểu thức A  với 1x =  

b) Chứng minh 
2

xB
x

=
+

 

c) Tìm x  để . 0A B ≥  

Bài 20: Cho hai biểu thức 1xA
x
−

=  và 4 2
4 2

xB
x x
+

= −
− −

 với 0, 4x x> ≠   

a) Tính giá trị của biểu thức A  khi 9x =  

b) Chứng minh rằng 
2

xB
x

=
+

 

c) Đặt .P A B=  . Tìm x  để 
1
2

P <  

Bài 21: Cho hai biểu thức 2
3

xA
x
−

=
−

 và 2 3 12
42 2

xB
xx x

+
= − −

−− +
 với 0, 4, 9x x x≥ ≠ ≠     

a) Tính giá trị của biểu thức A  khi 25x =  

b) Chứng minh 1
2

xB
x
−

=
−

 

c) Cho biểu thức .P A B=  , tìm x  để 
1
2

P >  

Bài 22: Cho hai biểu thức 2
2

xA
x
−

=
+

 và 2 1 7 1
2 3 6

x x xB
x x x x
− +

= − −
− + + −

 với 0, 4x x≥ ≠   

a) Tính giá trị của biểu thức A  khi 9x =  
b) Rút gọn biểu thức B  

c) Tìm x  để 
1.
2

A B <  

Bài 23: Cho hai biểu thức 5 xA
x
−

=  và 6 2 18
93 3

x xB
xx x
+

= − −
−− +

 với 0, 9x x> ≠   

a) Tính giá trị của biểu thức A  khi 4x =  
b) Rút gọn biểu thức B  
c) Biết .P A B=  . Tìm các giá trị của x  để 2P ≥  

Bài 24: Cho hai biểu thức 3
3

xA
x
+

=
−

 và 2 3 9
93 3

x x xB
xx x
+

= + −
−+ −

 với 0, 9x x≥ ≠   

a) Tính giá trị của biểu thức A  khi 16x =  

b) Chứng minh rằng 3
3

B
x

=
+

 

c) Tìm giá trị x  nguyên lớn nhất thỏa mãn . 1A B ≤ −  

Bài 25: Cho hai biểu thức 5
3

xA
x
−

=
−

 và 2 1 2 6
93 3

x x xB
xx x

− +
= − +

−+ −
 với 0, 9x x≥ ≠   

a) Tính giá trị của A  khi 16x =  
b) Rút gọn biểu thức B  
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c) Cho .P A B=  . Tìm x  để 
1
2

P <  

Bài 26: Cho hai biểu thức 2
1

xA
x
+

=
+

 và 4 16
42

B
xx

= +
−−

 với 0, 4x x≥ ≠   

a) Tính giá trị của biểu thức A  khi 1x =  
b) Rút gọn biểu thức B  
c) Tìm các giá trị x  là số chẵn để . 1A B ≥  

Bài 27: Cho biểu thức 2 2
1

xA
x
−

=
+

 và 3 2 1
1 1 1

xB
x x x
−

= − +
− + −

 với 0, 1x x> ≠  . 

a) Rút gọn biểu thức B . 

b) Tìm các giá trị nguyên của x  để 1A
B
< . 

Bài 28: Cho hai biểu thức 2xA
x
−

=  và 2 2
93 3

x x xB
xx x

= + −
−+ −

 với 0, 9x x> ≠  . 

a) Tính giá trị của biểu thức A  khi 16x = . 

b) Chứng minh 
3

xB
x

=
+

 

c) Tìm các giá trị nguyên của x  để 0P <  với .P A B=  . 

Bài 29: Cho hai biểu thức 2 2x xA
x

− +
=  và 2 4 1

2 2
x x xB
x x x
+ − +

= −
+ +

 với 0x > . 

a) Tính giá trị của A  khi 9x = . 
b) Rút gọn B . 

c) Đặt 
AP
B

= . Tìm tất cả các giá trị nguyên của x  để P  có giá trị âm. 

Bài 30: Cho biểu thức 1 2 2 5
42 2

x x xP
xx x

+ +
= + +

−− +
. 

a) Nêu điều kiện xác định và rút gọn P . 

b) Tính giá trị của P  khi 
1
4

x = . 

c) Tìm x  để 2P < . 

Bài 31: Cho hai biểu thức 4
2

xA
x

=
−

 và 2 2
2 2

B
x x

= +
+ −

 với 0, 4x x> ≠  . 

a) Tính giá trị của biểu thức A  khi 16x = . 

b) Rút gọn biểu thức 
BP
A

= . 

c) Tìm các giá trị nguyên của x  để 
1
4

P > . 

Bài 32: Cho hai biểu thức 
3

xA
x

=
+

 và 1 2 3
42

x xB
xx

− −
= +

−−
 với 0, 4x x> ≠  . 

a) Tính giá trị của A  khi 9x = . 
b) Rút gọn biểu thức B . 
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c) Tìm các giá trị nguyên của x  để 
5
4

B
A
> . 

Bài 33: Cho biểu thức ( )25 5 80 5 1A = − − − và 2 1 3 11
93 3

x x xB
xx x

+ −
= + −

−+ −
 với 0, 9x x≥ ≠   

a) Rút gọn biểu thức A  và B  
b) Hãy tìm các giá trị của x  để biểu thức A  và B  thỏa mãn B A>  

Bài 34: Cho hai biểu thức 4xA
x
+

=  và 4 4
2 2

x xB
x x x

−
= −

− −
 với 0, 4x x> ≠  

a) Tính giá trị của biểu thức A  khi 64x =  
b) Rút gọn biểu thức B  
c) Đặt :P B A= . So sánh P  với 2 . 

Bài 35: Cho các biểu thức 2
2

xA
x
−

=
+

 và 2 3 12
42 2

xB
xx x

+
= − −

−− +
 với 0, 4x x≥ ≠   

a) Tính giá trị của biểu thức A  khi 25x =  
b) Rút gọn biểu thức B  
c) Tìm các giá trị của x  để 3.P AB=   đạt giá trị nguyên âm. 

Bài 36: Cho hai biểu thức 
2

xA
x

=
+

 và 4 4 2:
1 12

x x x x xB
x xx x

 + + +
= +  − −+ − 

 với 0, 1x x≥ ≠   

a) Tính giá trị của biểu thức A  khi 4x =  

b) Chứng minh biểu thức 1xB
x
+

= . 

c) Đặt .P A B=  . Tìm tất cả các giá trị của m  để có giá trị x  thỏa mãn P m=  

Bài 37: Cho hai biểu thức 2
2

A
x

=
−

 và 3 1 2
42 2

x xB
xx x

+
= + −

−− +
 với 0, 4x x≥ ≠   

a) Tính giá trị của biểu thức A  khi 64x =  

b) Chứng minh rằng 2
2

xB
x
+

=
−

 

c) Cho 
AP
B

= . Tìm các giá trị của x  để 
2

2
P

x
≥

+
 

Bài 38: Cho biểu thức 2
5

xA
x
+

=
−

 và 3 20 2
255

xB
xx
−

= +
−+

 với 0, 25x x≥ ≠   

a) Tính giá trị của biểu thức A  khi 16x =  

b) Chứng minh rằng 1
5

B
x

=
−

. 

c) Tìm tất cả các số nguyên tố x  để ( )2 5A B x> +  

Bài 39: Cho biểu thức 2 2
11 1

xA
xx x

= − −
−− +

 với 0, 1x x≥ ≠   và 1xB
x
−

=  với 0x >  

a) Rút gọn biểu thức A  
b) Tính giá trị của biểu thức B  khi 24 5 0x x+ − =  
c) Tìm m  để có giá trị x  thỏa mãn 2 0A mB+ =  
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Bài 40: Cho các biểu thức 2
2

xA
x

=
−

 và 1 3
11 1

x xB
xx x
−

= + +
−+ −

 với 0, 1, 4x x x≥ ≠ ≠     

a) Tính giá trị của A  khi 9x =  
b) Rút gọn biểu thức B  

c) Đặt .P A B=  . Tìm x  để 9
8

xP +
≥  

Bài 41: Cho biểu thức 2
3

xA
x
−

=
+

 và 1 2 5
42

x xB
xx

− −
= −

−+
 với 0, 4x x≥ ≠    

a) Tính giá trị của biểu thức A  tại 16x =  
b) Rút gọn biểu thức .P A B=   
c) Tìm tất cả các giá trị của x  để ( )6 18 . 9x P x+ ≥ +  
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Chương 4. Hệ thức lượng trong tam giác vuông. 
Bài 1. Tỉ số lượng giác của góc nhọn. 

A. LÝ THUYẾT. 
1) Khái niệm tỉ số lượng giác của góc nhọn. 
Ví dụ 1: Cho ΔABC  vuông tại A , với góc nhọn B  thì  
 Cạnh BC  gọi là cạnh huyền. 
 Cạnh AC  là cạnh đối và cạnh AB  là cạnh kề. 

♣ Khi đó ta có 4  tỉ số lượng giác của góc nhọn B  như sau: 

 + ACsin B
BC

=  (tỉ số cạnh đối và cạnh huyền)  + ABcos B
BC

=  (tỉ số cạnh kề và cạnh huyền) 

 + ACtan B
AB

=  (tỉ số cạnh đối và cạnh kề)  + ABcot B
AC

=  (tỉ số cạnh kề và cạnh đối) 

♣ Chú ý: Giá trị sin  và cos  của một góc nhọn luôn nhỏ hơn 1 (vì trong tam giác vuông, cạnh huyền 
là cạnh lớn nhất). 

Ví dụ 2: Cho ΔABC  vuông tại A , có 10 , 8BC cm AC cm= =    . Tính tỉ số lượng giác của góc nhọn C . 
Bài làm 

 Áp dụng định lí Pythagore ta có 
 2 2 2 2 2 2 6BC AB AC AB BC AC cm= + ⇒ = − =   
 Khi đó ta có các tỉ số lượng giác của góc C  là: 

 6 3
10 5

ABsin C
BC

= = = ;  8 4
10 5

ACcos C
BC

= = =  

 6 3
8 4

ABtan C
AC

= = = ;   8 4
6 3

ACcot C
AB

= = =  

♣ Giá trị lượng giác của các góc 0 0 030 ; 45 ; 60    . 

Ví dụ 3: Cho ΔABC  vuông tại A  có  030B =  và AC a=  
Tính cạnh ,AB BC   theo a . 

Bài làm 
 
 
 
 
 
 

 Ta có 3 3. 3 3
3 3

AC a atan B AB a AB
AB AB

= ⇒ = ⇒ = ⇒ =   

 và 1 2
2

AC asin B BC a
BC BC

= ⇒ = ⇒ = . 

2) Tỉ số lượng giác của hai góc phụ nhau. 

Ví dụ 4: Cho ΔABC  vuông tại A . Khi đó B  và C  là hai góc phụ nhau 
♣ Định lí:  

Nếu hai góc phụ nhau thì sin  góc này bằng cos  góc kia và tan  góc này bằng cot  góc kia. 
sin B cos C=   cos B sin C=   
tan B cot C=   cot B tan C=   

 
 

3

3

1

1

3
3

3
3

1
2

2
2

3
2

600450300

3
2

2
2

1
2

cot α

tan α

cos α

sin α

A

B C

cạnh kề cạnh đối

cạnh huyền CB

A

6 cm 8 cm

10 cm CB

A

a

300

CB

A
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Chú ý: 
 Một số công thức biến đồi  

 2 2 1sin cosα α+ =   . 1tan cotα α =     sintan
cos

αα
α

=
  
 

  coscot
sin

αα
α

=
  
 

 

Ví dụ 5: Tính 
0

0
32
58

sin
cos

 
 

 và 0 080 10tan cot−   

Bài làm 

 Vì góc 032  và góc 058 là hai góc phụ nhau, nên 
0 0

0 0
32 58 1
58 58

sin cos
cos cos

= =
  
  

. 

 Vì góc 080  và góc 010  là hai góc phụ nhau, nên 0 0 0 080 10 10 10 0tan cot cot cot− = − =     
B. BÀI TẬP VẬN DỤNG. 
Bài 1: Tính các biểu thức sau 

a) 0 076 14A tan cot= −   b) 0 033 57B sin cos= −    c) 0 030 30C sin cos= +   

d) 0 030 60D sin sin= +   e) 0 030 60E tan cot= +   f) 0 02. 45 60F tan cot= −    
Bài 2: Tính các biểu thức sau 

a) 
0

0
25
65

sinA
cos

=
 
 

 b) 
0

0
50
40

tanB
cot

=
 
 

 c) 
0

0
70
70

sinC
tan

=
 
 

 

Bài 3: Tính biểu thức  
a) 0 0 0 010 . 80 10 . 80M sin cos cos sin= +       

b) 
0

0 0 0 0
0

58 60 37 . 53 30
32

sinN cos tan tan sin
cos

= − + +
      
 

 

Bài 4: Cho Hình 1. Viết tỉ số lượng giác của góc  
a) Viết tỉ số lượng giác của góc B  
b) Viết tỉ số lượng giác của góc E  

 
 
 
 
 
Bài 5: Cho Hình 2. 

a) Viết tỉ số lượng giác của góc B  trong ABC∆  và ABH∆ . 
b) Chứng minh hệ thức . .AH BC AB AC=  . 

 
 
 
 
 
 
Bài 6: Cho Hình 3. 

a) Tìm x . 
b) Tính cạnh AB . 

 
 
 
 

Hình 1

FE

D

C

B

A

Hình 2
H

A

B C

Hình 3

600

CB

A

x

8 cm
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Bài 7: Cho Hình 4. 

a) Tính cạnh AC  và BC  

b) Chứng minh rằng 2 0 2 030 30 1sin cos+ =  . 
 
 
 
 
Bài 8: Cho ΔABC  vuông cân tại A ,  

biết 10BC cm=  . Tính cạnh AB . (Hình 5). 
 
 
 
 
 
 
 
 
Bài 9: Cho ΔABC  vuông tại A  có  

12AB cm=   và 3
4

tan B =  (Hình 6). 

a) Tính AC  và BC . 
b) Tính số đo góc B . 

 
 
 
 
 
Bài 10: Cho ΔABC  vuông tại A  có 30AC cm=   

Biết 5
12

tan C =  (Hình 7). Tính AB . 

 
 
 
 
Bài 11: Cho ΔABC  vuông tại A  có 15AB cm=   

Biết 5
13

cot B =  (Hình 8). Tính AC  

 
 
 
 

Bài 12: Cho ΔABC  vuông tại A . Biết 4
5

cos C = . 

Tính tỉ số lượng giác của góc B . (Hình 9) 
 

Hình 9
C

B

A

Hình 4

300

4 cm

CB

A

Hình 5

10 cm

C

B

A

Hình 6

12 cm

CB

A

Hình 7

30 cm

CB

A

15 cm

Hình 8
CB

A
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Bài 13: Cho ΔABC  vuông tại A . Biết  050B = . 
 Tính tỉ số lượng giác của góc C . (Hình 10) 

(Cho biết 050 0,766sin ≈ ) 
 
 
 
 
Bài 14: Cho ΔABC  vuông tại A . Biết 0,6cos B =  
 Tính tỉ số lượng giác của góc C . (Hình 11) 
 
 
 
 
 
Bài 15: Cho ΔABC  vuông tại A  có 6 , 8AB cm AC cm= =    . 
 Tính tỉ số lượng giác của góc B  từ đó suy ra 

tỉ số lượng giác của góc C  (Hình 12) 
 
 
 
 
 
 
 
Bài 16: Cho ΔABC  vuông tại C  có 0,9 , 1,2AC dm BC dm= =    . Tính tỉ số lượng giác của góc A  từ đó  

suy ra tỉ số lượng giác của góc B  (Hình 13) 
 

Bài 17: Cho ΔABC  vuông tại A  có 1,6 , 1,2AB dm CA dm= =    .  

Tính các tỉ số lượng giác của góc C  rồi suy ra tỉ số lượng 
giác của góc B . (Hình 14) 

 
 
Bài 18: Cho ΔABC  biết 21 , 28 , 35AB cm AC cm BC cm= = =       . 

a) Chứng minh rằng ΔABC  vuông. 
b) Tính ,sin B sin C     (Hình 15) 

 
 
 

Bài 19: Cho ΔABC  có 5, 3, 2AB a BC a AC a= = =    . 

a) Chứng minh rằng ΔABC  là tam giác vuông. (Hình 16) 
b) Tính các tỉ số lượng giác của góc B .  

Hình 11
CB

A

1,2 dm

A

B C

1,6 dm

Hình 14

a 5

a 3a 2

BA

C

Hình 16

CB

A

35 cm

28 cm21 cm

Hình 15

1,2 dm0,9 dm

C

A B
Hình 13Hình 12

A

B C

8 cm6 cm

500

Hình 10
CB

A
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Từ đó suy ra tỉ số lượng giác của góc A  
 
 
Bài 20: Cho Hình 17. 

a) Tính các góc của ΔABC  
b) Tính chu vi và diện tích của ΔABC  

 
 
 
Bài 21: Cho ΔABC  vuông tại A  có 2 , 3AB a BC a= =   
 Trên tia đối của tia BC  lấy điểm D  sao cho 2BD a= . 

 Tại D  vẽ đường thẳng vuông góc với BC  cắt AC  tại E . 

a) Chứng minh rằng 2. 10DE AC a=   (Hình 18) 

b) Tính BCA  và tính ,AC DE   theo a . 

 
 
 
 
Bài 22: Cho ΔABC  vuông tại A , đường cao AH .  

Biết 3 , 4AB cm AC cm= =     (Hình 19) 

a) Tính độ dài ,BC AH   
b) Tính số đo góc ,B C   
c) Đường phân giác trong của góc A  cắt BC  tại E .  

Tính ,BE CE   
 

 

Bài 23: Cho ΔDEF  có 6 , 8 , 10DE cm DF cm EF cm= = =        (Hình 20) 

a) Chứng minh rằng ΔDEF  là tam giác vuông. 
b) Đường cao DK . Tính DK  và FK . 
c) Tính góc ,E F  . 
d) Phân giác DM  của ΔDEF . Tính ,ME MF   

 
 
 
  

6 cm 8 cm

FE

D

K M

Hình 20

Hình 17

5 cm4 cm

5 cm

CHB

A

Hình 18
3 a

2 a

E

D CB

A

Hình 19

EH

A

B C

4 cm3 cm
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Bài 12: Một số hệ thức giữa cạnh, góc trong tam giác vuông và ứng dụng. 
A. LÝ THUYẾT. 
1) Hệ thức giữa cạnh huyền và cạnh góc vuông. 

Cho ΔABC  vuông tại A , cạnh huyền a  và hai cạnh góc vuông là ,b c   như hình bên 

♣ Định lí 1: 
Trong tam giác vuông, mỗi cạnh góc vuông bằng cạnh huyền nhân 
với sin góc đối hoặc côsin góc kề. 

+ .b a sin B=    hoặc .b a cos C=    
+ .c a sin C=    hoặc .c a cos B=    

 
Ví dụ 2: Một chiếc thang dài 3 m , cần đặt chân thang cách chân tường một khoảng bao nhiêu mét (làm  

tròn đến chữ số thập phân thứ hai) để nó tạo với mặt đất một góc “ an toàn” 065  (tức là đảm bảo  
thang chắc chắn khi sử dụng).  

Bài làm 
 Giả sử đoạn AC  là chiều dài chiếc thang, AB  là khoảng cách chân thang 

tới chân tường và C  là điểm thang tiếp xúc với tường. 

 Vì ΔABC  vuông tại B  nên ta có 0. 3. 65 1,27AB AC cos A cos m= = ≈      

 Vậy cần đặt chân thang cách chân tường một khoảng 1,27 m  

2) Hệ thức giữa hai cạnh góc vuông. 
Cho ΔABC  vuông tại A , cạnh huyền a  và hai cạnh góc vuông là ,b c   như hình bên 

♣ Định lí 2: 
Trong tam giác vuông, mỗi cạnh góc vuông bằng cạnh góc vuông kia 
nhân với tang góc đối hoặc côtang góc kề. 

+ .b c tan B=    hoặc .b c cot C=    
+ .c b tan C=    hoặc .c b cot B=    

Ví dụ 2: Bóng trên mặt đất của một cây dài 25 m . Tính chiều cao của cây 

(làm tròn đến dm ) biết rằng tia nắng tạo với mặt đất một góc 040 . 
Bài làm 

 Giả sử AB  là độ dài bóng của cây trên mặt đất và BC  là chiều cao của cây. 

 ΔABC  vuông tại B  nên ta có: 

 0. 25. 40 21BC AB tan A tan m= = ≈      

 Vậy cây cao gần 21m . 
3) Giải tam giác vuông. 

♣ Trong một tam giác vuông, nếu cho biết trước hai cạnh (hoặc một góc nhọn và một cạnh) thì ta sẽ 
tìm được tất cả các cạnh và các góc còn lại của tam giác vuông đó. Bài toán này gọi là bài toán giải 
tam giác vuông. 

Ví dụ 3: Cho ΔABC  vuông tại A  có 4, 8AB BC= =  . Tính cạnh AC  (làm tròn đến chữ số thập phân thứ 
ba) và các góc ,B C   (làm tròn đến độ) 

Bài làm 

c b

a

A

B C

3 m

C

BA
650

25 m400

A B

C

c b

a

A

B C
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 ΔABC  vuông tại A , nên ta có 

 2 2 2 2 2 28 4 48 48 6.928BC AB AC AC AC= + ⇒ = − = ⇒ = ≈  

 Ta có 

04 1 60
8 2

ABcos B B
BC

= = = ⇒ =   

 Khi đó  

0 090 30C B= − =  . 

Ví dụ 4: Cho ΔABC  vuông tại A , có 9BC =  và  053C = . Giải ΔABC . 
Bài làm 

 Ta có  

0 0 0 090 90 53 37B C= − = − =   

 0. 9. 53 7,2AB BC sin C sin= = ≈     

 0. 9. 53 5,4AC BC cos C cos= = ≈      

B. BÀI TẬP VẬN DỤNG. 
Bài 1: Tìm ,x y   trong các hình sau 

 
 
 
 
 
 
 
Bài 2: Giải ΔABC  trong các hình sau 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

9
530

CB

A

Hình 2

x
y8

300

500

A

HB C

Hình 1

11y
x

300 380

H CB

A

4

8 CB

A

Hình 6

350 20 m
CB

A

Hình 5

650 10 m
CB

A

Hình 4

10 m

300

CB

A

Hình 9Hình 8Hình 7

12 cm13 cm

CB

A

12 cm7 cm28 cm21 cm

CB

A

CB

A

Hình 10 Hình 11 Hình 12

10 cm

6 cm

CB

AA

B C
15 cm

8 cm10 cm

15 cm

A

B C

y

7x

400600

Hình 3

A B

C

D
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Bài 3: Giải ΔABC  trong các hình sau 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Bài 4: Một chiếc thang dài 3,5 m . Cần đặt chân thang cách chân tường một 

khoảng cách bằng bao nhiêu để nó tạo được với mặt đất một góc “ an toàn” 

là 070  (để thang không bị đổ khi sử dụng). Kết quả làm tròn đến dm . 

 
 
Bài 5: Một chiếc thang dài 3 m  được bắc vào một bức tường. 

Để đảm bảo an toàn thì góc tạo bởi chiếc thang so với 

mặt đất là 063 . Hỏi phải đặt chân thang cách chân tường 

bao nhiêu mét? (Làm tròn đến chữ số thập phân thứ nhất) 

 
 
 

Bài 6: Một gia đình làm cầu thang có độ dốc là 036  so với phương ngang. 

Chiều cao từ sàn nhà tới trần nhà là 3,6 m . Tính chiều dài AB  của 

mặt cầu thang (làm tròn đến hàng đơn vị) 

 

 

Bài 7: Một cầu trượt trong công viên có độ cao 2,1m  được 

đặt nghiêng so với mặt đất một góc 028 . Tính độ dài 

của mặt cầu trượt. 

Hình 13 Hình 14 Hình 15

A

B C

16 cm

420

16 cm

420

CB

A

450

10 cm

CB

A

H

B

A

700

3,5 m

H

B

A
630

3 m

H

B

A

3,6 m

360

H

B

A
280

2,1 m

B
11 cm

A

600

C

Hình 18

B 10 cm

A

500

C

Hình 17

B 25 cm

A

480

C

Hình 16
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Bài 8: Bậc cửa nhà bác Nam cao 55 cm . Để đưa xe máy vào nhà, 

bác cần đặt một chiếc cầu sắt để dắt xe sao cho góc giữa 

mặt cầu và mặt đất khoảng 030 . Hỏi mặt cầu dài bao nhiêu cm  

 

Bài 9: Một chiếc máy bay cất cánh theo một góc 025  so với mặt đất. 

Hỏi muốn đạt độ cao 2000 m  thì máy bay phải bay một đoạn 

đường là bao nhiêu mét (làm tròn kết quả đến chữ số thập 

phân thứ nhất) 

 

Bài 10: Một chiếc máy bay bay lên. Đường bay lên tạo với phương 

nằm ngang một góc 025 . Sau 5  phút máy bay bay lên đạt 

độ cao là 10 565 m  . Hỏi vận tốc trung bình của máy bay là 

bao nhiêu /km h  

Bài 11: Một chiếc tàu ngầm đang ở trên mặt biển bắt đầu lặn xuống 

và di chuyển theo đường thẳng tạo với mặt nước một góc 020 .  

Một lúc sau, tàu ở độ sâu 300 m  so với mặt nước biển. Hỏi tàu 

đã di chuyển bao nhiêu mét (làm tròn đến chữ số hàng đơn vị) 

Bài 12: Lúc 10  giờ sáng, bóng của một cột cờ trên sân đo được dài 12 m . Tính chiều cao của cột cờ, biết  

tại thời điểm đó thì tia nắng mặt trời tạo với mặt đất một góc khoảng 040  (làm tròn đến mét)  

 

 

 

 

 

Bài 13: Một cột đèn có bóng trên mặt đất dài 8,5 m . Các tia nắng mặt trời tạo với mặt đất một góc 038 .  

Tính chiều cao của cột đèn. 

Bài 14: Tính chiều cao của một cột tháp, biết rằng lúc tia sáng của mặt trời tạo với phương nằm ngang của  

mặt đất một góc bằng 050  thì bóng của nó trên mặt đất dài 96 m  
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A H

B

250
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A

BC
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H
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Bài 15: Tính chiều cao của một cột tháp (làm tròn đến mét) biết rằng lúc tia sáng của mặt trời tạo với  

phương nằm ngang của mặt đất một góc 051 , thì bóng của nó trên mặt đất dài 48 m . 

 

 

 

 

 

Bài 16: Chiều dài bóng cột cờ trên mặt đất là 6 m . Tại thời điểm đó thì góc mà tia nắng mặt trời tạo với  

mặt đất là 050 . Hỏi cột cờ cao bao nhiêu mét. 

Bài 17: Một cột đèn có bóng trên mặt đất dài 6 m . Các tia nắng mặt trời tạo với mặt đất một góc 040 . Tính  

chiều cao của cột đèn 

Bài 18: Tại một thời điểm trong ngày, tia nắng mặt trời hợp với mặt đất 

một góc bằng 055 . Một tòa nhà có bóng xuống mặt đường một 

đoạn có độ dài 36 m . Tính chiều cao của tòa nhà. 

Bài 19: Một tòa tháp có bóng trên mặt đất dài 53 m . Biết rằng 

các tia nắng mặt trời tạo với mặt đất một góc 034 .  

Tính chiều cao của tòa tháp (kết quả làm tròn đến 

chữ số thấp phân thứ nhất) 

 

 

 

Bài 20: Một ngôi nhà cao 12 m . Khi tia nắng mặt trời tạo với mặt đất 

một góc 060  thì bóng tòa nhà trên mặt đất dài bao nhiêu mét? 

 
Bài 21: Tượng đài “ Ba mũi tên đồng” – tượng đài chiến thắng Ngọc Hồi 

cao 10 m . Tại một thời điểm trong ngày bóng của tượng đài trên 

mặt đất dài 8 m . Hỏi lúc đó góc tạo bởi tia nắng mặt trời với mặt 

đất là bao nhiêu (làm tròn đến độ) 
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A
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H
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BH
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B

A H
36 m550
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Bài 22: Từ đỉnh A  của một ngọn đèn biển cao 45 m  so với mặt nước biến. 

người ta nhìn thấy một con tàu ở vị trí B  dưới góc 036  so so với 

phương nằm ngang. Hỏi khoảng cách từ tàu đến chân đèn là bao 

nhiêu mét? 

 

Bài 23: Một cầu thủ sút bóng bị va vào góc trên bên phải của cầu môn và 

dội ngược trở lại. Biết cầu môn cao 2,44 m  và khoảng cách từ vị 

trí sút bóng đến chân cầu môn là 25 m . Tính góc tạo bởi đường đi 

của bóng so với mặt đất (số đo góc làm tròn đến độ) 

 

Bài 24: Lúc 7  giờ 10  phút sáng. Bạn Hùng đi xe đạp từ nhà (điểm A ) đến trường (điểm B ) phải lên và 

xuống một con dốc (như hình vẽ). Cho biết độ cao dốc 20CH m=  , góc  06A =  và góc  04B =  

a) Tính khoảng cách AB  
b) Hỏi bạn Hùng đến trường lúc mấy giờ?  

Biết rằng tốc độ trung bình lên dốc là 4 /km h  và tốc độ 
trung bình xuống dốc là 10 /km h  

 
 
 
 
 
 

Bài 25: Cho ΔABC  vuông tại A  có 

012 , 40AB cm C= =    . 

 Tính độ dài ,AC BC   và đường phân giác BD  (Hình 2) 

Bài 26: Cho ΔABC  có 21BC m=   và  

0 060 , 40B C= =     (Hình 3) 

a) Tính đường cao AH  và AC  
b) Tính diện tích ΔABC  

Bài 27: Cho ΔABC  có 

011 , 38BC cm ABC= =     và  030ACB = . 

Gọi N  là chân đường vuông góc hạ từ A  xuống cạnh BC .  

a) Tính AN (Hình 4) 
b) Tính AC  
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Hình 4

300380

A

B N C
11 cm

 

200 300

 

C

B
H

A

CA

B

2, 44 m

25 m

8060

C

H BA



 

   12 
 

Bài 28: Cho ΔABC  có  

0 020 , 30A B= =     và 60AB cm=  . 

 Đường cao CH . Tính ,AH BH   và CH . (Hình 5) 

 
Bài 29: Cho ΔABC  vuông tại A . Biết 6 , 8AC cm AB cm= =     

a) Giải ΔABC  (Hình 6) 
b) Kẻ đường cao AH . Tính ,AH BH   

c) M  là trung điểm của AC . Tính AMB .  
 
 
Bài 30: Cho ΔABC  vuông tại A  có 6 , 8AB cm AC cm= =     

a) Giải ΔABC  (Hình 7) 
b) Chứng minh rằng . .AB cos B AC cos C BC+ =     
c) Trên AC  lấy điểm D  sao cho 2.DC DA=  . Vẽ DE BC⊥  

Chứng mình rằng 2 2 2
1 1 4

9AB AC DE
+ =  

 
 
 

Bài 31: Cho ΔABC  vuông tại A . Từ trung điểm E  của cạnh AC  kẻ EF BC⊥  

a) Cho 20 , 0,6BC cm sin C= =    . Giải ΔABC  (Hình 8) 

b) Chứng minh 2 2. .AC CF CB=    
c) Chứng  minh .AF BE cos C=    

 
 
 
Bài 32: Cho ΔABC , đường cao AH . Từ H  kẻ HE AB⊥  và HF AC⊥  

a) Chứng minh rằng . .AE AB AF AC=   (Hình 9) 
b) Cho biết 4 , 3AB cm AH cm= =    . Tính độ dài AE  và BE  

c) Biết  030HAC = . Tính FC  
 
 
 

Bài 33: Cho ΔABC  vuông tại A  có 

05 , 40AB cm C= =     

a) Giải ΔABC . (Hình 10) 
b) Vẽ đường cao AD , từ D  kẻ ,DE AC DF AB⊥ ⊥   

Chứng minh . .AF AB AE AC=  . 
 

  

Hình 6
H

M8 cm
6 cm

CB

A

Hình 7

6 cm 8 cm
D

E
CB

A

Hình 8
20 cm F

E

A

B C

Hình 9

3 cm

4 cm

E
F

CHB

A

Hình 10

5 cm

400

E
F

D CB

A
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Bài 34: Cho ΔABC  vuông tại A  có  060 , 6B BC cm= =     (Hình 11) 

a) Tính ,AB AC  . 
b) Kẻ đường cao AH . Tính ,HB HC   
c) Trên tia đối của tia BA , lấy điểm D  sao cho DB BC= . 

Chứng minh AB AC
BD CD

=  

d) Từ A  kẻ đường thẳng song song với phân giác CBD  cắt 

CD  tại K . Chứng minh 2 2
1 1 1
.KD KC AC AD

= +
 

 

 

Bài 35: Cho ΔABC  vuông tại A  có  060 , 6B BC cm= =     (Hình 12) 

a) Tính ,AB AC   
b) Trên tia đối của tia BA  lấy điểm D  sao cho BD BC= . 

Chứng minh . .AB CD AC BD=   

c) Đường thẳng song song với tia phân giác CBD  kẻ từ A  

Cắt CD  tại H . Chứng minh rằng 2 2 2
1 1 1

AH AC AD
= +  

 
 
 
Bài 36: Cho hình vuông ABCD  và điểm E  tùy ý trên BC . Tia Ax  vuông góc với AE  cắt CD  tại F . 
Trung tuyến AI  của ΔAEF  và kéo dài cắt CD  tại K . (Hình 13) 

a) Chứng minh AE AF=  
b) Chứng minh ΔAKF ΔCAF∽  và 2 .AF KF CF=   

c) Cho 34 ,
4

AB cm BE BC= =   . Tính diện tích ΔAEF  

d) AE  cắt CD  tại M . Chứng minh 2 2
1 1

AE AM
+  

không phụ thuộc vào vị trí điểm E  

Bài 37: Cho ΔAPN  vuông tại A  có  058P =  và 72PN cm=   (Hình 14) 

a) Giải ΔAPN  
b) Kẻ đường cao AD . Dựng hình vuông ABCD  sao cho ,C P   khác phía đối với điểm D . AN  cắt 

BC  tại M . Chứng minh ΔAPM  cân. 

c) Kẻ trung tuyến AI  của ΔAPM  cắt CD  tại K . Chứng minh rằng 2 .AP KP CP=   

d) Chứng minh rằng 2 2 2
1 1 1

AM AN AB
+ =   
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Bài tập ôn tập chương 4. 

Bài 1: Cho ΔABC  vuông tại A , đường cao AH . 

a) Biết 4 , 2BH cm CH cm= =   . Tính độ dài các đoạn thẳng ,AH AB   (làm tròn đến một chữ số thập 
phân) 

b) Gọi ,D E   lần lượt là chân đường vuông góc của H  trên ,AB AC  . Chứng minh 3 BDcos B
BC

=  

c) Gọi M  là trung điểm của HC , N  là hình chiếu của M  trên AC . 

Chứng minh 3 21 . .
2

MC NC BC=   . 

 

 

 

 

 

 

Bài 2: Cho hình chữ nhật ABCD  có 9 , 12AB cm BC cm= =    . Kẻ AH BD⊥  tại H . 

a) Tính ,BD AH  , góc BDA  
b) Kẻ HI AB⊥ . Chứng minh rằng . .AI AB DH HB=   
c) Đường thẳng AH  cắt BC  tại M  và cắt DC  tại N . 

Chứng minh 2 .HA HM HN=   

Bài 3: Cho ΔABC  vuông tại A , đường cao AH . Biết 3 , 6AB cm BC cm= =     

a) Giải tam giác vuông ΔABC . 
b) Tính ,HB HC   

c) Từ H  kẻ ( ), ,HE AB HF AC E AB F AC⊥ ⊥ ∈ ∈      .  

Chứng minh rằng 


2

. . HEEA EB AF FC
sin HAE

 + =  
 

  
 

 

 

Bài 4: Cho ΔABC  vuông tại ( ),A AB AC< , đường cao AH . Vẽ HM  vuông góc với AB  tại M , HN  

vuông góc với AC  tại N  

a) Cho biết 6 , 8AB cm AC cm= =    . Tính độ dài ,BC AH   và số đo các góc ,B C  . 
b) Chứng minh rằng . .AM AB AN AC=    
c) Qua A  kẻ đường thẳng vuông góc với MN  cắt BC  tại D . 

Chứng minh D  là trung điểm của BC . 

  

N

M

A

B CH

D

E
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M

I H

D
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H CB
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Bài 5: Cho ΔABC  vuông tại A , đường cao ( ),AH H BC∈  

a) Biết 12 , 20AB cm BC cm= =    . Tính ,AC AH   và ABC  (làm tròn đến độ) 
b) Kẻ HM  vuông góc với AB  tại M , HN  vuông góc với AC  tại N . Chứng minh AH MN=  và 

2. .AM MB AN NC AH+ =   

c) Chứng minh rằng 

3 BMtan C
CN

=    

 

 

 

 

 

Bài 6: Cho ΔABC  vuông tại C , có độ dài cạnh AC  và BC  lần lượt là 20 , 15cm cm    . Vẽ đường cao CH , 
kẻ HE  vuông góc với AC  tại E , HF  vuông góc với BC  tại F  

a) Tính số đo A , độ dài ,AB EF   
b) Chứng minh rằng . .AC EC BC FC=   

Bài 7: Cho ΔMNP  vuông tại M  có độ dài cạnh 6MN cm=   và 8MP cm=  . Vẽ đường cao MK , kẻ KI  
vuông góc với MN  tại I , KH  vuông góc với MP  tại H  

a) Tính độ dài ,NP IH   và số đo góc P  
b) Chứng minh rằng . .MI MN MH MP=   

 

Bài 8: Cho ΔABC  vuông tại A  có đường cao AH . 

a) Cho biết 3 , 4AB cm AC cm= =    . Tính độ dài các đoạn thẳng , ,BC HB AH     
b) Vẽ HE  vuông góc với AB  tại E , HF  vuông góc với AC  tại F . Chứng minh rằng 

2.AE EB EH=  và 2. .AE EB AF FC EF+ =   

c) Chứng minh rằng 

3.BE BC cos B=     

 

Bài 9: Cho ΔABC  vuông tại ( ),A AB AC< , đường cao AH . 

a) Giả sử 5 , 12AB cm AC cm= =    . Tính độ dài ,BC AH   và số đo ABC  
b) Kẻ ,HD HE   lần lượt vuông góc với ,AB AC  . Chứng minh rằng . .AD AB AE AC=   
c) Lấy điểm G  nằm giữa E  và C . Kẻ AK  vuông góc với BG  tại K . Chứng minh rằng 

 . HKsin AGB cos ABC
CG

=      
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Chương 5. ĐƯỜNG TRÒN 
Bài 13. Mở đầu về đường tròn. 

A. LÝ THUYẾT. 
1) Đường tròn. 

♣ Đường tròn tâm O  bán kính ( )0R R > , kí hiệu là ( );O R   là hình gồm tất cả 

các điểm cách O  một khoảng bằng R . ( Hình 1) 
♣ Khi không cần quan tâm tới bán kính, ta kí hiệu đường tròn tâm O  là ( )O  

♣ Nếu A  là một điểm của đường tròn ( )O , ta viết ( )A O∈ , ta còn nói 

đường tròn ( )O  đi qua điểm A  hay điểm A  nằm trên đường tròn ( )O .  

Ví dụ 1: Cho đường tròn ( );O R   và ba điểm , ,M N P     như Hình 2. 
a) Hãy cho biết điểm nào thuộc đường tròn, 

điểm nào nằm trong, điểm nào nằm ngoài? 
b) Hãy so sánh , ,OP OM ON     với R  

Bài làm: 
a) Điểm P  thuộc đường tròn ( )O , điểm M  nằm trong đường tròn ( )O  

Điểm N  nằm ngoài đường tròn ( )O . 

b) Ta có , ,OP R OM R ON R= < >    . 
Chú ý: 

♣ Hình tròn tâm O  bán kính R  là hình gồm các điểm nằm trên và 
nằm trong đường tròn ( );O R  . 

♣ Hình 3. AB  được gọi là đường kính của đường tròn ( )O  

Ví dụ 2: Cho ΔABC  vuông tại A , chứng minh rằng điểm A  thuộc đường tròn 
đường kính BC . 

Bài làm: 
 Lấy I  là trung điểm của BC  

ΔABC  vuông tại A  có AI  là trung tuyến nên 
2

BCAI BI CI= = =  

Vậy A  thuộc đường tròn đường kính BC . 
 
2) Tính đối xứng của đường tròn. 

♣ Đối xứng tâm: Hai điểm H  và K  gọi là đối xứng với nhau qua điểm I  nếu I  là trung điểm của 
HK . Điểm I  gọi là tâm đối xứng ( Hình 5) 

♣ Đối xứng trục: Hai điểm H  và K  gọi là đối xứng với nhau qua đường thẳng d  nếu d  là đường 
trung trực của HK . Đường thẳng d  gọi là trục đối xứng ( Hình 6) 
 

 
 
 
 
 

♣ Đường tròn là hình có tâm đối xứng, tâm của đường tròn là tâm đối xứng của nó. 
♣ Đường tròn là hình có trục đối xứng, mỗi đường thẳng đi qua tâm của đường tròn là một trục đối 

xứng của nó. 
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Ví dụ 3: Cho đường tròn ( )O  và hai điểm ( ),A B O∈  . Gọi d  là đường trung trực của đoạn AB . Chứng 

minh rằng ( )d  là một trục đối xứng của ( )O .  
Bài làm: 

 Ta có OA OB R= =  nên O  thuộc đường trung trực của AB  
Mà d  là đường trung trực của AB  nên ( )O d∈  

Hay d  đi qua O  nên d  là một trục đối xứng của ( )O  
 
B. BÀI TẬP VẬN DỤNG. 
Bài 1: Cho ΔABC  vuông tại A  có 6 , 8AB cm AC cm= =    .  
Chứng minh rằng ba điểm , ,A B C     cùng thuộc một đường tròn.  
Tính bán kính của đường tròn đó. 
 
 
 
Bài 2: Cho hình vuông ABCD  có E  là giao điểm của hai đường chéo. 

a) Chứng minh rằng có một đường tròn đi qua bốn điểm , , ,A B C D     .  
Xác định tâm đối xứng và hai trục đối xứng của đường tròn đó. 

b) Tính bán kính của đường tròn đó nếu hình vuông có cạnh bằng 3 cm . 
 
Bài 3: Cho hình chữ nhật ABCD  có 12 , 5AB cm BC cm= =    .  

Chứng minh rằng bốn điểm , , ,A B C D       cùng thuộc 
một đường tròn. Tính bán kính của đường tròn đó.  

 
 
 
 
 
 
 
Bài 4: Cho hình chữ nhật ABCD  có 8 , 15AB cm BC cm= =    .  

Chứng minh rằng bốn điểm , , ,A B C D       cùng thuộc 
một đường tròn. Tính bán kính của đường tròn đó. 

  
Bài 5: Cho đường tròn ( ); 3O cm   . Điểm ( )A O∈ . Đường thẳng d  

vuông góc với OA  tại trung điểm của OA  cắt đường tròn ( )O  
tại B  và C . 
a) Chứng minh rằng ΔOAB  là tam giác đều. 
b) Tính độ dài đoạn BC . 

 
Bài 6: Cho đường tròn ( )O  và ba điểm , ,A B C     thuộc 

đường tròn đó sao cho ΔABC  cân tại A . 
a) Giả sử 6BC cm=  , đường cao AM  của ΔABC  

bằng 4 cm . Tính AB . 
b) Gọi 'B  là điểm đối xứng với B  qua O .  

Vẽ 'AH CB⊥  tại H . Tứ giác AHCM  là hình gì? 

Hình 7

d

B

A

O

O

12 cm

5 cm

D C

BA

O

15 cm

8 cm

D C

BA

d

C

B

AO

O

B'

H

M CB

A

O

8 cm

6 cm

C

B

A

3 cm

E

D

CB

A
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Bài 7: Cho ΔABC  nhọn. Vẽ đường tròn ( )O  đường kính BC , đường tròn 

này cắt ,AB AC   lần lượt tại D  và E . Gọi H  là giao điểm của BE  
và CD . 

a) Chứng minh rằng CD AB⊥  và BE AC⊥ . 
b) Chứng minh rằng AH BC⊥ . 

 
Bài 8: Cho ΔABC  vuông tại A  có 6 , 8AB cm AC cm= =    . 

Vẽ đường tròn ( )O  đường kính AB  cắt BC  tại H . 

a) Tính AH  và CH . 
b) Kẻ OK AH⊥  tại K , tia OK  cắt AC  tại D .  

Chứng minh rằng DH OH⊥  
 
 
 
 
Bài 9: Cho ΔABC  vuông tại A , đường cao AH . Vẽ đường tròn ( )I  đường kính BH  cắt AB  tại D , vẽ 

đường tròn ( )K  đường kính HC  cắt AC  tại E . 

a) Chứng minh ADHE  là hình chữ nhật. 
b) Chứng minh rằng . .AD AB AE AC=   
c) Giả sử 3 , 5AB cm BC cm= =    .  

Tính DE và diện tích tứ giác DEKI . 
 
 
 
 
Bài 10: Cho nửa đường tròn ( );O R   đường kính BC . A  là một điểm thay đổi trên đường tròn sao cho 

AB AC> . Tia phân giác BAC  cắt đường trung trực BC  tại D . Hạ DH  và DK  lần lượt vuông góc với 
AB  và AC . 

a) Chứng minh rằng AHDK  là hình vuông. 
b) Chứng minh , , ,A B C D       cùng thuộc một đường tròn. 

 
 
 
Bài 11: Cho ΔABC  vuông tại A  có AB AC< , đường cao AH  

a) Cho 4 , 9HB cm HC cm= =   . Tính AH  và số đo ABC  ( làm tròn đến độ) 
b) Gọi D  là hình chiếu của H  trên AB , E  là hình chiếu của H  trên AC . 

Chứng minh rằng: 
1) Tứ giác ADHE  là hình chữ nhật. 
2) 2. . 2.AD AB AE AC DE+ =    

3) 
2 2

2 2 1HC BD
AC BH

+ = . 

 9 cm4 cm

E

D

H CB

A

D
K

O

H CB

A

CB I KH

E

D
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O
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H

CB
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O

H

E
D

CB

A
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Bài 12: Cho ΔABC  vuông tại A , đường cao AH . 

a) Biết 5 , 13AB cm BC cm= =    . Tính độ dài cạnh AH  và số đo góc BAH   
b) Gọi O  là trung điểm của AC , K  là hình chiếu của O  trên BC .  

Chứng minh 4  điểm , , ,A B O K       cùng nằm trên một đường tròn. 
c) Đường thẳng qua A  và vuông góc với BO  cắt đường thẳng qua C  

vuông góc với AC  tại M . Chứng minh ΔABO ΔCAM∽  
và ba điểm , ,O K M     thẳng hàng 

Bài 13: Cho ΔABC  cân tại A , vẽ hai đường cao BE  và CF  cắt nhau tại H . 

a) Chứng minh rằng bốn điểm , , ,B F E C       cùng thuộc một đường tròn 
và chỉ ra tâm của đường tròn đó. 

b) Gọi ,I K   lần lượt là hai điểm trên BH  và CH  sao cho 
,HE HI HF HK= =  . Chứng minh rằng bốn điểm , , ,E F I K       

cùng thuộc một đường tròn. 
c) Gọi M  là trung điểm của AH . Tìm điều kiện của ΔABC  để 

điểm M  thuộc đường tròn đi qua bốn điểm , , ,E F I K      . 
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Bài 2. Cung và dây của một đường tròn. 
A. LÝ THUYẾT. 
1) Dây và đường kính của đường tròn. 

♣ Đoạn thẳng nối hai điểm tùy ý của một đường tròn gọi là 
một dây ( dây cung) của đường tròn. 

♣ Mỗi dây đi qua tâm là một đường kính của đường tròn. 
Ví dụ 1: Hình 1.  

MN  là một dây của đường tròn ( )O  

 AB  là một đường kính của đường tròn ( )O . 

♣ Trong một đường tròn, đường kính là dây cung lớn nhất. 
Ví dụ 2: Cho đường tròn đường kính BC . Chứng minh rằng với điểm A  bất kì ( khác B  và C ) nằm trên 
đường tròn thì 2BC AB AC BC< + <   ( Hình 2) 

Bài làm: 
 ΔABC  có AB AC BC+ >  
 Mặt khác , 2AB BC AC BC AB AC BC< < ⇒ + <   
 Như vậy 2BC AB AC BC< + <   
 
 
 
2) Góc ở tâm, cung và số đo của một cung. 

♣ Hai điểm A  và B  cùng thuộc một đường tròn, hai điểm ấy chia đường tròn thành hai phần, mỗi 
phần là một cung tròn ( hay cung). Hai điểm ,A B   gọi là hai đầu mút của mỗi cung. 

♣ Góc ở tâm là góc có đỉnh trùng với tâm của đường tròn. 
Ví dụ 3: Hình 3: 
 Hai cung là cung nhỏ AmB  và cung lớn AnB .  
 Một góc ở tâm là AOB α= . 
Chú ý: 

♣ Cung nhỏ AmB  còn có thể kí hiệu là AB . Khi AOB  là góc bẹt thì 

cung AB  còn gọi là một nửa đường tròn. 
♣ Ta còn nói AOB  chắn cung AB  hay cung AB  bị chắn bởi góc AOB . 

Ví dụ 4: Cho Hình 4. 
a) Chỉ ra các cung có trong hình. 
b) Chỉ ra các góc ở tâm có trong hình. 

Bài làm: 
a) Ta có các cung nhỏ là AB , BC , AC   

Và các cung lớn là   , ,AC ACB BAC     

b) Các góc ở tâm là   , ,AOB BOC AOC    . 
 

♣ Số đo của nửa đường tròn bằng 0180 . 
♣ Số đo của cung nhỏ bằng số đo của góc ở tâm chắn cung đó. 
♣ Số đo của cung lớn bằng hiệu 0360  với số đo cung nhỏ có chung hai mút. 

♣ Kí hiệu số đo cung AB  là sđ AB  
♣ Cung có số đo 0n  còn gọi là cung 0n . Cả đường tròn được coi là cung 0360 , một điểm là cung 00  
♣ Hai cung trên một đường tròn gọi là bằng nhau nếu chúng có cùng số đo. 

C
O

A

B

Hình 2

Hình 3

α

n

m

B

A
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CO
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Hình 4

Hình 1

N
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Ví dụ 5: Cho Hình 5. 
 Ta có sđ AC = sđ AB + sđ BC . 
Ví dụ 6: Cho điểm C  nằm trên đường tròn ( )O . Đường trung trực của đoạn 

OC  cắt ( )O  tại A  và B . Tính số đo của các cung ACB  và ABC . 
Bài làm: 

 Gọi AB OC⊥  tại I  

 Khi đó 
2 2

OC ROI = =  

  

01 60
2. 2

OI Rcos AOI AOI
OA R

= = = ⇒ = 
 

 

 Chỉ ra  

02. 120AOB AOI⇒ = = ⇒ sđ  

0120ACB AOB= =  
 sđ  0360ABC = − sđ  

0 0360 360 60 300AC AOC= − = − = . 
 
B. BÀI TẬP VẬN DỤNG. 
Bài 1: Cho đường tròn ( ); 5O cm    và AB  là một dây bất kì của đường tròn đó. Biết 6AB cm=  . 

a) Tính khoảng cách từ O  đến dây AB . 
b) Tính tanα  nếu góc ở tâm chắn cung AB  bằng 2α . 

Bài 2: Tâm O  của một đường tròn cách dây AB  của nó một khoảng 3 cm .  
Tính bán kính của đường tròn ( )O , biết rằng cung nhỏ AB  có số đo 0100  
( làm tròn đến kết hàng phần mười) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Bài 3: Cho đường tròn ( ); 4O cm    và dây AB . Biết rằng sđ  090AB = .  

a) Tính khoảng cách từ tâm O  đến dây AB . 
b) Tính độ dài dây AB . 

Bài 4: Cho đường tròn ( )O  đường kính BC , điểm A  nằm trên 

đường tròn sao cho  0120AOC = . 
a) Chứng minh rằng dây AB  bằng bán kính. 
b) Tính sđ AB . 

Bài 5: Cho đường tròn ( );O R   và dây AB R= .  
Trên tia đối của tia BA  lấy điểm C  sao cho BC R= .  
Kéo dài CO  cắt ( )O  lần lượt tại D  và E . 

a) Chứng minh rằng  3.AOD ACD=    

b) Tính sđ  ,BE AD  . 
  

Hình 5
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Bài 6: Cho đường tròn ( ); 10O cm    có dây EF , biết khoảng cách từ 
tâm O  tới dây EF  bằng 8 cm . 

a) Tính độ dài dây EF . 
b) Tính sđ EF  

Bài 7: Cho đường tròn ( )O , dây AC  bằng dây BD  cắt nhau tại I .  
( D  nằm giữa A  và C ) 

a) Chứng minh rằng sđ AC =  sđ BD  

b) Chứng minh rằng sđ AB =  sđ CD  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Bài 8: Cho đường tròn ( )O , dây AB . Trên cung nhỏ AB  lấy hai điểm ,M N   sao cho AM BN=  ( M  
nằm trên cung AN ). 

a) Chứng minh rằng sđ AN =  sđ BM  
b) Chứng minh rằng hai dây ,AN BM   bằng nhau. 

 
  

N

M
B

A
O

10 cm H

F

EO
8 cm

I

D

B

C

A
O



 

   8 
 

Bài 15. Độ dài cung tròn, diện tích hình quạt tròn và hình vành khuyên. 
A. LÝ THUYẾT. 
1) Độ dài của cung tròn. 

♣ Cho đường tròn ( );O R  , dây AB  và AOB α= . 

Chu vi của cả đường tròn ( )O  là 2C Rπ= . 

Độ dài cung tròn AB  là .
180

l Rα π=   

Ví dụ 1: Tính độ dài của cung 040  của một đường tròn có bán kính 9 cm . 
Bài làm: 

 Gọi độ dài cung AB  có số đo 040  như Hình 2 
 Độ dài cung tròn AB  là  

.
180

l Rα π=  40 .3,14.9 6,28
180

cm= ≈    

 
 
2) Hình quạt tròn và hình vành khuyên. 

♣ Hình quạt tròn là phần hình tròn giới hạn bởi cung tròn và hai bán kính đi qua hai đầu mút của cung 
đó ( Hình 3) 

♣ Hình vành khuyên ( vành khăn) là phần nằm giữa hai đường tròn có cùng tâm và bán kính khác 
nhau ( hai đường tròn đồng tâm) ( Hình 4) 

 
 
 
 
 
 
 

♣ Diện tích hình quạt tròn bán kính R  ứng với cung 0n  là 2 .
360 2n

n l RS Rπ= =
  

♣ Diện tích hình vành khuyên tạo bởi hai đường tròn đồng tâm có bán kính R  và r  là 
( )2 2

VS R rπ= −  

Ví dụ 2: Tính diện tích hình vành khuyên nằm giữa hai đường tròn đồng tâm có bán kính là 6 cm  và 4 cm . 
Bài làm: 

 Diện tích của hình vành khuyên là ( ) ( )2 2 2 2 26 4 20S R r cmπ π π= − = − =  . 

Ví dụ 3: Tính diện tích của hình quạt tròn có bán kính 5 cm  và có độ dài cung ứng với nó là 4 cmπ   
Bài làm: 

 Diện tích hình quạt tròn là ( )24. .5 10
2 2
lS R cmπ π= = =   . 

B. BÀI TẬP VẬN DỤNG. 
Bài 1: Cho đường tròn ( ); 4O cm    và ba điểm , ,A B C     trên đường tròn đó 

sao cho ΔABC  cân tại A  và số đo cung nhỏ BC  bằng 070 . 
a) Chứng minh rằng cung AB  và cung AC  bằng nhau. 
b) Tính độ dài cung ,BC AB   và AC  ( làm tròn đến hàng phần mười) 

Hình 1

l

α B

A

O

O

A

B O

A

B

Hình 3

H CB
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O

Hình 2

400

B
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Bài 2: Tính diện tích của hình quạt tròn có bán kính 4 cm , ứng với cung 036  
Bài 3: Tính diện tích hình vành khuyên nằm giữa hai đường tròn đồng tâm 
có bán kính là 8 cm  và 5 cm  
 
 
 
 
 
 
 
 

Bài 4: Cho đường tròn ( ); 6O cm   , hai điểm ,A B   thuộc đường tròn sao cho  090AOB = . 

a) Tính diện tích hình quạt tròn tạo bởi cung AB  
b) Tính diện tích hình viên phân ( hình giới hạn bởi cung AB  và dây AB ) ( Hình bên) 

Bài 5: Một chiếc quạt giấy khi xòe ra có hình dạng của một hình quạt tròn với bán kính 25 cm  và khi xòe 
hết thì góc tạo bởi hai thanh nan ngoài cùng của chiếc quạt là 0150 . 

a) Tính chiều dài cung tròn của chiếc quạt. 
b) Tính diện tích phần giấy làm quạt, biết rằng phần giấy của quạt là 

một hình vành khuyên có bán kính đường tròn nhỏ là 10 cm . 
Bài 6: Cho ΔABC  là tam giác nhọn cân tại A . Kẻ hai đường cao BH  và CK . 

a) Chứng minh rằng đường tròn tâm O  đường kính BC  đi qua K  và H . 
b) Chứng minh rằng cung BH  và cung CK  bằng nhau.  

c) Tính số đo của cung KH  nếu  040BAC = . 
 
 
Bài 7: Cho ΔABC  đều có 2 3AB cm=  . Đường tròn đường kính BC  cắt  
hai cạnh ,AB AC   lần lượt tại D  và E . 

a) Chứng minh rằng ba cung ,BD DE   và EC  bằng nhau. Tính số đo mỗi cung ấy. 
b) Tính diện tích phần viên phân giới hạn bởi dây CE  và cung CE . 

 
Bài 8: Cho ΔABC  vuông tại A  có 3 , 6AB cm BC cm= =    , 
đường tròn đường kính BC . 

a) Chứng minh rằng đỉnh A  thuộc đường tròn. 
b) Tính diện tích hình quạt tròn tạo bởi cung AC  và 

diện tích phần viên phân giới hạn bởi dây AC  và cung AC . 
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Bài 9: Cho đường tròn ( ); 5O cm    và hình lục giác đều ABCDEF  sao cho 6  đỉnh của hình lục giác đều 
đều thuộc đường tròn. 

a) Chứng minh rằng cung AC  và cung BD  bằng nhau. 
b) Tính diện tích hình quạt tròn tạo bởi cung BD  và diện tích phần viên 

phân tạo bởi cung AC  và dây AC  
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Bài 16. Vị trí tương đối của đường thẳng và đường tròn. 
A. LÝ THUYẾT. 
1) Vị trí tương đối của đường thẳng và đường tròn. 
 
 
 
 
 
 
 
 

♣ Đường thẳng a  và đường tròn ( )O  gọi là cắt nhau nếu chúng có hai điểm chung ( Hình 1) 

♣ Đường thẳng a  và đường tròn ( )O  gọi là tiếp xúc với nhau nếu chúng có duy nhất một điểm chung  

( Hình 2). 
♣ Đường thẳng a  và đường tròn ( )O  gọi là không giao nhau nếu chúng không có điểm chung  

( Hình 3). 
Nhận xét: 

♣ Nếu khoảng cách d R<  thì đường thẳng cắt đường tròn tại hai điểm phân biệt. 
♣ Nếu khoảng cách d R=  thì đường thẳng và đường tròn tiếp xúc nhau. 
♣ Nếu khoảng cách d R>  thì đường thẳng và đường tròn không giao nhau.  

Ví dụ 1: Cho đường thẳng a  và điểm O  cách đường thẳng a  một khoảng 5 cm . Khi đó đường tròn 
( ); 4,9O cm    như thế nào với đường thẳng a ? 

Bài làm: 
 Nhận thấy ( )5 4,9d R cm cm> >     nên đường thẳng a  và đường tròn ( )O  không giao nhau. 

Ví dụ 2: Cho điểm A  cách đường thẳng d  một khoảng 12 cm . Vẽ đường tròn ( ); 13A cm    

a) Cho biết vị trí tương đối của đường thẳng d  và đường tròn ( )A  

b) Gọi hai giao điểm là B  và C . Tính BC  
Bài làm: 

a) Gọi AH  là khoảng cách từ A  tới đường thẳng d . 
Vì ( )12 13AH R cm cm< <     nên đường thẳng d  cắt 

đường tròn ( )A  tại hai điểm phân biệt. 

b) ΔABC  có AB AC R= =  nên cân tại A , lại có AH  là đường cao nên 
AH  cũng là đường trung tuyến BH CH⇒ = . 
ΔAHC  vuông tại H  có 2 2 2 2 2 2 213 12 25 5AC AH HC HC HC HC cm= + ⇒ = + ⇒ = ⇒ =   
Vì 0HC > . Do đó 2 50BC HC cm= =  . 

2) Dấu hiệu nhận biết tiếp tuyến của đường tròn. 
♣ Định lí 1: Nếu một đường thẳng đi qua một điểm nằm trên một 

đường tròn và vuông góc với bán kính đi qua điểm đó thì đường 
thẳng ấy là một tiếp tuyến của đường tròn. Điểm đó gọi là tiếp điểm. 

Ví dụ 3: Hình 5. 
 Đường thẳng d  vuông góc với bán kính OA  nên d  là một tiếp tuyến 
 của đường tròn ( )O  và A  gọi là tiếp điểm. 
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3) Hai tiếp tuyến cắt nhau của một đường tròn. 
♣ Định lí 2: Nếu hai tiếp tuyến của đường tròn ( )O  cắt nhau tại điểm P  thì: 

+ Điểm P  cách đều hai tiếp điểm. 
+ PO  là góc tạo bởi hai tiếp tuyến. 
+ OP  là tia phân giác của góc tạo bởi hai bán kính qua hai tiếp điểm. 

Ví dụ 4: Cho đường tròn ( );O R   và điểm A  nằm ngoài đường tròn, từ A  kẻ tiếp tuyến AB  tới đường 
tròn ( B  là tiếp điểm). Kẻ dây BC  vuông góc với AO  tại H . 

a) Chứng minh rằng AC  là tiếp tuyến của đường tròn ( )O . 

b) Kẻ đường kính BD  của đường tròn ( )O , kẻ CK BD⊥ . Chứng minh rằng 2.BK BD BC=  

Bài làm: 
a) ΔOBC  có OB OC R= =  nên ΔOBC  cân tại O  

Có OH BC⊥  nên HB HC= . 
Do đó AO  là trung trực của BC AB AC⇒ =  
Chứng minh ( ) 

090ΔABO ΔACO c c c ACO= − − ⇒ =   

Vậy AC  là tiếp tuyến của đường tròn ( )O . 

b) ΔBCD  có CO  là đường trung tuyến, mà 1
2

CO BD=  

Nên ΔBCD  vuông tại C . Chứng minh ( ) 2.BK BCΔBKC ΔBCD g g BK BD BC
BC BD

− ⇒ = ⇒ =   ∽ . 

B. BÀI TẬP VẬN DỤNG. 
Bài 1: Cho ,SA SB   là hai tiếp tuyến cắt nhau của đường tròn ( )O  ( ,A B   là hai tiếp điểm). Gọi M  là một 

điểm tùy ý trên cung nhỏ AB . Tiếp tuyến của ( )O  tại M  cắt SA  tại E  và cắt SB  tại F . 

a) Chứng minh rằng chu vi của ΔSEF  bằng SA SB+  
b) Giả sử M  là giao điểm của đoạn SO  với đường tròn ( )O . 

Chứng minh SE SF= . 
 
 
 
 
 
 
Bài 2: Cho đường tròn ( )O  và điểm A  nằm bên ngoài đường tròn, kẻ các tiếp tuyến ,AM AN   với đường 
tròn ( ,M N   là các tiếp điểm)  

a) Chứng minh rằng OA MN⊥  
b) Vẽ đường kính NOC . Chứng minh rằng MC AO∥ . 
c) Giả sử 3 , 5OM cm OA cm= =    . Tính các cạnh của ΔAMN . 
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Bài 3: Cho nửa đường tròn ( )O  đường kính AB . Về cùng phía với nửa đường tròn, vẽ hai tia ,Ax By   
vuông góc với AB . Gọi M  là một điểm bất kì thuộc tia Ax . Qua M  kẻ tiếp tuyến với nửa đường tròn, cắt 
By  tại N . 

a) Tính MON . 
b) Chứng minh rằng MN AM BN= +  
c) Chứng minh rằng 2.AM BN R=  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
Bài 4: Cho nửa đường tròn ( )O  đường kính MN , tiếp tuyến Nx . Qua A  trên nửa đường tròn ( A  không 
trùng với ,M N  ) kẻ tiếp tuyến với nửa đường tròn cắt Nx  ở B . Tia MA  cắt Nx  ở C . 

a) Chứng minh bốn điểm , , ,O A B N       cùng thuộc một đường tròn. 
b) Chứng minh OB AN⊥  
c) Chứng minh B  là trung điểm của NC . 

Bài 5: Cho đường tròn ( );O R   đường kính AB . Gọi H  là trung điểm của OA . Qua H  kẻ đường thẳng 

vuông góc với AB  cắt ( )O  tại C  và D . 

a) Tứ giác ACOD  là hình gì? 
b) Qua D  kẻ tiếp tuyến với đường tròn ( )O  cắt OA  tại M . Chứng minh MC  là tiếp tuyến của ( )O  

và ΔMCD  đều. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Bài 6: Cho đường tròn ( )O  đường kính AD . Vẽ tiếp tuyến tại A  của đường tròn, từ C  trên tiếp tuyến đó 

vẽ tiếp tuyến thứ hai CM  của đường tròn ( )O  ( M  là tiếp điểm và M  khác A ) cắt AD  tại B . 

a) Giả sử 6 , 8AC cm AB cm= =    . Tính BC  và BM . 
b) Chứng minh rằng . .BM AC BA MO=  . 
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Bài 7: Cho ( );O R   đường kính BC , lấy điểm ( )A O∈ . Gọi H  là trung điểm của AC . Tia OH  cắt ( )O  

tại M . Từ A  vẽ tiếp tuyến với ( )O  cắt tia OM  tại N . 

a) Chứng minh rằng OM AB∥  
b) Chứng minh rằng CN  là tiếp tuyến của ( )O . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
Bài 8: Cho đường tròn ( )O  đường kính AB . Gọi I  là trung điểm của OB . Qua I  kẻ dây CD  vuông góc 

với OB . Tiếp tuyến của ( )O  tại C  cắt AB  tại E . 

a) Chứng minh 2.OI OE R=  
b) Chứng minh ED  là tiếp tuyến của đường tròn ( )O . 

c) Gọi F  là trung điểm của dây AC . Chứng minh , ,D O F     thẳng hàng. 

Bài 9: Cho đường tròn ( )O  và dây AB . Qua O  kẻ đường thẳng vuông góc với AB  cắt tiếp tuyến tại A  
của đường tròn tại C . 

a) Chứng minh CB  là tiếp tuyến của đường tròn. 
b) Vẽ đường kính BOD . Chứng minh AD OC∥  
c) Cho biết bán kính của đường tròn là 15 , 24cm AB cm=    . Tính OC  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Bài 10: Cho đường tròn ( )O  đường kính AB  và C  là một điểm trên đường tròn ( C  khác A  và B ). Kẻ 

CH AB⊥ . Gọi I  là trung điểm của AC , OI  cắt tiếp tuyến tại A  của ( )O  tại M , MB  cắt CH  tại K . 

a) Chứng minh OI AC⊥  và ΔABC  vuông tại C . 
b) Chứng minh MC  là tiếp tuyến của đường tròn ( )O . 
c) Chứng minh K  là trung điểm của CH . 
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Bài 11: Cho nửa đường tròn ( )O  đường kính AB . Lấy điểm C  nằm trên đường tròn ( )O . Gọi K  là trung 

điểm của dây cung BC . Qua B  dựng tiếp tuyến với ( )O  cắt OK  tại D . 

a) Chứng minh rằng DO BC⊥  và ΔABC  vuông 
b) Chứng minh DC  là tiếp tuyến của đường tròn ( )O  

c) Vẽ CH AB⊥  tại H . Gọi I  là trung điểm của CH . Tiếp tuyến tại A  của đường tròn ( )O  cắt BI  
tại E . Chứng minh , ,E C D     thẳng hàng. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
Bài 12: Cho đường tròn ( )O  đường kính AB . Lấy điểm C  thuộc đường tròn ( C  khác A  và B ). Tiếp 

tuyến tại A  của đường tròn ( )O  cắt BC  tại M . 

a) Chứng minh rằng ΔABC  vuông và 2 .AB BC BM=   
b) Gọi K  là trung điểm của MA . Chứng minh rằng KC  là tiếp tuyến của đường tròn ( )O  

c) KC  cắt tiếp tuyến tại B  của đường tròn ( )O  tại D . Chứng minh rằng ΔKOD  vuông. 

Bài 13: Cho đường tròn ( )O  đường kính AB . Qua A  vẽ tiếp tuyến Ax  của đường tròn ( )O . Trên Ax  lấy 
điểm M  ( M  khác A ), từ M  vẽ tiếp tuyến MC  của đường tròn ( C  là tiếp điểm). Gọi H  là giao điểm 
của OM  và AC . Đường thẳng MB  cắt đường tròn ( )O  tại D  ( D  nằm giữa M  và B ) 

a) Chứng minh OM AC⊥  tại H . 
b) Chứng minh rằng . .MD MB MH MO=   và  MHD MBA=   
c) Gọi K  là trung điểm của BD . Tiếp tuyến tại B  của đường tròn 

( )O  cắt OK  tại E . Chứng minh , ,A E C     thẳng hàng. 

 
 
 
 
 
 
 
 
Bài 14: Cho nửa đường tròn ( )O  đường kính AB . Qua điểm C  thuộc nửa đường tròn, kẻ tiếp tuyến d  
của đường tròn. Gọi ,E F   lần lượt là chân đường vuông góc từ A  và B  tới d . Gọi H là chân đường 
vuông góc kẻ từ C  đến AB . 

a) Chứng minh rằng CE CF= . 
b) Chứng minh AC  là tia phân giác BAE . 
c) Chứng minh rằng 2 .CH AE BF=   
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Bài 15: Cho nửa đường tròn ( );O R   đường kính AB , C  là điểm thuộc nửa đường tròn sao cho AC BC>  
( C  khác A  và B ). Kẻ CH AB⊥  và OI AC⊥ . 

a) Chứng minh , , ,C H O I       cùng thuộc một đường tròn. 

b) Kẻ tiếp tuyến Ax  của đường tròn. Tia OI  cắt Ax  tại M . Chứng minh 2.OI OM R=  
c) Gọi giao điểm của BM  với CH  là K . Chứng minh ΔAMO ΔHCB∽  và CK KH=  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
Bài 16: Cho nửa đường tròn ( )O  đường kính 2AB R= . Trên nửa đường tròn lấy điểm C  ( C  khác A  và 

B ). Kẻ OK BC⊥  tại K . Gọi D  là giao điểm của BC  với tiếp tuyến tại A  của nửa đường tròn ( )O  và I  
là trung điểm của AD . 

a) Chứng minh OK AC∥  và 2. 4BC BD R=  
b) Chứng minh IC  là tiếp tuyến của nửa đường tròn ( )O  
c) Từ C  kẻ CH AB⊥ , BI  cắt CH  tại N . Chứng minh rằng N  là trung điểm của CH . 

Bài 17: Cho đường tròn ( );O R  , đường kính AB . Lấy C  thuộc đường tròn ( )O  ( C  khác A  và B ). Tiếp 

tuyến tại A  của đường tròn ( )O  cắt đường thẳng BC  tại M . 

a) Chứng minh ΔABC  vuông và 2. 4BC BM R=  
b) Gọi K  là trung điểm của MA . Chứng minh KC  là tiếp tuyến của ( )O . 

c) Tia KC  cắt tiếp tuyến tại B  của đường tròn ( )O  tại D . Chứng minh MO AD⊥ . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Bài 18: Cho ΔABC  cân tại A , các đường cao AD  và BE  cắt nhau tại H . Vẽ đường tròn ( )O  đường 
kính AH . 

a) Chứng minh E  là điểm nằm trên đường tròn ( )O . 

b) Chứng minh DE  là tiếp tuyến của ( )O  
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Bài 19: Cho ΔABC  cân tại A , đường cao AH  và BK  cắt nhau tại I . 
a) Chứng minh đường tròn đường kính AI  đi qua K . 
b) Chứng minh HK  là tiếp tuyến của đường tròn đường kính AI . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Bài 20: Cho ΔABC  đều, đường cao BD  và CE  cắt nhau tại H , AH  cắt BC  tại M . 

a) Chứng minh 4  điểm , , ,A D H E       cùng thuộc một đường tròn. 
b) Chứng minh MD  là tiếp tuyến của đường tròn đi qua bốn điểm , , ,A D H E       

Bài 21: Cho ,B C   là hai điểm trên đường tròn ( );O R  . Từ B  kẻ đường thẳng vuông góc với OB  cắt 

đường phân giác BOC  tại A . H  là giao điểm của OA  và BC . 
a) Chứng minh ΔBOH  vuông và 2 .OB OH OA=   
b) Chứng minh AC  là tiếp tuyến của ( );O R   

c) CD  là đường kính của ( );O R  . Qua O  dựng đường thẳng vuông góc với AD  tại E  và cắt CB  tại 

F . Chứng minh  090ODF = . 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Bài 22: Cho điểm C  thuộc đường tròn ( )O  đường kính AB  sao cho AC BC< . Gọi H  là trung điểm của 

BC . Tiếp tuyến tại B  của đường tròn ( )O  cắt OH  tại D . 

a) Chứng minh 2.DH DO DB=  
b) Chứng minh DC  là tiếp tuyến của đường tròn ( )O  

c) Đường thẳng AD  cắt ( )O  tại E . Gọi M  là trung điểm của AE . Chứng minh , , ,D B M C       cùng 
thuộc một đường tròn. 

d) Gọi I  là trung điểm của DH , BI  cắt ( )O  tại F . Chứng minh , ,A H F     thẳng hàng. 
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Bài 23: Cho ΔABC  nội tiếp đường tròn ( )O  có BC  là đường kính. Gọi H  và G  lần lượt là hình chiếu 

của điểm O  trên AB  và AC . Tiếp tuyến tại A  của đường tròn ( )O  cắt OH  tại E . 

1) Chứng minh OH AC∥  và EB  là tiếp tuyến của đường tròn ( )O  

2) Tiếp tuyến tại C  của đường tròn ( )O  cắt AB  tại D . Chứng minh: 

a) . 2 .CD BC BD GC=    

b)  BOD CGD=   

 

 

 

 

 

 

Bài 24: Cho ( );O R . Từ một điểm M  ở bên ngoài đường tròn, kẻ các tiếp tuyến ,MA MB   với đường tròn 
( ,A B   là các tiếp điểm). Gọi H  là giao điểm của MO  và dây AB . 

a) Chứng minh 4  điểm , , ,M A O B       cùng nằm trên một đường tròn. 

b) Kẻ đường kính AC  của ( )O , vẽ BK  vuông góc với AC  ( K AC∈ ). Chứng minh 

. .MB BC BK MO=   
c) MC  cắt BK  tại I . Chứng minh I  là trung điểm của BK . 

Bài 25: Cho nửa đường tròn tâm O , đường kính 2AB R= . Trên nửa đường tròn lấy điểm C  bất kì ( C  
khác A  và B ). Tiếp tuyến tại C  và tiếp tuyến tại A  cắt nhau tại M  

a) Chứng minh bốn điểm , , ,O A M C       cùng thuộc một đường tròn. 

b) AC  cắt OM  tại H . Chứng minh AC  vuông góc với OM  và 2.OH OM R=  
c) Tia BH  cắt nửa đường tròn tại D . Chứng minh ΔODM ΔOHD∽  
d) Tia AD  cắt MH  tại I . Chứng minh I  là trung điểm của MH  
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Bài 17. Vị trí tương đối của hai đường tròn. 
A. LÝ THUYẾT. 
1) Hai đường tròn cắt nhau. 

♣ Hai đường tròn có đúng hai điểm chung thì ta nói đó là 
Hai đường tròn cắt nhau. Hai điểm chung gọi là hai 
giao điểm của chúng  
Hình 1: Hai đường tròn ( );O R   và ( )';O r   cắt nhau khi  

'R r OO R r− < < + . 
 
2) Hai đường tròn tiếp xúc nhau. 

♣ Hai đường tròn có duy nhất một điểm chung thì ta nói 
Hai đường tròn đó tiếp xúc nhau, điểm chung gọi là  
tiếp điểm của chúng. 
Hình 2: Hai đường tròn ( );O R   và ( )';O r   tiếp xúc ngoài tại A . 

 'OO R r= +  
Hình 3: Hai đường tròn ( );O R   và ( )';O r   tiếp xúc trong tại A . 

 'OO R r= − . 
 Hai đường tròn tiếp xúc với nhau thì tiếp điểm thẳng hàng với hai tâm. 
 
 
3) Hai đường tròn không giao nhau. 

♣ Hai đường tròn không có điểm chung nào thì ta nói đó là hai  
đường tròn không giao nhau. 

 Hình 4: Hai đường tròn ( );O R   và ( )';O r   ngoài nhau: 'OO R r> +  

 Hình 5: Hai đường tròn ( );O R   và ( )';O r   đựng nhau: 'OO R r< −  
  
 
 
 
 
 
 
B. BÀI TẬP VẬN DỤNG. 
Bài 1: Cho đoạn thẳng ' 3OO cm=  . Xác định vị trí tương đối của hai đường tròn ( ); 5O cm    và ( )'; 2O cm  . 

Bài 2: Cho hai điểm O  và 'O  sao cho ' 5OO cm=  . Giải thích tại sao hai đường tròn ( ); 3O cm    và 

( )'; 2O cm    tiếp xúc với nhau. Chúng tiếp xúc trong hay tiếp xúc ngoài? 

Bài 3: Cho hai đường tròn ( )O  và đường tròn ( )'O  tiếp xúc ngoài với nhau tại A . Một đường thẳng qua 

A  cắt ( )O  tại B  và cắt ( )'O  tại C . Chứng minh rằng 'OB O C∥ . 
 
 
 
 
 
 
 

r R

Hình 1

B

A

OO'

Hình 2

O' r R O
A

Hình 3

A
O'

r

R

O

Hình 4

O' r R
O O

O'
r

R

Hình 5

C

B

O' OA



 

   20 
 

Bài 4: Cho I  là trung điểm của đoạn thẳng AB . Vẽ hai đường tròn ( );I IA   và đường tròn ( );B BA   

a) Hai đường tròn ( )I  và ( )B  có vị trí như thế nào? 

b) Kẻ đường thẳng đi qua A , cắt ( )I  và ( )B  làn lượt tại M  và N . So sánh AM  và MN . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
Bài 5: Cho hai đường tròn ( );O R   và ( )';O r   cắt nhau tại A  và B . Gọi M  là điểm đối xứng với A  qua 
O , N  là điểm đối xứng với A  qua 'O . 

a) Chứng minh rằng ( )M O∈  và ( )'N O∈  và ba điểm , ,M B N     thẳng hàng. 

b) Chứng minh rằng đường thẳng MN  tiếp xúc với đường tròn đường kính AB . 
 
Bài 6: Cho đường tròn ( )O  đường kính AB , tiếp tuyến 'xx  tại A  và tiếp tuyến 'yy  tại B  của ( )O . Một 

tiếp tuyến thứ ba của ( )O  tại điểm P  ( P  khác A  và B ) cắt 'xx  tại M  và cắt 'yy  tại N . 
a) Chứng minh rằng MN MA NB= +  
b) Đường thẳng đi qua O  và vuông góc với AB  cắt MN  tại Q . Chứng minh rằng Q  là trung điểm 

của MN . 
c) Chứng minh rằng AB  tiếp xúc với đường tròn đường kính MN . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Bài 7: Cho hai đường tròn ( )O  và ( )'O  tiếp xúc ngoài với nhau tại A  và cùng tiếp xúc với đường thẳng 

d  tại B  và C  ( khác A ), trong đó ( )B O∈  và ( )'C O∈ . Tiếp tuyến của ( )O  tại A  cắt BC  tại M . 
Chứng minh rằng: 

a) Đường thẳng MA  tiếp xúc với ( )'O  

b) Điểm M  là trung điểm của đoạn thẳng BC  từ đó suy ra ΔABC  vuông. 
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Bài 8: Cho ΔABC  vuông tại A , vẽ đường tròn ( );B BA   và đường tròn ( );C CA   chúng cắt nhau tại D   

( D  khác A ). Chứng minh rằng CD  là tiếp tuyến của đường tròn ( )B . 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Bài 9: Cho đường tròn ( )O  và đường tròn ( )'O  cắt nhau tại A  và B .  

Trong đó 'O  nằm trên đường tròn ( )O . Kẻ đường kính 'O OC  của đường tròn ( )O . 

a) Chứng minh rằng ,CA CB   là hai tiếp tuyến của ( )'O  

b) Đường vuông góc với 'AO  tại 'O  cắt CB  tại I , đường vuông góc với AC  tại C  cắt đường thẳng 
'O B  tại K . Chứng minh rằng , ,O I K     thẳng hàng. 

Bài 10: Cho đường tròn ( )O  và ( )'O  tiếp xúc ngoài tại A . Kẻ các đường kính AOB  và 'AO C . Gọi DE

là tiếp tuyến chung của hai đường tròn với ( )D O∈  và ( )'E O∈ . Gọi M  là giao điểm của BD  và CE . 

a) Tính DAE . 
b) Tứ giác ADME  là hình gì? 
c) Chứng minh MA  là tiếp tuyến chung của hai đường tròn. 

 
 
 
 
 
 
 
Bài 11: Cho đường tròn ( );O R   đường kính AB . Trên OA  lấy điểm E . Gọi I  là trung điểm của AE , 

qua điểm I  vẽ dây cung CD AB⊥ , vẽ đường tròn ( )'O  đường kính EB  cắt BC  tại F . 

a) Chứng minh ( )O  và ( )'O  tiếp xúc tại B . 
b) Tứ giác ACED  là hình gì? 
c) Chứng minh IF  là tiếp tuyến của ( )'O  
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Bài 12: Cho đường tròn ( );O R   đường kính AB . Trên đường tròn này lấy điểm C  sao cho BC R= . Từ 
B  vẽ tiếp tuyến với đường tròn, tiếp tuyến này cắt đường thẳng AC  tại D . 

a) Chứng minh ΔABC  vuông tại C . 
b) Tính ,AC BD   theo R . 
c) Vẽ đường tròn ( )'O  đường kính BD . Chứng minh 'O C   

là tiếp tuyến của ( )O  và AB  là tiếp tuyến của ( )'O . 
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Ôn tập chương 5. 
Bài 1: Cho nửa đường tròn ( )O  đường kính AB , tiếp tuyến Bx . Qua điểm C  trên nửa đường tròn, kẻ tiếp 
tuyến với nửa đường tròn cắt Bx  tại M . Tia AC  cắt Bx  tại N . 

a) Chứng minh rằng OM BC⊥ . 
b) Chứng minh M  là trung điểm của BN  
c) Kẻ CH  vuông góc với AB , AM  cắt CH  tại I . Chứng minh I  là trung điểm của CH . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Bài 2: Cho nửa đường tròn ( );O R  , đường kính AB . Vẽ hai tiếp tuyến Ax  và By  với nửa đường tròn đó. 

Trên tia Ax  lấy điểm M  sao cho AM R> . Từ điểm M  kẻ tiếp tuyến MC  với ( )O  ( C  là tiếp điểm). Tia 
MC  cắt By  tại D . 

a) Chứng minh MD MA BD= +  và ΔOMD  vuông. 
b) Cho 2AM R= . Tính BD  và chu vi tứ giác ABDM . 
c) Tia AC  cắt tia By  tại K . Chứng minh OK BM⊥ . 

Bài 3: Cho đường tròn ( );O R   đường kính AB . Vẽ tiếp tuyến Bx  của ( )O . Lấy điểm ( )M O∈  ( M  
khác A  và B )  sao cho AM  cắt tiếp tuyến Bx  tại C  và MA MB> . Từ C  kẻ tiếp tuyến thứ hai CD  với 
( )O  ( với D  là tiếp điểm). 

a) Chứng minh OC BD⊥  
b) Chứng minh , , ,O B C D       cùng thuộc một đường tròn. 
c) Kẻ MH  vuông góc với AB  tại H . Tìm vị trí của M  

để chu vi ΔOMH  đạt giá trị lớn nhất. 
 
 
 
 
Bài 4: Cho điểm M  nằm ngoài đường tròn ( );O R  . Gọi ,MA MB   

là hai tiếp tuyến với đường tròn ( )O  ( A  và B  là hai tiếp điểm).  

Kẻ đường kính AD  của ( )O . Gọi H  là giao điểm của OM  và AB , 
 I  là trung điểm của BD . 

a) Chứng minh OHBI  là hình chữ nhật. 
b) Cho biết OI  cắt MB  tại K . 

Chứng minh KD  là tiếp tuyến ( )O . 

c) Giả sử 2OM R= . Tính chu vi ΔAKD  theo R . 
d) Đường thẳng qua O  và vuông góc với MD  cắt tia AB  tại Q .  

Chứng minh K  là trung điểm của DQ . 
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Bài 5: Cho đường tròn ( ); 3O cm    và điểm M  nằm bên ngoài đường tròn. Qua M  kẻ hai tiếp tuyến MA  

và MB  ( ,A B   là hai tiếp điểm) sao cho  060AMB = . 
a) ΔAMB  là tam giác gì? 
b) Qua điểm C  trên cung nhỏ AB , kẻ tiếp tuyến với đường tròn cắt ,MA MB   lần lượt tại P  và Q . 

Tính POQ . 
c) Tính chu vi ΔMPQ . 

 
 
 
 
 
 
 
Bài 6: Cho nửa đường tròn ( )O  đường kính AB , về cùng một phía vẽ các tiếp tuyến ,Ax By  . Qua điểm 
M  trên nửa đường tròn kẻ tiếp tuyến thứ ba cắt Ax  và By  lần lượt tại C  và D . Gọi N  là giao điểm của 
AD  và BC , H  là giao điểm của MN  và AB . 

a) Chứng minh MN AB⊥ . 
b) Chứng minh MN NH= . 

Bài 7: Cho đường tròn ( );O R  , đường kính AB . Qua A  và B  vẽ lần lượt hai tiếp tuyến ( )d  và ( )'d  với 

đường tròn ( )O . Một đường thẳng đi qua O  cắt ( )d  ở M  và cắt ( )'d  ở P . Từ O  kẻ đường thẳng vuông 

góc với MP  và cắt ( )'d  tại N . Kẻ OI MN⊥  tại I . 

a) Chứng minh OM OP=  và ΔNMP  cân. 
b) Chứng minh OI R=  và MN  là tiếp tuyến của đường tròn ( )O . 

c) Tính AIB . 
d) Tìm vị trí của M để diện tích tứ giác AMNB  nhỏ nhất. 

 
 
 
 
 
Bài 8: Cho nửa đường tròn ( )O  đường kính 2AB R= . Trên nửa mặt phẳng có bờ là AB  chứa nửa đường 
tròn, vẽ hai tiếp tuyến Ax  và By . Từ điểm M  tùy ý thuộc nửa đường tròn ( M  khác A  và B ) vẽ tiếp 
tuyến tại M  cắt Ax  và By  lần lượt tại C  và D . Gọi E  là giao điểm của CO  và AM , F  là giao điểm 
của DO  và BM . 

a) Chứng minh , , ,A C M O       cùng thuộc một đường tròn. 
b) Chứng minh AC BD CD+ =  và tứ giác MEOF  là hình chữ nhật. 
c) Chứng minh .AC BD  không đổi khi M  di chuyển trên nửa đường tròn. 
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Bài 9: Cho nửa đường tròn ( );O R   đường kính AB . Lấy điểm C  tùy ý trên nửa đường tròn. Về cùng một 
phía với AB  vẽ hai tiếp tuyến Ax  và By  với đường tròn. Vẽ tiếp tuyến của đường tròn tại C  cắt Ax  và 
By  lần lượt tại D  và E . 

a) Chứng minh AD BE DE+ =  
b) AC  cắt DO  tại M , BC  cắt OE  tại N . Tứ giác CMON  là hình gì? Vì sao? 
c) Chứng minh . .MO DM ON NE+   không đổi. 
d) AN  cắt OC  tại H . Khi C  di chuyển trên nửa đường tròn 

( );O R   thì H  di chuyển trên đường nào? Vì sao? 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
Bài 10: Cho đường tròn ( ); 4O cm    đường kính AB . Lấy điểm H  thuộc OA  sao cho 1OH cm=  . Kẻ dây 
cung DC  vuông góc với AB  tại H . 

a) Chứng minh ΔABC  vuông tại A  và tính AC . 

b) Tiếp tuyến tại A của đường ( )O  cắt BC  tại E . Chứng minh ΔCBD  cân và EC EA
DH DB

=  

c) Gọi I  là trung điểm của EA , IB  cắt ( )O  tại Q . Chứng minh CI  là tiếp tuyến của ( )O  

d) Tiếp tuyến tại B  của ( )O  cắt IC  tại F . Chứng minh ba đường thẳng ,IB HC   và AF  đồng quy. 

Bài 11: Cho đường tròn ( );O R  , đường kính 2AB R= . Trên đường tròn ( )O  lấy điểm M  ( )MA MB< . 
Tiếp tuyến tại M  cắt hai tiếp tuyến tại A  và B  lần lượt là C  và D . 

a) Chứng minh CD AC BD= +  
b) Vẽ đường thẳng BM  cắt tia AC  tại E  và vẽ MH AB⊥ . Chứng minh OC MB∥  và 

. .ME MB AH AB=  . 

c) Chứng minh HM  là tia phân giác của CHD . 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Bài 12: Cho đường tròn ( );O R  . Từ một điểm M  nằm ngoài đường tròn, kẻ hai tiếp tuyến ME  và MF  
đến đường tròn ( ,E F   là các tiếp điểm). 

a) Chứng minh , , ,M E O F       cùng thuộc một đường tròn. 
b) Kẻ đường kính ED  của ( );O R  . Hạ FK ED⊥ . Gọi P  là giao điểm của MD  và FK . Chứng minh 

P  là trung điểm của FK . 
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Bài 13: Cho đường tròn ( );O R   và điểm A  nằm ngoài đường tròn ( )O . Từ A  kẻ hai tiếp tuyến AB  và 

AC  với đường tròn ( )O  ( ,B C   là các tiếp điểm). Gọi H là giao điểm của OA  và BC . 

a) Chứng minh , , ,A B C O       cùng thuộc một đường tròn. 
b) Chứng minh OA  là đường trung trực của BC . 
c) Lấy D  đối xứng với B  qua O . Gọi E là giao điểm của 

AD  với đường tròn ( )O  ( E  không trùng với D ). 
Chứng minh . .DE BA BD BE=   

 
 
 
 
Bài 14: Từ điểm A  nằm ngoài đường tròn ( )O , kẻ hai tiếp tuyến AB  và AC  đến ( )O  ( ,B C   là các tiếp 
điểm) 

a) Chứng minh , , ,A B C O       cùng thuộc một đường tròn và BC OA⊥  tại H . 
b) Kẻ đường kính BD  của ( )O . Qua C  vẽ đường thẳng vuông góc với AB , cắt OA  tại E . Chứng 

minh CD OA∥  và tứ giác OBEC  là hình thoi. 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Bài 15: Từ điểm A  nằm ngoài đường tròn ( );O R   vẽ hai tiếp tuyến AB  và AC  đến ( )O . 

a) Chứng minh OA BC⊥  tại H  và bốn điểm , , ,A B C O       cùng nằm trên một đường tròn. 
b) Vẽ đường kính BD  của ( )O  và CK BD⊥  tại K . Chứng minh . .AC CD CK AO=   

 
Bài 16: Cho đường tròn ( )O  và một điểm M  nằm ngoài đường tròn. Từ M  kẻ hai tiếp tuyến MA  và MB  

với đường tròn ( )O  ( A  và B  là các tiếp điểm). Gọi I  là giao điểm của OM và AB . Kẻ đường kính BC  

của đường tròn ( )O . 

a) Chứng minh , , ,A B O M       cùng thuộc một đường tròn. 
b) Chứng minh 2.OI OM OA=  
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Bài 17: Cho điểm M  nằm ngoài đường tròn ( );O R  . Từ M  

kẻ các tiếp tuyến ,MA MB   tới đường tròn ( ,A B   là các tiếp điểm).  
Gọi H  là giao điểm của MO  với AB . 

a) Chứng minh , , ,M A O B       cùng thuộc một đường tròn. 
b) Chứng minh MO AB⊥  tại H . 
c) Nếu 2OM R= . Tính MA  theo R  và số đo AMB . 
d) Kẻ đường kính AD  của đường tròn ( )O , MD  cắt 

( )O  tại điểm thức hai là C . 

Chứng minh rằng  MHC ADC= . 
 
Bài 18: Cho điểm M  nằm ngoài đường tròn ( );O R   sao cho 2OM R= . Từ điểm M  kẻ các tiếp tuyến 

,MA MB   với ( )O  ( ,A B   là các tiếp điểm). Kẻ đường kính AC  của đường tròn ( )O . Gọi H  là giao 
điểm của AB  và OM . 

a) Chứng minh 4  điểm , , ,A O B M       cùng thuộc một đường tròn. 

b) Tính tỉ số OH
OM

. 
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Chương 1. Phương trình và hệ phương trình bậc nhất hai ẩn 
Bài 1: Khái niệm phương trình và hệ phương trình bậc nhất hai ẩn 

B. BÀI TẬP VẬN DỤNG. 
Bài 1: 

a) Với 1x =  thay vào phương trình ta được 2.1 3 1y = − = −  
Tương tự, ta có hoành thành được bảng sau 
 

 
 
 

b) Từ phương trình 2 3x y− = 2 3y x⇒ = − .  

Vậy nghiệm tổng quát của phương trình là ( ); 2 3x x −   với mọi x∈  

Bài 2:   

a) Cặp số ( ) ( ) 174; 6 , 6; 0 , ; 1
3
− − −  

 
           là nghiệm của phương trình 1 6

3
x y− + =  

b) Từ phương trình 1 16 6
3 3

x y x y− + = ⇒ = − . 

Vậy nghiệm tổng quát của phương trình là 1 6;
3

y y − 
 

   với mọi y∈  

Bài 3:   
a) Từ phương trình 3 1 3 1x y y x+ = ⇒ = − + . Vậy nghiệm tổng quát của phương trình là ( ); 3 1x x− +   

với mọi x∈ . ( Hình 1) 
b) Từ phương trình 0. 2 2x y y+ = − ⇒ = − . Vậy nghiệm tổng quát của phương trình là ( ); 2x −   với 

mọi x∈ . ( Hình 2 ) 

c) Từ phương trình 52 0. 5
2

x y x− = ⇒ = . Vậy nghiệm tổng quát của phương trình là 5 ;
2

y 
 
 

   với mọi 

y∈ . ( Hình 3) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Bài 4:  

a) Thay cặp số ( )5; 1   vào phương trình thứ nhất của hệ phương trình ta được 3.5 1 3+ =  ( vô lý) 

Vậy cặp số ( )5; 1   không phải là nghiệm của hệ phương trình. 

b) Thay cặp số  ( )1; 5−   vào phương trình thứ nhất của hệ phương trình ta được ( )3.1 5 3+ − =  ( vô lý) 

35311

x

y = 2x  3

21 3 4 0

2

2
1

5

O

y

x

y = 3x+1

Hình 1 Hình 2

y = 2

x

y

O O

y

x

x = 
5
2

Hình 3

5
2
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Vậy cặp số ( )1; 5−   không phải là nghiệm của hệ phương trình. 

c) Thay cặp số ( )2; 3−   vào hệ phương trình 
3 3
2 7
x y
x y
+ =

 − =
 ta được 

( )
( )

3. 2 3 3

2. 2 3 7

+ − =


− − =

 

 
 ( luôn đúng) 

Vậy cặp số ( )2; 3−   là nghiệm của hệ phương trình. 

Bài 5:  
Thay 3y =  ở phương trình thứ nhất vào phương trình thứ hai ta được 2 3 1 1x x+ = ⇒ = −  

Vậy nghiệm của hệ phương trình là ( )1; 3−    

Bài 6:  

Thay 2x = −  ở phương trình thứ nhất vào phương trình thứ hai ta được ( ) 12 3 1
3

y y −
− − + = ⇒ =  

Vậy nghiệm của hệ phương trình là 12;
3
− − 

 
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Bài 2. Giải hệ phương trình bậc nhất hai ẩn. 
B. BÀI TẬP VẬN DỤNG. 
Bài 1:  

1) 
( )
( )

3 1

3 4 2 2

x y

x y

− =


− =
. 

Từ phương trình ( )1  ta có 3x y= + , thế vào phương trình ( )2  ta được ( )3 3 4 2 7y y y+ − = ⇒ = . 

Từ đó 7 3 10x = + = . Vậy hệ phương trình có nghiệm là ( )7; 10   

2) 
( )
( )

3 6 1

2 3 4 2

x y

x y

− =


+ =
 

Từ phương trình ( )1  ta có 3 6y x= − , thế vào phương trình ( )2  ta được ( )2 3 3 6 4 2x x x+ − = ⇒ =

Từ đó 3. 2 6 0y = − = . Vậy hệ phương trình có nghiệm là ( )2; 0   

3) 
( )
( )

2 5 1

3 10 2

x y

x y

− =


+ =
 

Từ phương trình ( )1  ta có 2 5y x= − , thế vào phương trình ( )2  ta được 3 2 5 10 3x x x+ − = ⇒ = . 

Từ đó 2.3 5 1y = − = . Vậy hệ phương trình có nghiệm là ( )3; 1   

4) ( )13; 5− −   5) ( )5; 1   6) ( )1; 2−   

7) 10 19;
7 7
− 

 
 

   8) 25 21;
19 19

− 
 
 

   9) 19 14;
13 13
 
 
 

   

10) ( )2; 3   11) ( )1; 2−    12) ( ); 4 2 ,x x x− ∀ ∈     

13) ( )1; 1−   14) ( )2; 1−  15) ( )1; 1   

16) ( )2; 3−   17) ( )2; 3−   18) ( )3; 2−   

19) 21;
3

 
 
 

   20) ( )3; 2   21) ( )0; 0   

22) ( )2; 1   23) ( )1; 2   24) ( )8; 3   

25) ( )3; 1   26) ( )3; 2   27) ( )3; 1−    

28) ( )1; 1   29) ( )1; 1−   30) ( )3; 4  

Bài 2:   

1) 
( )
( )

2 2 3 1

3 2 2 2

x y

x y

+ =


− =
 

Cộng từng vế hai phương trình của hệ ta được 5 5 1x x= ⇒ = . 

Thế 1x =  vào phương trình ( )1  ta được 12.1 2 3
2

y y+ = ⇒ = .  

Vậy nghiệm của hệ phương trình là 11;
2

 
 
 

   

2) 
4 3 15 0
4 19

x y
x y
− − =

 + =
. Biến đổi hệ phương trình thành 

( )
( )

4 3 15 1

4 19 2

x y

x y

− =


+ =
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Trừ từng vế hai phương trình của hệ ta được 4 4 1y y− = − ⇒ =  

Thế 1y =  vào phương trình ( )2  ta được 4 1 19 5x x+ = ⇒ = . 

Vậy nghiệm của hệ phương trình là ( )5; 1   

3) 
( )
( )

2 2 3 1

3 2 2 2

x y

x y

+ =


− =
 

Cộng từng vế hai phương trình của hệ ta được 5 5 1x x= ⇒ =  

Thế 1x =  vào phương trình ( )1  ta được 12.1 2 3
2

y y+ = ⇒ =  

Vậy nghiệm của hệ phương trình là 11;
2

 
 
 

   

4) ( )3; 2−   5) ( )3; 3−   6) 3 ; 1
2

 
 
 

   

7) ( )2; 3−   8) ( )1; 0−    9) 33;
2

 
 
 

   

10) ( )2; 1   11) ( )2; 3   12) 2 11;
3 3

 
 
 

   

13) ( )1; 2−    14) ( )2; 1   15) 2 1;
3 3
− 

 
 

   

16) ( )2; 1−   17) ( )2; 3   18) ( )4; 5   

19) ( )1; 3−   20) ( )0; 2    
Bài 3:  Giải các hệ phương trình sau: 

1) 
0,5 0,5 0,5
1,2 1,2 1,2

x y
x y
− =

 − =
. Biến đổi hệ phương trình thành hệ 

( )
( )

5 5 5 1

12 12 12 2

x y

x y

− =


− =
 

Chia hai vế của phương trình ( )1  cho 5  và chia hai vế của phương trình ( )2  cho 12  ta được hệ  

1
1

x y
x y
− =

 − =
. Trừ theo vế hai phương trình của hệ mới ta được 0 0=  (thỏa mãn với mọi giá trị ,x y  ) 

Vậy nghiệm của hệ phương trình là ( ); 1x x −   với mọi x∈ . 

2) 
2 3 11

0,8 1,2 1
x y

x y
− =

− + =
. Biến đổi hệ phương trình thành hệ 

( )
( )

8 12 44 1

8 12 10 2

x y

x y

− =


+ =
 

Cộng từng vế của hai phương trình, ta được 16 54 4x x= ⇒ =  

Thế 4x =  vào phương trình ( )2  ta được 118. 4 12 10
6

y y −
+ = ⇒ = . 

Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm là 114;
6
− 

 
 

   

3) 
4 3 6
0,4 0,2 0,8

x y
x y
− =

 + =
. Biến đổi hệ phương trình thành hệ 

( )
( )

4 3 6 1

4 2 8 2

x y

x y

− =


+ =
 

Trừ từng vế của hai phương trình, ta được 25 2
5

y y− = − ⇒ =  
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Thế 2
5

y =  vào phương trình ( )1  ta được 2 94 3. 6
5 5

x x− = ⇒ = . 

Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm là 9 2;
5 5

 
 
 

   

4) ( )3 2 5
5 3 5

x y
x y
= − −


+ = −

. Biến đổi hệ phương trình thành hệ 
( )
( )

3 2 10 1

5 3 5 2

x y

x y

+ =


+ = −
 

Nhân phương trình ( )1  với 3  và phương trình ( )2  với 2  ta được hệ 
9 6 30
10 6 10

x y
x y
+ =

 + = −
 

Trừ từng vế hai phương trình, ta được 40 40x x− = ⇒ = −  
Thế 40x = −  vào phương trình ( )1  ta được ( )3. 40 2 10 65y y− + = ⇒ =  

Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm là ( )40; 65−    

5) 
( ) ( )
( )

5 2 2 7

3 17

x y

x y x

+ = +


+ = −
. Biến đổi hệ phương trình thành hệ 

5 2 4
4 3 17

x y
x y
− =

 + =
. 

Giải hệ phương trình ta được nghiệm là ( )2; 3   

6) ( )3 1 6 2
2 7

x y y
x y
+ − = −


− =

. Biến đổi hệ phương trình thành hệ 
3 3
2 7
x y
x y
+ =

 − =
 

Giải hệ phương trình ta được nghiệm là ( )2; 3−    

7) 
( )
( )

2 3 7

3 2 8

x y x y

x y x y

+ = − +


− = + +
. Biến đổi hệ phương trình thành hệ 

3 7
2 7 8

x y
x y

− + =
 − =

.  

Giải hệ phương trình ta được nghiệm là ( )73; 22− −   

8) 
( )

( )
2 4 1

5 3 8

x y x

x y x y

− + = − −


+ = − + +
. Biến đổi hệ phương trình thành hệ 

3 2 4
6 4 8

x y
x y
+ =

 + =
 

Giải hệ phương trình ta được nghiệm là 3 4;
2
xx − + 

 
 

   với mọi x∈  

9) 
( )
( )

6 8 2 3

5 5 3 2

x y x y

y x x y

+ = + −


− = + +
. Biến đổi hệ phương trình thành hệ 

4 9 8
8 3 5
x y

x y
+ =

− + =
 

Giải hệ phương trình ta được nghiệm là 1; 1
4
− 

 
 

   

10) 
( ) ( )

( ) ( )
2 3 4

2 5

x y x y

x y x y

+ + − =


+ + − =
. Biến đổi hệ phương trình thành hệ 

5 4
3 5

x y
x y
− =

 − =
 

Giải hệ phương trình ta được nghiệm là 1 13;
2 2
− − 

 
 

   

11) 
( ) ( )
( ) ( )

2 1 3 15

4 1 2 0

x x y

x x y

+ + + =


− − + =
. Biến đổi hệ phương trình thành hệ 

5 3 13
3 2 4

x y
x y
+ =

 − =
 

Giải hệ phương trình ta được nghiệm là ( )2; 1   
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12) 
( ) ( )
( ) ( )

3 1 2 2 4

4 1 2 9

x x y

x x y

+ + + =


+ − + =
. Biến đổi hệ phương trình thành hệ 

5 4 1
3 2 5

x y
x y
+ =

 − =
. 

Giải hệ phương trình ta được nghiệm là ( )1; 1−   

13) 
( ) ( )
( ) ( )

2 2 3 1 2

3 2 2 1 3

x y

x y

− + + = −


− − + = −
. Biến đổi hệ phương trình thành hệ 

2 3 1
3 2 5

x y
x y
+ = −

 − =
 

Giải hệ phương trình ta được nghiệm là ( )1; 1−   

14) 
( ) ( )
( ) ( )

9 1 2 3 2

3 1 2 2 3 3

x y

x y

− + − = −


− − − = −
. Biến đổi hệ phương trình thành hệ 

9 2 10
3 4 6

x y
x y
+ =

 − = −
 

Giải hệ phương trình ta được nghiệm là 2 ; 2
3

 
 
 

   

15) 
( ) ( )

( ) ( )
5 4 3 2 7

4 3 2 1

x y

x y

+ + − =


+ − − = −
. Biến đổi hệ phương trình thành hệ 

5 3 7
3 11

x y
x y
+ = −

 − = −
 

Giải hệ phương trình ta được nghiệm là 18 11;
5 3
− 

 
 

   

16) 
( )( )
( )( )

3 1 2

1 3 2

x y xy

x y xy

+ − = +


− + = −
. Biến đổi hệ phương trình thành hệ 

3 5
3 1

x y
x y
− + =
 − =

 

Giải hệ phương trình ta được nghiệm là ( )1; 2   

17) 
( )( )
( )( )

1 1 4

2 1 10

x y xy

x y xy

− + = +


+ − = −
. Biến đổi hệ phương trình thành hệ 

5
2 8

x y
x y
− =

− + = −
 

Giải hệ phương trình ta được nghiệm là ( )2; 3−   

18) 
( )( )
( )( )

2 5 50

4 4 216

x y xy

x y xy

+ − = −


+ + = +
. Biến đổi hệ phương trình thành hệ 

5 2 40
4 4 200

x y
x y

− + = −
 + =

 

Giải hệ phương trình ta được nghiệm là ( )20; 30   

19) 
( )( )
( )( )

3 4 4

1 2 6

x y xy

x y xy

− + = −


+ + = +
. Biến đổi hệ phương trình thành hệ 

4 3 8
2 4

x y
x y
− =

 + =
 

Giải hệ phương trình ta được nghiệm là ( )2; 0   

20) 
( )( )
( )( )

20 1

10 1

x y xy

x y xy

+ − =


− + =
. Biến đổi hệ phương trình thành hệ 

20 20
10 10

x y
x y
− + =
 − =

 

Giải hệ phương trình ta được nghiệm là ( )40; 1− −   

Bài 4:  Giải các hệ phương trình sau ( phương pháp đặt ẩn phụ) 

1) 

2 1 3
2 1

4 3 1
2 1

x y

x y

 + = − +

 − =
 − +

. ĐK: 2; 1x y≠ ≠ −  . Đặt 1
2

a
x

=
−

 và 1
1

b
y

=
+

.  
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Khi đó hệ phương trình thành hệ ( )
2 3
4 3 1

a b
I

a b
+ =

 − =
. Giải hệ ( )I  ta được 

1
1

a
b
=

 =
.  

Khi đó 1 1 3
2

x
x

= ⇒ =
−

 ( thỏa mãn) và 1 1 0
1

y
y

= ⇒ =
+

 ( thỏa mãn) 

Vậy hệ phương trình có nghiệm là ( )3; 0   

2) 

1 1 2
2 1

2 3 1
2 1

x y

x y

 + = − −

 − =
 − −

. ĐK: 2; 1x y≠ ≠  . Đặt 1
2

a
x

=
−

 và 1
1

b
y

=
−

 

Khi đó hệ phương trình thành hệ  ( )
2

2 3 1
a b

I
a b
+ =

 − =
. Giải hệ ( )I  ta được 7

5
a =  và 3

5
b = .  

Khi đó 1 7 19
2 5 7

x
x

= ⇒ =
−

 ( thỏa mãn) và 1 3 8
1 5 3

y
y

= ⇒ =
−

 ( thỏa mãn). 

Vậy hệ phương trình có nghiệm là 19 8;
7 3

 
 
 

   

3) 

1 2 7
1 3

3 4 1
1 3

x y

x y

 − = − +

 + =
 − +

. ĐK: 1; 3x y≠ ≠ −  . Đặt 1
1

a
x

=
−

 và 1
3

b
y

=
+

. 

Khi đó hệ phương trình thành hệ ( )
2 7

3 4 1
a b

I
a b
− =

 + =
. Giải hệ ( )I  ta được 

3
2

a
b
=

 = −
 

Khi đó 1 43
1 3

x
x

= ⇒ =
−

 ( thỏa mãn) và 1 72
3 2

y
y

−
= − ⇒ =

+
 ( thỏa mãn). 

Vậy hệ phương trình có nghiệm là 4 7;
3 2

− 
 
 

   

4) 

1 4 5
3 1

3 4 1
3 1

x y

x y

 − = − +

 + = −
 − +

. ĐK: 3; 1x y≠ ≠ −  . Đặt 1
3

a
x

=
−

 và 1
1

b
y

=
+

 

Khi đó hệ phương trình thành hệ ( )
4 5

3 4 1
a b

I
a b
− =

 + = −
. Giải hệ ( )I  ta được 

1
1

a
b
=

 = −
.  

Khi đó 1 1 4
3

x
x

= ⇒ =
−

 ( thỏa mãn) và 1 1 2
1

y
y

= − ⇒ = −
+

 ( thỏa mãn) 

Vậy hệ phương trình có nghiệm là ( )4; 2−   

5) 

2 1 3
2 1

3 2 8
2 1

x y

x y

 + = − +

 − =
 − +

. ĐK: 2; 1x y≠ ≠ −  . Đặt 1
2

a
x

=
−

 và 1
1

b
y

=
+

. 

Khi đó hệ phương trình thành hệ ( )
2 3
3 2 8

a b
I

a b
+ =

 − =
. Giải hệ ( )I  ta được 

2
1

a
b
=

 = −
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Khi đó 1 52 2 4 1
2 2

x x
x

= ⇒ − = ⇒ =
−

 ( thỏa mãn) và 1 1 2
1

y
y

= − ⇒ = −
+

 

Vậy hệ phương trình có nghiệm là 5 ; 2
2

 − 
 

   

6) 

1 1 8
1 2

2 3 1
1 2

x y

x y

 + = + −

 − =
 + −

. ĐK: 1; 2x y≠ − ≠  . Đặt 1
1

a
x

=
+

 và 1
2

b
y

=
−

 

Khi đó hệ phương trình thành hệ ( )
8

2 3 1
a b

I
a b
+ =

 − =
. Giải hệ ( )I  ta được 

5
3

a
b
=

 =
 

Khi đó 1 45
1 5

x
x

−
= ⇒ =

+
 ( thỏa mãn) và 1 73

2 3
y

y
= ⇒ =

−
 ( thỏa mãn). 

7) 

2 1 2
1 2

8 3 1
1 2

x y

x y

 + = − +

 − =
 − +

. ĐK: 1; 2x y≠ ≠ −  . Đặt 1
1

a
x

=
−

 và 1
2

b
y

=
+

. 

Khi đó hệ phương trình thành ( )
2 2
8 3 1

a b
I

a b
+ =

 − =
. Giải hệ phương trình ( )I  được 1

2
a =  và 1b =  

Khi đó 1 1 3
1 2

x
x

= ⇒ =
−

 ( thỏa mãn) và 1 1 1
2

y
y

= ⇒ = −
+

 ( thỏa mãn) 

8) 

10 1 1
1 2

25 3 2
1 2

x y

x y

 + = − +

 + =
 − +

. ĐK: 1; 2x y≠ ≠ −  . Đặt 1
1

a
x

=
−

 và 1
2

b
y

=
+

 

Khi đó hệ phương trình thành hệ ( )
10 1
25 3 2

a b
I

a b
+ =

 + =
. Giải hệ ( )I  được 1

5
a =  và 1b = −  

Khi đó 1 1 6
1 5

x
x

= ⇒ =
−

 ( thỏa mãn) và 1 1 3
2

y
y

= − ⇒ = −
+

 ( thỏa mãn) 

9) 

1 3 2
5 2

3 5 3
5 2 2

x y

x y

 + = − −
 − − =
 − −

. ĐK: 5; 2x y≠ ≠  . Đặt 1
5

a
x

=
−

 và 3
2

b
y

=
−

 

Khi đó hệ phương trình thành hệ ( )
3 2

33 5
2

a b
I

a b

+ =

 −

− =

. Giải hệ I  được 11
28

a =  và 15
28

b =  

Khi đó 1 11 83
5 28 11

x
x

= ⇒ =
−

 ( thỏa mãn) và 3 15 38
2 28 5

y
y

= ⇒ =
−

( thỏa mãn) 
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10) 

1 5 11
2 2

3 2 1
2 2

x y

x y

 − = − + −

 + =
 + −

. ĐK: 2; 2x y≠ − ≠  . Đặt 1
2

a
x

=
+

 và 1
2

b
y

=
−

 

Khi đó hệ phương trình thành hệ ( )
5 11

3 2 1
a b

I
a b
− = −

 + =
. Giải hệ ( )I  ta được 

1
2

a
b
= −

 =
 

Khi đó 1 1 3
2

x
x

= − ⇒ = −
+

 ( thỏa mãn) và 1 52
2 2

y
y

= ⇒ =
−

 ( thỏa mãn) 

11) 
( )

( )

1 3 3 7
2

3 2 3 1
2

y
x

y
x

 + + = −
 − + + =
 −

. ĐK: 2x ≠ . Đặt 1
2

a
x

=
−

 và 3y b+ =  

Khi đó hệ phương trình thành hệ ( )
3 7

3 2 1
a b

I
a b
+ =

− + =
. Giải hệ ( )I  ta được 

1
2

a
b
=

 =
 

Khi đó 1 1 3
2

x
x

= ⇒ =
−

 ( thỏa mãn) và 3 2 1y y+ = ⇒ = −  

12) 
( )

1 33
2 2

4 5 3 3
2

x y
x y

x y
x y

 + + = −

 − + = −
 −

. ĐK: 2x y≠ . Đặt 1
2

a
x y

=
−

 và 3x y b+ =  

Khi đó hệ phương trình thành hệ ( )
3
2

4 5 3

a b
I

a b

 + =

 − = −

. Giải hệ ( )I  ta được 
1
2
1

a

b

 =

 =

 

Khi đó 1 1 2 2
2 2

x y
x y

= ⇒ − =
−

 và 3 1x y+ = . Khi đó ta có hệ mới ( )
2 2

3 1
x y

II
x y

− =
 + =

 

Giải hệ ( )II  ta được 
1
0

x
y
=

 =
 ( thỏa mãn) 

Bài 5:  Giải các hệ phương trình sau ( phương pháp đặt ẩn phụ) 

1) 

2 1 1

10 3 1

x y x y

x y x y

 + = + −

 − =
 + −

. ĐK: x y≠ ± . Đặt 1 a
x y

=
+

 và 1 b
x y

=
−

 

Khi đó hệ phương trình thành hệ ( )
2 1
10 3 1

a b
I

a b
+ =

 − =
. Giải hệ ( )I  ta được 1

4
a =  và 1

2
b =  

Khi đó 1 1 4
4

x y
x y

= ⇒ + =
+

 và 1 1 2
2

x y
x y

= ⇒ − =
−

. 

Ta có hệ phương trình mới ( )
4
2

x y
II

x y
+ =

 − =
. Giải hệ ( )II  ta được 

3
1

x
y
=

 =
 ( thỏa mãn) 
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2) 

2 1 3

1 3 1

x y x y

x y x y

 + = + −

 − =
 + −

. ĐK: x y≠ ± . Đặt 1 a
x y

=
+

 và 1 b
x y

=
−

 

Khi đó hệ phương trình thành ( )
2 3

3 1
a b

I
a b

+ =
 − =

. Giải hệ ( )I  ta được 3
2

a =  và 1
3

b −
=  

Khi đó 1 3 2 3 3 2
2 3

x y x y
x y

= ⇒ + = ⇒ + =
+

 và 1 1 3
3

x y
x y

−
= ⇒ − = −

−
. 

Ta có hệ phương trình mới ( )
3 3 2

3
x y

II
x y
+ =

 − = −
.  

Giải hệ phương trình ( )II  ta được 7
6

x −
=  và 11

6
y =  ( thỏa mãn) 

3) 

1 1 5
8

1 1 3
8

x y x y

x y x y

 + = + −
 − − =
 + −

. ĐK: x y≠ ± . Đặt 1 a
x y

=
+

 và 1 b
x y

=
−

 

Khi đó hệ phương trình thành ( )
5
8

3
8

a b
I

a b

 + =
 − − =


. Giải hệ ( )I  được 1
8

a =  và 1
2

b =  

Khi đó 1 1 8
8

x y
x y

= ⇒ + =
+

 và 1 1 2
2

x y
x y

= ⇒ − =
−

. 

Ta có hệ phương trình mới ( )
8
2

x y
II

x y
+ =

 − =
. Giải hệ ( )II  được 

5
3

x
y
=

 =
 ( thỏa mãn) 

4) 

2 5 6
1 2 3

6 1 2
1 2 3

x y

x y

 + = − +

 − =
 − +

. ĐK: 31;
2

x y −
≠ ≠  . Đặt 1

1
a

x
=

−
 và 1

2 3
b

y
=

+
 

Khi đó hệ phương trình thành ( )
2 5 6
6 2

a b
I

a b
+ =

 − =
. Giải hệ ( )I  ta được 

1
2
1

a

b

 =

 =

 

Khi đó 1 1 3
1 2

x
x

= ⇒ =
−

 và 1 1 1
2 3

y
y

= ⇒ = −
+

 ( thỏa mãn) 

5) 

1 3 2
1 2

2 1 3
1 2

x y

x y

 − = − + +

 + =
 + +

. ĐK: 1; 2x y≠ − ≠ −  . Đặt 1
1

a
x

=
+

 và 1
2

b
y

=
+

 

Khi đó hệ phương trình thành ( )
3 2

2 3
a b

I
a b
− = −

 + =
. Giải hệ ( )I  được 

1
1

a
b
=

 =
 

Khi đó 1 1 0
1

x
x

= ⇒ =
+

 ( thỏa mãn) và 1 1 1
2

y
y

= ⇒ = −
+

 ( thỏa mãn) 
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6) 

2 1 3
2 2

4 3 1
2 2

x y y x

x y y x

 + = + +

 − =
 + +

. ĐK: 2 ; 2x y x y≠ − ≠ −  . Đặt 1
2

a
x y

=
+

 và 1
2

b
x y

=
+

 

Khi đó hệ phương trình thành hệ ( )
2 3
4 3 1

a b
I

a b
+ =

 − =
. Giải hệ ( )I  được 

1
1

a
b
=

 =
 

Khi đó 1 1 2 1
2

x y
x y

= ⇒ + =
+

 và 1 1 2 1
2

x y
x y

= ⇒ + =
+

. 

Ta có hệ phương trình mới ( )
2 1

2 1
x y

II
x y
+ =

 + =
. Giải hệ ( )II  được 1

3
x y= =  ( thỏa mãn) 

7) 

1 2 9
3 1

3 1 6
3 1

x y

x y

 − = − +

 + =
 − +

. ĐK: 3; 1x y≠ ≠ −  . Đặt 1
3

a
x

=
−

 và 1
1

b
y

=
+

 

Khi đó hệ phương trình thành hệ ( )
2 9

3 6
a b

I
a b
− =

 + =
. Giải hệ ( )I  được 

3
3

a
b
=

 = −
 

Khi đó 1 103
3 3

x
x

= ⇒ =
−

 ( thỏa mãn) và 1 43
1 3

y
y

−
= − ⇒ =

+
 ( thỏa mãn) 

8) 
( )

( )

1 3 1 5

2 5 1 1

y
x y

y
x y

 + + = +

 − + = −
 +

. ĐK: x y≠ − . Đặt 1 a
x y

=
+

 và 1y b+ =  

Khi đó hệ phương trình thành hệ ( )
3 5

2 5 1
a b

I
a b
+ =

 − = −
. Giải hệ ( )I  được 

2
1

a
b
=

 =
 

Khi đó 1 1 0y y+ = ⇒ =  và 1 12
2

x
x y

= ⇒ =
+

 ( thỏa mãn) 

9) 
( )

( )

52 1 9
3

21 5
3

x
y

x
y

 + − = −

 + − =
 −

. ĐK: 3y ≠ . Đặt 1x a+ =  và 1
3

b
y

=
−

 

Khi đó hệ phương trình thành hệ ( )
2 5 9

2 5
a b

I
a b

− =
 − =

. Giải hệ ( )I  ta được 
7
1

a
b
=

 =
 

Khi đó 1 7 6x x+ = ⇒ =  và 1 1 4
3

y
y

= ⇒ =
−

 ( thỏa mãn) 

10) 

7 5 9
2 1 2

3 2 4
2 1

x y x y

x y x y

 − = − + + −

 + =
 − + + −

. ĐK: 
2 0 1
1 0 2

x y
x

x y
− + ≠ −

⇒ ≠ + − ≠
 và 3

2
y ≠ .  
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Đặt 1
2

a
x y

=
− +

 và 1
1

b
x y

=
+ −

. Khi đó hệ phương trình thành hệ ( )
97 5
2

3 2 4

a b
I

a b

 − =

 + =

 

Giải hệ ( )I  được 
1
1
2

a

b

=



=

. Khi đó 1 1 2 1
2

x y
x y

= ⇒ − + =
− +

 và 1 1 1 2
1 2

x y
x y

= ⇒ + − =
+ −

 

Ta có hệ phương trình mới ( )
2 1
1 2

x y
II

x y
− + =

 + − =
. Giải hệ ( )II  được 

1
2

x
y
=

 =
 ( thỏa mãn) 

11) 
3

1 1
3 1

1 1

x y
x y

x y
x y

 − = + −

 + = −
 + −

. ĐK: 1; 1x y≠ − ≠  . Đặt 
1

x a
x

=
+

 và 
1

y b
y

=
−

. 

Khi đó hệ phương trình thành hệ ( )
3

3 1
a b

I
a b
− =

 + = −
. Giải hệ ( )I  được 

2
1

a
b
=

 = −
 

Khi đó 2 2
1

x x
x

= ⇒ = −
+

 ( thỏa mãn) và 11
1 2

y y
y

= − ⇒ =
−

 ( thỏa mãn) 

12) 

3 2 4
1 2

2 1 5
1 2

x
x y

x
x y

 − = − +

 + =
 − +

. ĐK: 1; 2x y≠ ≠ −  . Đặt 
1

x a
x

=
−

 và 1
2

b
y

=
+

. 

Khi đó hệ phương trình thành hệ ( )
3 2 4
2 5
a b

I
a b
− =

 + =
. Giải hệ ( )I  được 

2
1

a
b
=

 =
 

Khi đó 2 2
1

x x
x

= ⇒ =
−

 ( thỏa mãn) và 1 1 1
2

y
y

= ⇒ = −
+

 ( thỏa mãn) 

13) 

1 2 3
1 2

3 4 2
1 2

x y
x y

x y

 − = − + +

 + =
 + +

. ĐK: 1; 2x y≠ − ≠ −  . Đặt 1
1

a
x

=
+

 và 1
2

b
y

=
+

 

Khi đó hệ phương trình thành hệ ( )
2 3

3 4 2
a b

I
a b
− = −

 + =
. Giải hệ ( )I  được 

4
5

11
10

a

b

− =

 =


 

Khi đó 1 4 9
1 5 4

x
x

− −
= ⇒ =

+
 ( thỏa mãn) và 1 11 12

2 10 11
y

y
−

= ⇒ =
+

 ( thỏa mãn) 

 
Bài 6:  Giải các hệ phương trình sau ( phương pháp đặt ẩn phụ) 

1) 
( )
( )

2 2 7

5 2 2 4

x y x

x y x

 + + + =


+ − + =
. ĐK: 2x ≥ − . Đặt 

2

x y a

x b

+ =


+ =
. 

Khi đó hệ phương trình thành hệ ( )
2 7
5 2 4

a b
I

a b
+ =

 − =
. Giải hệ ( )I  được 

2
3

a
b
=

 =
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Khi đó 2 3 7x x+ = ⇒ =  ( thỏa mãn) và 2 7 2 5x y y y+ = ⇒ + = ⇒ = − . 

Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm là ( )7; 5−   

2) 
( )
( )

2 2 8

2 2 5 19

x x y

x x y

 − + − =


− + − =
. ĐK: 2x ≥ . Đặt 2x a

x y b
 − =


− =
 

Khi đó hệ phương trình thành hệ ( )
2 8

2 5 19
a b

I
a b
+ =

 + =
. Giải hệ ( )I  được 

2
3

a
b
=

 =
 

Khi đó 2 2 6x x− = ⇒ =  ( thỏa mãn) và 3 6 3 3x y y y− = ⇒ − = ⇒ = . 

Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm là ( )6; 3   

3) 
( )
( )

5 2 2 23

3 2 5

x y y

x y y

 − + + =


− − + =
. ĐK: 2y ≥ − . Đặt 

2

x y a

y b

− =


+ =
 

Khi đó hệ phương trình thành hệ ( )
5 2 23
3 5
a b

I
a b
+ =

 − =
. Giải hệ ( )I  được 

3
4

a
b
=

 =
 

Khi đó 2 4 14y y+ = ⇒ =  ( thỏa mãn) và 3 14 3 17x y x x− = ⇒ − = ⇒ = . 

Vậy hệ phương trình đã cho có nghiệm là ( )17; 14   

4) ( )3; 2−   5) ( )2 ;3−    6) ( )1; 3   

7) ( ) ( )1; 2 , 3; 2− −       8) ( ) ( )0; 2 , 4; 2−       9) 
( ) ( )
( ) ( )
1; 1 , 1; 1

3; 1 , 3; 1

−

− − −

      

      
 

10) 5 3; 4 , ; 4
2 2
− −   

   
   

       11) ( ) ( )0; 3 , 0; 1−       12) ( )2; 6−    

13) ( )0; 5   14) ( )6; 8   15) ( )5; 4   

16) ( )3; 1   17) ( )1; 0   18) 32;
4
− 

 
 

   

19) ( )2; 4   20) ( )3; 3   21) ( )1; 12−    

22) 1; 3
2
− 

 
 

   23) ( )3; 3   24) ( )3; 3   

25) ( )6; 4   26) ( )4; 0   27) ( )1; 4−    

28) ( )2; 1−   29) 52;
2
− 

 
 

   30) ( )1; 4−    

31) 19 ; 9
4

 
 
 

   32) ( )7; 9   33) ( )0; 16   

34) 289 261;
64 32

 
 
 

   35) ( )4; 3   36) ( )3; 4   

37) 1; 3
2
− 

 
 

   38) 33;
2
− 

 
 

   39) ( )1; 2−   

40) 31;
2
− 

 
 

   41) ( )2; 3    
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Bài 3. Giải bài toán bằng cách lập hệ phương trình. 
B. BÀI TẬP VẬN DỤNG. 

Dạng 1. 
Bài 1:  

Bài làm 
 Gọi chiều dài, chiều rộng của hình chữ nhật lần lượt là ( ) ( ),x m y m    . ĐK: , 0,x y x y> >    . 

Vì mảnh vườn có chu vi là 48 m  nên ( )2 48 24x y x y+ = ⇒ + =  ( )1  

Diện tích của hình chữ nhật ban đầu là ( )2xy m  

Nếu tăng chiều rộng thêm 2 m  thì chiều rộng là ( )2y m+   và tăng chiều dài thêm 3 m  thì chiều dài 

là ( )3x m+  . Khi đó diện tích hình chữ nhật tăng thêm 264 m  nên  

( )( )3 2 64 2 3 58x y xy x y+ + = + ⇒ + =  ( )2  

Từ ( ) ( )1 , 2   ta có hệ phương trình 
24 14

2 3 58 10
x y x

x y y
+ = = 

⇒ + = = 
 ( thỏa mãn) 

Vậy chiều dài, chiều rộng của hình chữ nhật ban đầu là 14 m  và 10 m  
Bài 2:  

Bài làm 
 Gọi chiều dài, chiều rộng của vườn trường hình chữ nhật lần lượt là ( ) ( ),x m y m    .  

ĐK: , 0.x y x y> >    . 

 Vì vườn trường có chu vi là 120 m  nên ( )2 120 60x y x y+ = ⇒ + =  ( )1  

Diện tích của vườn trường ban đầu là ( )2xy m  

Do mở rộng chiều dài thêm 5 m  nên chiều dài là ( )5x m+   và mở rộng chiều rộng thêm 3 m  nên 

chiều rộng là ( )3y m+  . Do đó diện tích vườn trường tăng thêm 2245 m  nên 

 ( )( )5 3 245 3 5 230x y xy x y+ + = + ⇒ + =  ( )2  

 Từ ( ) ( )1 , 2   ta có hệ phương trình 
60 35

3 5 230 25
x y x
x y y
+ = = 

⇒ + = = 
 ( thỏa mãn) 

 Vậy chiều dài, chiều rộng vườn trường lúc đầu là 35 m  và 25 m . 
Bài 3:  

Bài làm 
Gọi chiều dài, chiều rộng của mảnh đất hình chữ nhật lần lượt là ( )x m , ( )y m .  

ĐK: , 1, 0x y x y> > >    

Vì chu vi của mảnh đất là 56 m  nên ( )2 56 28x y x y+ = ⇔ + =  ( )1  

Diện tích của mảnh dất ban đầu là ( )2xy m  

Nếu tăng chiều rộng thêm 2 m  và giảm chiều dài đi 1m  thì chiều dài mảnh đất là ( )1x m−   và  

chiều rộng mảnh đất là ( )2y m+  . Khi đó diện tích mảnh đất tăng thêm 218 m  nên 

( )( )1 2 18 2 20x y xy x y− + − = ⇒ − =   ( )2  
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Từ ( ) ( )1 , 2   ta có hệ phương trình 
28

2 20
x y

x y
+ =

 − =

16
12

x
y
=

⇒  =
 ( thỏa mãn) 

Vậy chiều dài và chiều rộng của mảnh đất đó là 16 m  và 12 m  
Bài 4:  

Bài làm 
Gọi chiều dài, chiều rộng phòng hội trường trước khi sửa lần lượt là ( ) ( ),x m y m    .  

ĐK: , 0,x y x y> >     

Diện tích phòng hội đồng cũ là ( )2xy m  

Nếu tăng chiều dài thêm 2 m  và tăng chiều rộng thêm 3 m  thì diện tích tăng thêm 290 m  
Nên ta có phương trình ( )( )2 3 90x y xy+ + = + 3 2 84x y⇒ + =  ( )1  

Tăng chiều dài thêm 3 m  và tăng chiều rộng thêm 2 m  thì diện tích tăng thêm 287 m  
Nên ta có phương trình ( )( )3 2 87 2 3 81x y xy x y+ + = + ⇒ + =  ( )2  

Từ ( ) ( )1 , 2   ta có hệ phương trình 
3 2 84 84
2 3 81 81
x y x
x y y
+ = = 

⇒ + = = 
 ( thỏa mãn) 

Vậy chiều dài, chiều rộng của phòng hội đồng là 84 m  và 81m  
Bài 5:  

Bài làm 
 Gọi chiều dài, chiều rộng ban đầu của hình chữ nhật lần lượt là ( ) ( ),x cm y cm    .  

ĐK: , 2, 2x y x y> > >     

 Thì diện tích ban đầu là ( )2xy cm . 

Nếu tăng chiều dài thêm 3 cm  và giảm chiều rộng đi 2 cm  thì diện tích giảm 212 cm  
Ta có phương trình ( )( )3 2 12 2 3 6x y xy x y+ − = − ⇒ − + =  ( )1  

Nếu giảm chiều dài 2 cm  và tăng chiều rộng 2 cm  thì diện tích tăng thêm 28 cm  
Ta có phương trình ( )( )2 2 8 2 2 12x y xy x y− + = + ⇒ − =  ( )2  

 Từ ( ) ( )1 , 2   ta có hệ phương trình 
2 3 6 12

2 2 12 6
x y x

x y y
− + = = 

⇒ − = = 
 ( thỏa mãn) 

 Vậy chiều dài ban đầu là 12 cm , chiều rộng ban đầu là 6 cm  
Bài 6:  

Bài làm 
 Gọi chiều dài, chiều rộng ban đầu của hình chữ nhật lần lượt là ( ) ( ),x m y m    . 

 ĐK: , 5, 4x y x y> > >    . 
 Vì chiều dài hơn chiều rộng là 5 m  nên ta có 5x y= +  ( )1  

 Diện tích của mảnh đất hình chữ nhật là ( )2.x y m  . 

Nếu giảm chiều rộng đi 4 m  và giảm chiều dài đi 5 m  thì diện tích mảnh đất giảm đi 2180 m  
Nên ta có ( )( )5 4 180 4 5 200x y xy x y− − = − ⇒ + =  ( )2  

Từ ( ) ( )1 , 2   ta có hệ phương trình 
5 25

4 5 200 20
x y x

x y y
= + = 

⇒ + = = 
 ( thỏa mãn) 
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 Vậy chiều dài và chiều rộng của hình chữ nhật lần lượt là 25 , 20m m     
Bài 7:   

Bài làm 
 Gọi chiều dài, chiều rộng ban đầu của mảnh vườn hình chữ nhật lần lượt là ( ) ( ),x m y m    . 

 ĐK: , , 0x y x y> >    . 
 Do mảnh vườn có chu vi là 34 m  nên ( )2 34 17x y x y+ = ⇒ + =   ( )1  

 Diện tích của mảnh vườn là ( )2.x y m   

Nếu tăng chiều dài thêm 3 m  và tăng chiều rộng thêm 2 m  thì diện tích tăng thêm 245 m  
Nên ta có ( )( )3 2 45 2 3 39x y xy x y+ + = + ⇒ + =   ( )2  

Từ ( ) ( )1 , 2   ta có hệ phương trình 
17 12

2 3 39 5
x y x

x y y
+ = = 

⇒ + = = 
 ( thỏa mãn) 

Vậy chiều dài, chiều rộng ban đầu của mảnh vườn là 12 , 5m m     
Bài 8:   
     Bài làm 
 Gọi chiều dài, chiều rộng ban đầu của hình chữ nhật lần lượt là ( ) ( ),x cm y cm    . 

 ĐK: , 2, 1x y x y> > >    . 

 Diện tích của hình chữ nhật là ( )2.x y cm   

Nếu tăng độ dài mỗi cạnh thêm 1cm  thì diện tích của hình chữ nhật tăng thêm 213 cm  
Ta có phương trình ( )( )1 1 13 12x y xy x y+ + = + ⇒ + =  ( )1  

Nếu giảm chiều dài đi 2 cm , chiều rộng đi 1cm  thì diện tích của hình chữ nhật sẽ giảm 215 cm . 
Ta có phương trình ( )( )2 1 15 2 17x y xy x y− − = − ⇒ + =  ( )2  

Từ ( ) ( )1 , 2   ta có hệ phương trình 
12 7

2 17 5
x y x
x y y
+ = = 

⇒ + = = 
 ( thỏa mãn) 

Vậy chiều dài, chiều rộng của hình chữ nhật lần lượt là 7 , 5cm cm     
 

Dạng 2. 
Bài 1:  

Bài làm 

Đổi 3  giờ 45  phút 15
4

=  giờ. 

Gọi x  ( giờ) là thời gian để người thứ nhất xây một mình xong bức tường, 15
4

x > 
 

 

Gọi y  ( giờ) là thời gian để người thứ hai xây một mình xong bức tường, 15
4

y > 
 

 

Trong một giờ, người thứ nhất xây được 1
x

 bức tường và người thứ hai xây được 1
y

 bức tường. 

Trong một giờ, cả hai người xây được 15 41:
4 15
=  bức tường. ta có phương trình 1 1 4

15x y
+ = . 
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Trong 3  giờ, người thứ nhất xây được 3
x

 bức tường.  

Trong 5  giờ người thứ hai xây được 5
y

 bức tường. Ta có phương trình 3 5 1
x y
+ =  

Ta có hệ phương trình 

1 1 4 1 1
615 6

1 13 5 101
10

xx y x
y

yx y

 + = =  = ⇒ ⇒   =  =+ =
 

 ( thỏa mãn) 

Vậy thời gian để người thứ nhất và người thứ hai làm một mình xong công việc là 6 giờ và 10  giờ 
Bài 2:  

Bài làm 
Gọi thời gian người thứ nhất, người thứ hai một mình làm xong công việc lần lượt là ,x y   (ngày) 

Trong một ngày, cả hai người làm được 1 1
x y
+  công việc. Ta có phương trình 1 1 1

6x y
+ =  ( )1  

Người 1 làm trong 3  ngày và người hai làm trong 7  ngày thì hoàn thành công việc 

Nên ta có phương trình 3 7 1
x y
+ =   ( )2  

Từ ( ) ( )1 , 2   ta có hệ phương trình 

1 1 1 1 1
246 24

1 13 7 81
8

xx y x
y

yx y

 + = =  = ⇒ ⇒   =  =+ =
 

 ( thỏa mãn).  

Vậy thời gian để người thứ nhất, thứ hai làm một mình xong công việc là 24  ngày và 8  ngày. 
Bài 3:  
     Bài làm 

 Đổi 375%
4

= . 

 Gọi ,x y   ( ngày) là thời gian đội 1, đội 2  lần lượt làm một mình xong công việc. ĐK: , 0x y >   

Trong một ngày, cả hai đội làm được 1 1
x y
+  công việc. Ta có phương trình 1 1 1

12x y
+ =   ( )1  

Nếu đội 1 làm trong 5  ngày, đội 2  làm trong 7  ngày thì cả hai đội hoàn thành được 75%  công 

việc, nên ta có phương trình 5 15 3
4x y

+ = .  

Ta có hệ phương trình 

1 1 1 1 1
2012 20

1 15 15 3 30
304

xx y x
y

yx y

 + = =  = ⇒ ⇒   =  =+ =
 

 ( thỏa mãn) 

Vậy thời gian để đội 1, đội 2  làm một mình xong công việc lần lượt là 20  ngày và 30  ngày. 
Bài 4:  

Bài làm 
Gọi thời gian người thứ nhất, người thứ hai một mình làm xong công việc lần lượt là ,x y   ( giờ) 
ĐK: , 0x y >  . 
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Trong một giờ, cả hai người làm được 1 1
x y
+  công việc, nên ta có phương trình 1 1 1

2x y
+ =   ( )1  

Nếu hai người làm riêng thì thời gian người thứ hai làm xong công việc đó nhiều hơn thời gian 
người thứ nhất làm là 3  giờ, nên ta có phương trình 3y x− =  ( )2  

Từ ( ) ( )1 , 2   ta có hệ phương trình ( )
1 1 1

2
3

x y I
y x

 + =

 − =

. Giải hệ phương trình ( )I  được 

( ) ( )2; 1 , 3; 6−       . Nhận thấy 3; 6x y= =   thỏa mãn điều kiện. 

Vậy thời gian để người thứ nhất và người thứ hai làm riêng hoàn thành công việc là 3  giờ và 6  giờ 
Bài 5:  

Bài làm 
Gọi thời gian người thứ nhất, người thứ hai một mình làm xong công việc lần lượt là ,x y   ( giờ) 
ĐK: , 0x y >  . 

Trong một giờ, cả hai người làm được 1 1
x y
+  công việc, nên ta có phương trình 1 1 1

8x y
+ =   ( )1  

Trong 3  giờ, người thứ nhất làm được 3
x

 công việc và trong 6  giờ, người thứ hai làm được 6
y

 

công việc. ta có phương trình 3 6 1
2x y

+ =  ( )2  

Từ ( ) ( )1 , 2   ta có hệ phương trình 

1 1 1 1 1
128 12

1 13 6 1 24
242

xx y x
y

yx y

 + = =  = ⇒ ⇒   =  =+ =
 

 ( thỏa mãn) 

 Vậy thời gian để người thứ nhất, người thứ hai một mình làm xong công việc là 12  giờ và 14  giờ. 
Bài 6:  

Bài làm 
Gọi ,x y   ( giờ) lần lượt là thời gian tổ một, tổ hai một mình làm xong công việc. ĐK: , 0x y >  . 

Trong một giờ, cả hai tổ làm được 1 1
x y
+  công việc, nên ta có phương trình 1 1 1

12x y
+ =  ( )1  

Tổ một làm trong 4  giờ nên số công việc làm được là 4
x

 công việc. 

Tổ hai làm trong 14  giờ nên số công việc tổ hai làm được là 14
y

 công việc 

Ta có phương trình 4 14 1
x y
+ =  ( )2  

Từ ( ) ( )1 , 2   ta có hệ phương trình 

1 1 1 1 1
6012 60

1 14 14 151
15

xx y x
y

yx y

 + = =  = ⇒ ⇒   =  =+ =
 

 ( thỏa mãn) 

Vậy thời gian để tổ một, tổ hai lần lượt làm xong công việc một mình là 60  giờ và 15  giờ. 
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Bài 7:  
Bài làm 

Gọi ,x y   ( giờ) lần lượt là thời gian người thợ thứ nhất, người thợ thứ hai một mình làm xong công 
việc. ĐK: , 0x y >  . 

Trong một giờ, tổ một và tổ hai làm được 1 1;
x y

   công việc. ta có phương trình 1 1 1
15x y

+ =   ( )1  

Người thứ nhất làm trong 3  giờ thì làm xong 3
x

 công việc. 

Người thứ hai làm trong 5  giờ thì làm xong 5
y

 công việc, ta có phương trình 3 5 1
4x y

+ =   ( )2  

Ta có hệ phương trình 

1 1 1 1 1
2415 24

1 13 5 1 40
404

xx y x
y

yx y

 + = =  = ⇒ ⇒   =  =+ =
 

 ( thỏa mãn) 

Vậy thời gian để người thợ thứ nhất, thứ hai làm một mình xong công việc là 24  giờ và 40  giờ. 
Bài 8:  

Bài làm 
Gọi thời gian người thứ nhất, người thứ hai một mình làm xong công việc lần lượt là ,x y   ( ngày) 
ĐK: , 0x y >  . 

Trong một giờ, cả hai người làm được 1 1
x y
+  công việc. ta có phương trình 1 1 1

6x y
+ =   ( )1  

Người thứ nhất làm trong 4  ngày làm được 4
x

 công việc, người thứ hai làm trong 6  ngày làm 

được 6
y

 công việc, nên ta có phương trình 4 6 4
5x y

+ =  ( )2  

Từ ( ) ( )1 , 2   ta có hệ phương trình 

1 1 1 1 1
106 10

1 14 6 4 15
155

xx y x
y

yx y

 + = =  = ⇒ ⇒   =  =+ =
 

 ( thỏa mãn) 

Vậy thời gian để người thứ nhất, người thứ hai làm một mình xong công việc là 10  ngày, 15  ngày 
Bài 9:  

Bài làm 
Gọi thời gian người thứ nhất, người thứ hai một mình làm xong công việc lần lượt là ,x y   ( giờ) 
ĐK: , 0x y >  . 

Trong một giờ, cả hai người làm được 1 1
x y
+  công việc. ta có phương trình 1 1 1

16x y
+ =   ( )1  

Người thứ nhất làm trong 15  giờ thì được 15
x

 công việc, người thứ hai làm trong 6  giờ thì được 6
y

 

công việc, nên ta có phương trình 15 6 3
4x y

+ =  ( )2  
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Từ ( ) ( )1 , 2   ta có hệ phương trình 

1 1 1 1 1
2416 24

1 115 6 3 48
484

xx y x
y

yx y

 + = =  = ⇒ ⇒   =  =+ =
 

 ( thỏa mãn) 

Vậy thời gian để người thứ nhất, thứ hai làm một mình xong công việc lần lượt là 24  giờ, 48  giờ 
Bài 10:  
     Bài làm 

Gọi ,x y   ( ngày) lần lượt là thời gian tổ một, tổ hai một mình làm xong công việc. ĐK: , 0x y >  . 

Trong một ngày, cả hai tổ làm được 1 1
x y
+  công việc. ta có phương trình 1 1 1

15x y
+ =  ( )1  

Tổ một làm trong 6  ngày làm được 6
x

 công việc, tổ hai làm trong 30  ngày làm được 30
y

 công 

việc 

Ta có phương trình 6 30 1
x y
+ =  ( )2  

Từ ( ) ( )1 , 2   ta có hệ phương trình 

1 1 1 1 1
2415 24

1 16 30 401
40

xx y x
y

yx y

 + = =  = ⇒ ⇒   =  =+ =
 

 ( thỏa mãn) 

Vậy  thời gian để tổ một, tổ hai làm riêng xong công việc là 24  giờ, 40  giờ 
Bài 11:  

Bài làm 
Gọi ,x y   ( giờ) lần lượt là thời gian người thợ thứ nhất, người thợ thứ hai một mình làm xong công 
việc. ĐK: , 0x y >  . 

Trong một ngày, cả hai người làm được 1 1
x y
+  công việc, nên ta có phương trình 1 1 1

6x y
+ =  ( )1  

Người thứ nhất hoàn thành công việc sớm hơn người thứ hai là 5  giờ nên ta có 5y x− =  ( )2  

Từ ( ) ( )1 , 2   ta có hệ phương trình ( )
5

1 1 1
6

y x
I

x y

− =

 + =

. Giải hệ ( )I  ta được 
3

2
x
y
= −

 =
 hoặc 

10
15

x
y
=

 =
 

Nhận thấy 
10
15

x
y
=

 =
 ( thỏa mãn) 

Vậy thời gian để người thứ nhất, thứ hai làm riêng xong công việc lần lượt là 10  giờ, 15  giờ. 
Bài 12:  

Bài làm 
Gọi ,x y   ( giờ) lần lượt là thời gian đội một, đội hai một mình làm xong công việc. ĐK: , 0x y >  . 

Trong một giờ, cả hai đội làm được 1 1
x y
+  công việc, nên ta có phương trình 1 1 1

4x y
+ =   ( )1  

Nếu làm riêng thì đội một cần nhiều thời gian hơn đội hai là 6  giờ để hoàn thành công việc 
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Nên ta có phương trình 6x y− = . Ta có hệ phương trình ( )
6

1 1 1
4

x y
I

x y

− =

 + =

 

Giải hệ ( )I  ta được 
2

4
x
y
=

 = −
 hoặc 

12
6

x
y
=

 =
. Nhận thấy  

12
6

x
y
=

 =
 ( thỏa mãn) 

Vậy thời gian đội một, đội hai làm riêng xong công việc lần lượt là 12  giờ và 6  giờ. 
Bài 13:  

Bài làm 
Gọi ,x y   ( giờ) lần lượt là thời gian công nhân thứ nhất, công nhân thứ hai một mình làm xong 
công việc. ĐK: , 0x y >  . 

Trong một giờ, cả hai người làm được 1 1
x y
+  công việc, nên ta có phương trình 1 1 1

8x y
+ =   ( )1  

Nếu làm riêng thì người thứ nhất cần nhiều hơn người thứ hai là 12  giờ. 
Nên ta có phương trình 12x y− =  ( )2  

Từ ( ) ( )1 , 2   ta có hệ phương trình ( )
12

1 1 1
8

x y
I

x y

− =

 + =

. Giải hệ ( )I  ta được 
4

8
x
y
=

 = −
 ( không thỏa 

mãn) hoặc 
24
12

x
y
=

 =
 ( thỏa mãn). 

Vậy thời gian để công nhân một và công nhân hai làm riêng xong công việc là 24  giờ và 12  giờ. 
Bài 14:  

Bài làm 
Gọi ,x y   ( giờ) lần lượt là thời gian người thứ nhất, người thứ hai một mình làm xong công việc.  
ĐK: , 0x y >  . 

Trong một giờ, cả hai người làm được 1 1
x y
+  công việc. nên ta có phương trình 1 1 5

24x y
+ =   ( )1  

Và nếu làm riêng thì người thứ nhất cần nhiều hơn người thứ hai là 4  giờ 

Nên ta có phương trình 4x y− = . Ta có hệ phương trình ( )
4

1 1 5
24

x y
I

x y

− =

 + =

. 

Giải hệ ( )I  ta được 

12
5

8
5

y

x

− =

 =


 ( không thỏa mãn) và 
8
12

y
x
=

 =
 ( thỏa mãn) 

Vậy thời gian để người thứ nhất, thứ hai lần lượt làm riêng xong công việc là 12  giờ và 8  giờ. 
Bài 15:  

Bài làm 
Gọi ,x y   ( ngày) lần lượt là thời gian người thứ nhất, người thứ hai một mình làm xong công việc.  
ĐK: , 0x y >  . 

Trong một ngày, người thứ nhất và người thứ hai làm được 1 1;
x y

   công việc.  
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Ta có phương trình 1 1 1
9x y

+ = . 

Mỗi ngày người thứ hai làm gấp ba lần người thứ nhất, nên ta có phương trình 1 3
y x
= .  

Ta có hệ phương trình 

1 3
36

1 1 1 12
9

xy x
y

x y

 = = ⇒  = + =


 ( thỏa mãn) 

Vậy thời gian để người thứ nhất, người thứ hai làm riêng xong công việc là 36  ngày và 12  ngày 
Bài 16:  

Bài làm 
Gọi ,x y   ( giờ) lần lượt là thời gian vòi một, vòi hai một mình chảy đầy bể. ĐK: , 0x y >   

 Trong 1 giờ, hai vòi chảy được 1 1
x y
+  bể, nên ta có phương trình 1 1 1

12x y
+ =  ( )1  

 Vòi một chảy 4  giờ sẽ chảy được 4
x

 bể, vòi hai chảy trong 3  giờ sẽ chảy được 3
y

 bể. 

 Ta có phương trình 4 3 3
10x y

+ =  ( )2  

Từ ( ) ( )1 , 2   ta có hệ phương trình 

1 1 1 1 1
2012 20

1 14 3 3 30
3010

xx y x
y

yx y

 + = =  = ⇒ ⇒   =  =+ =
 

 ( thỏa mãn) 

Vậy thời gian để vòi 1 và vòi 2  chảy riêng đầy bể là 20  giờ và 30  giờ. 
Bài 17:  

Bài làm 
Gọi ,x y   ( giờ) lần lượt là thời gian vòi một, vòi hai một mình chảy đầy bể. ĐK: , 0x y >   

 Trong 1 giờ, hai vòi chảy được 1 1
x y
+  bể, nên ta có phương trình 1 1 1

6x y
+ =  ( )1  

 Vòi một chảy trong 3  giờ sẽ chảy được 3
x

 bể, vòi hai chảy trong 4  giờ sẽ chảy được 4
y

 bể. 

 Ta có phương trình 3 4 360%
5x y

+ = =  ( )2  

 Từ ( ) ( )1 , 2   ta có hệ phương trình 

1 1 1 1 1
156 15

1 13 4 3 10
105

xx y x
y

yx y

 + = =  = ⇒ ⇒   =  =+ =
 

 ( thỏa mãn) 

 Vậy thời gian để vòi 1 và vòi 2  chảy riêng đầy bể là 15  giờ và 10  giờ 
Bài 18:  

Bài làm 
Gọi ,x y   ( giờ) lần lượt là thời gian vòi một, vòi hai một mình chảy đầy bể. ĐK: , 0x y >   

 Trong 1 giờ, hai vòi chảy được 1 1
x y
+  bể, nên ta có phương trình 1 1 1

2x y
+ =  ( )1  



 

24 

 Vòi một chảy 45  phút sẽ chảy được 3
4x

 bể, vòi hai chảy trong 30  phút sẽ chảy được 1
2y

 bể. 

 Ta có phương trình 3 1 1
4 2 3x y

+ =  ( )2  

 Từ ( ) ( )1 , 2   ta có hệ phương trình 

1 1 1 1 1
32 3

1 13 1 1 6
64 2 3

xx y x
y

yx y

 + = =  = ⇒ ⇒   =  =+ =
 

 ( thỏa mãn) 

 Vậy thời gian để vòi 1 và vòi 2  chảy riêng đầy bể là 3  giờ và 6  giờ. 
Bài 19:  

Bài làm 
Gọi ,x y   ( giờ) lần lượt là thời gian vòi một, vòi hai một mình chảy đầy bể. ĐK: , 0x y >   

 Trong 1 giờ, hai vòi chảy được 1 1
x y
+  bể, nên ta có phương trình 1 1 1

6x y
+ =  ( )1  

 Vòi một chảy 2  giờ sẽ chảy được 2
x

 bể, vòi hai chảy trong 14  giờ sẽ chảy được 14
y

 bể. 

 Ta có phương trình 2 14 1
x y
+ =  ( )2  

 Từ ( ) ( )1 , 2   ta có hệ phương trình 

1 1 1 1 1
96 9

1 12 14 181
18

xx y x
y

yx y

 + = =  = ⇒ ⇒   =  =+ =
 

 ( thỏa mãn) 

 Vậy thời gian để vòi 1 và vòi 2  chảy riêng đầy bể là 9  giờ và 18  giờ 
Bài 20:  

Bài làm 
Gọi ,x y   ( giờ) lần lượt là thời gian vòi một, vòi hai một mình chảy đầy bể. ĐK: , 0x y >   

 Trong 1 giờ, hai vòi chảy được 1 1
x y
+  bể, nên ta có phương trình 1 1 3 21:

2 3x y
+ = =  ( )1  

 Vòi một chảy 15  phút sẽ chảy được 1
4x

 bể, vòi hai chảy trong 20  phút sẽ chảy được 1
3y

 bể. 

 Ta có phương trình 1 1 120%
4 3 5x y

+ = =  ( )2  

 Ta có hệ phương trình 

1 1 2 1 4 15
3 15 4

1 21 1 1 5
54 3 5 2

xx y x

y
yx y

  + = = =    ⇒ ⇒  
  =+ = =

  

 ( thỏa mãn) 

 Như vậy vòi một cần 15
4

 giờ hay 3  giờ 45  phút, vòi hai cần 5
2

 giờ hay 2  giờ 30  để chảy đầy bể. 

Bài 21:  
Bài làm 

Gọi ,x y   ( giờ) lần lượt là thời gian vòi một, vòi hai một mình chảy đầy bể. ĐK: , 0x y >   
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 Trong 1 giờ, hai vòi chảy được 1 1
x y
+  bể, nên ta có phương trình 1 1 1

12x y
+ =  ( )1  

 Vòi một chảy 18  giờ sẽ chảy được 18
x

 bể, vòi hai chảy trong 4  giờ sẽ chảy được 4
y

 bể. 

 Ta có phương trình 18 4 1
x y
+ =  ( )2  

 Ta có hệ phương trình 

1 1 1 1 1
2112 21

1 118 4 281
28

xx y x
y

yx y

 + = =  = ⇒ ⇒   =  =+ =
 

 ( thỏa mãn)  

 Vậy thời gian để vòi 1 và vòi 2  chảy riêng đầy bể là 21 giờ và 28  giờ 
Bài 22:  

Bài làm 
Gọi ,x y   ( giờ) lần lượt là thời gian vòi một, vòi hai một mình chảy đầy bể. ĐK: , 0x y >   

 Trong 1 giờ, hai vòi chảy được 1 1
x y
+  bể, nên ta có phương trình 1 1 4 31:

3 4x y
+ = =  ( )1  

 Vòi một chảy đẩy bể nhanh hơn vòi thứ hai là 2  giờ nên ta có phương trình 2y x− =  ( )2  

 Từ ( ) ( )1 , 2   ta có hệ phương trình ( )
2

1 1 3
4

y x
I

x y

− =

 + =

. Giải hệ ( )I  ta được 

4
3
2
3

x

y

− =

 =


 ( loại) 

 Và 
2
4

x
y
=

 =
 ( thỏa mãn). Vậy thời gian để vòi 1 và vòi 2  chảy riêng đầy bể là 2  giờ và 4  giờ. 

Bài 23:  
     Bài làm 

Gọi ,x y   ( giờ) lần lượt là thời gian vòi một, vòi hai một mình chảy đầy bể. ĐK: , 0x y >   

 Trong 1 giờ, hai vòi chảy được 1 1
x y
+  bể, nên ta có phương trình 1 1 1

4x y
+ =  ( )1  

 Vòi một chảy đẩy bể nhanh hơn vòi thứ hai là 6  giờ nên ta có phương trình 6y x− =  ( )2  

 Từ ( ) ( )1 , 2   ta có phương trình ( )
6

1 1 1
4

y x
I

x y

− =

 + =

. Giải hệ ( )I  ta được 
4

2
x
y
= −

 =
 ( loại) 

 Hoặc 
6
12

x
y
=

 =
 ( thỏa mãn). Vậy  thời gian để vòi 1 và vòi 2  chảy riêng đầy bể là 6  và 12  giờ. 

 
Dạng 3. 

Bài 1:  
Bài làm 

 Gọi ,x y   ( sản phẩm) lần lượt là số sản phẩm tổ một, tổ hai làm được trong tháng thứ nhất. 
 ĐK: 0 , 500x y< <  . 
 Tháng thứ nhất hai tổ làm được 500  sản phẩm nên ta có 500x y+ =  ( )1  
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 Tháng thứ hai tổ một tăng 10%  và tổ hai tăng 15%  nên hai tổ làm được 564  sản phẩm. 

 Nên ta có phương trình 1 3 64
10 20

x y+ =  ( )2  

 Từ ( ) ( )1 , 2   ta có hệ phương trình 
500 220

1 3 28064
10 20

x y x
yx y

+ = = ⇒  =+ = 

 ( thỏa mãn) 

 Vậy trong tháng thứ nhất tổ một và tổ hai lần lượt làm được 220, 280   sản phẩm. 
Bài 2:  

Bài làm 
 Gọi ,x y   là số tấm kính chắn giọt bắn làm được của hai lớp 9 , 9A B   làm được trong đợt một. 
 ĐK: 0 , 1500x y< <   . 
 Trong đợt một, cả hai lớp làm được 1500  chiếc nên ta có 1500x y+ =   ( )1  

 Trong đợt hai, lớp 9A vượt mức 75%  và lớp 9B  vượt mức 68%  nên cả hai lớp làm được 2583 

chiếc, ta có phương trình 3 17 1083
4 25

x y+ =  ( )2  

 Từ ( ) ( )1 , 2   ta có hệ phương trình 
1500 900

3 17 6001083
4 25

x y x
yx y

+ = = ⇒  =+ = 

 
 ( thỏa mãn) 

 Vậy trong đợt một, lớp 9 , 9A B   lần lượt làm được 900, 600   tấm kính chắn giọt.  
Bài 3:  

Bài làm 
 Gọi ,x y   ( sản phẩm) lần lượt là số sản phẩm tổ một, tổ hai lần lượt làm theo kế hoạch. 
 ĐK: 0 , 700x y< <   
 Theo kế hoạch hai tổ phải sản xuất 700  sản phẩm, nên ta có 700x y+ =  ( )1  

 Tổ một vượt mức 15%  và tổ hai vượt mức 20%  nên cả hai tổ làm được 820  sản phẩm. 

 Ta có phương trình 3 1 120
20 5

x y+ =  ( )2  

 Từ ( ) ( )1 , 2   ta có hệ phương trình 
700 400

3 1 300120
20 5

x y x
yx y

+ = = ⇒  =+ = 

 ( thỏa mãn)   

 Vậy số sản phẩm tổ một, tổ hai làm theo kế hoạch lần lượt là 400, 300   sản phẩm.  
Bài 4:  

Bài làm 
 Gọi ,x y   ( dụng cụ) lần lượt là số dụng cụ xí nghiệp một, hai làm theo kế hoạch. 
 ĐK: 0 , 360x y< <   
 Theo kế hoạch hai xí nghiệp phải làm 360  dụng cụ nên ta có phương trình 360x y+ =   ( )1  

 Thực tế, xí nghiệp một vượt mức 10% , xí nghiệp hai vượt mức 15%  nên làm được 404  dụng cụ 

 Ta có phương trình 1 3 44
10 20

x y+ =  ( )2  
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 Từ ( ) ( )1 , 2   ta có hệ phương trình 
360 200

1 3 16044
10 20

x y x
yx y

+ = = ⇒  =+ = 

 ( thỏa mãn) 

 Vậy số dụng cụ xí nghiệp một, xí nghiệp hai làm được theo kế hoạch là 200, 160  . 
Bài 5:  

Bài làm 
 Gọi ,x y   ( sản phẩm) là số sản phẩm tổ một, tổ hai làm theo kế hoạch. ĐK: 0 , 600x y< <   
 Theo kế hoạch, hai tổ phải làm 600  sản phẩm, nên ta có phương trình 600x y+ =  ( )1  

 Do cải tiến nên tổ một vượt mức 18%  và tổ hai vượt mức 21%  nên vượt mức 120  sản phẩm. 

 Ta có phương trình 9 21 120
50 100

x y+ =   ( )2  

 Từ ( ) ( )1 , 2   ta có hệ phương trình 
600 200

9 21 400120
50 100

x y x
yx

+ = = ⇒  =+ = 

 ( thỏa mãn) 

 Vậy số sản phẩm tổ một, tổ hai làm theo kế hoạch lần lượt là 200, 400  . 
Bài 6:  

Bài làm 
 Gọi ,x y   ( ngày) lần lượt là thời gian để đội một, đội hai làm một mình xong công việc. 
 ĐK: , 0x y >  . 

 Trong một ngày hai đội làm được số công việc là 1 1
x y
+  công việc, ta có phương trình 1 1 1

12x y
+ =  

 Trong 8  ngày, hai đội làm được 8 8
x y
+  công việc, sau đó đội hai tăng năng suất gấp đôi và làm 

xong trong 73,5
2

=  ngày, nên ta có phương trình 8 8 7 2 8 15. 1 1
2x y y x y

+ + = ⇒ + =  

 Ta có hệ phương trình 

1 1 1 1 1
2812 28

1 18 15 211
21

xx y x
y

yx y

 + = =  = ⇒ ⇒   =  =+ =
 

 ( thỏa mãn)  

 Vậy thời gian để đội một, đội hai làm một mình xong công việc là 28  ngày và 21 ngày. 
Bài 7:  

Bài làm 
 Gọi ,x y   lần lượt là số chi tiết máy tổ một, tổ hai làm được trong tháng riêng. ĐK: , 0x y >   
 Tháng riêng hai tổ đã sản xuất được 900  chi tiết máy nên ta có 900x y+ =  ( )1  

 Tháng hai, tổ một đã vượt mức 15%  và tổ hai vượt mức 10%  nên sản xuất được 1010  chi tiết máy, 

nên ta có phương trình 3 1 110
20 10

x y+ =  ( )2  

 Từ ( ) ( )1 , 2   ta có hệ phương trình 
900 400

3 1 500110
20 10

x y x
yx y

+ = = ⇒  =+ = 

 ( thỏa mãn) 

 Vậy trong tháng riêng, tổ một sản xuất được 400 , tổ hai đã sản xuất được 500  chi tiết máy. 
Bài 8:  
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Bài làm 
 Gọi ,x y   lần lượt là số sản phẩm tổ một, tổ hai làm được trong tháng thứ nhất.  

ĐK: 0 , 1000x y< <    
 Trong tháng thứ nhất hai tổ làm được 1000  sản phẩm nên ta có 1000x y+ =   ( )1  

 Trong tháng thứ hai, tổ một vượt mức 20% , tổ hai vượt mức 15%  nên hai tổ làm được 1170  sản  

phẩm, nên ta có 1 3 170
5 20

x y+ =  ( )2  

Từ ( ) ( )1 , 2   ta có hệ phương trình 
1000 400

1 3 600170
5 20

x y x
yx y

+ = = ⇒  =+ = 

 
 ( thỏa mãn) 

Vậy trong tháng thứ nhất, tổ một và tổ hai lần lượt sản xuất được 400  và 600  sản phẩm. 
Bài 9:  

Bài làm 
 Gọi giá gốc của quyển từ điển và món đồ chơi lần lượt là ,x y   ( nghìn đồng). ĐK: , 0x y >   
 Tổng số tiền của quyển từ điển và món đồ chơi là 750  nghìn đồng, nên ta có 750x y+ =  ( )1  

 Do quyển từ điển được giảm 20%  và món đồ chơi được giảm 10%  nên BÌnh chỉ trả 630  nghìn 

đồng, nên ta có 4 9 630
5 10

x y+ =  ( )2  

 Từ ( ) ( )1 , 2   ta có hệ phương trình 
750 450

4 9 300630
5 10

x y x
yx y

+ = = ⇒  =+ = 

 ( thỏa mãn) 

 Vậy giá gốc của quyển từ điển và món đồ chơi lần lượt là 450, 300   nghìn đồng. 
Bài 10:  

Bài làm 
 Gọi ,x y   lần lượt là giá tiền ban đầu của chiếc bếp từ và nồi chiên. ĐK: , 0x y >   
 Giá ban đầu của chiếc bếp và nồi chiên là 21 triệu nên ta có 21x y+ =  ( )1  

 Do bếp từ được giảm 15%  và giá nồi chiên giảm 10%  nên bác An phải trả 18,3  triệu, 

nên ta có 17 9 18,3
20 10

x y+ =   ( )2  

Từ ( ) ( )1 , 2   ta có hệ phương trình 
21 12

17 9 918,3
20 10

x y x
yx y

+ = = ⇒  =+ = 

 ( thỏa mãn) 

Vậy ban đầu giá tiền chiếc bếp từ là 12  triệu, còn nồi chiên giá 9  triệu. 
Bài 11:  

Bài làm 
 Gọi ,x y   ( nghìn đồng) lần lượt là giá niêm yết của bàn là và quạt điện. ĐK: , 0x y >   
 Tổng số tiền của bàn là và quạt điện theo giá niêm yết là 750  nghìn nên ta có 750x y+ =  ( )1  

 Do bàn là được khuyến mại 10%  và quạt là 20%  nên phải trả 625  nghìn,  

ta có phương trình 9 1 625
10 4

x y+ + =  ( )2  
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Từ ( ) ( )1 , 2   ta có hệ phương trình 
750 250

9 4 500625
10 5

x y x
yx y

+ = = ⇒  =+ = 

 ( thỏa mãn) 

Vậy theo giá niêm yết thì bàn là giá 250  nghìn và quạt điện giá 500  nghìn đồng. 
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Bài 12:  
Bài làm 

 Gọi x  là giá niêm yết của máy hút ẩm và y  là giá niêm yết của quạt cây. ĐK: , 0x y >   
 Tổng số tiền của máy hút ẩm và quạt cây là 9  triệu đồng, nên ta có phương trình 9x y+ =   ( )1  

 Máy hút ẩm được giảm 20%  và quạt cây được giảm 10%  nên số tiền được giảm giá là 1,6  triệu 

 Ta có phương trình 1 1 1,6
5 10

x y+ =  ( )2  

 Từ ( ) ( )1 , 2   ta có hệ phương trình 
9 7

1 1 21,6
5 10

x y x
yx y

+ = = ⇒  =+ = 

 ( thỏa mãn) 

 Vậy giá niêm yết của máy hút ẩm là 7  triệu đồng và quạt cây là 2  triệu đồng. 
 
 

Dạng 4. 
Bài 1:  

Bài làm 
Gọi ,x y   lần lượt là số người và số ngày theo dự định. ĐK: 10, 2,x y x> > ∈      
Lượng công việc theo dự định là xy   ( ngày công) 
Nếu tăng thêm 10  công nhân thì công việc hoàn thành sớm được 2  ngày, 
nên ta có phương trình ( )( )10 2 2 10 20x y xy x y+ − = ⇒ − + =  ( )1  

Nếu bớt đi 10  công nhân thì phải mất thêm 3  ngày nữa mới hoàn thành công việc,  
nên ta có phương trình ( )( )10 3 3 10 30x y xy x y− + = ⇒ − =  ( )2  

Từ ( ) ( )1 , 2   ta có hệ phương trình 
2 10 20 50

3 10 30 12
x y x

x y y
− + = = 

⇔ − = = 
 ( thỏa mãn) 

Vậy theo dự định thì cần 50  người công nhân. 
Bài 2:  
    Bài làm 
 Gọi ,x y   lần lượt là số công nhân ( người) và số ngày dự định. ĐK: , , 4, 3x y x y∈ > >        

Lượng công việc theo dự định là xy   ( ngày công) 
 Nếu bớt đi hai công nhân thì phải mất thêm 4  ngày mới hoàn thành công việc 
 Nên ta có phương trình ( )( )2 4 4 2 8x y xy x y− + = ⇒ − =  ( )1  

Nếu tăng thêm 3  công nhân thì công việc hoàn thành sớm 3  ngày 
Nên ta có phương trình ( )( )3 3 3 3 9x y xy x y+ − = ⇒ − + =  ( )2  

Từ ( ) ( )1 , 2   ta có hệ phương trình 
4 2 8 7

3 3 9 10
x y x

x y y
− = = 

⇒ − + = = 
 ( thỏa mãn) 

Vậy theo dự định, cần 7  công nhân và làm trong 10  ngày mới hoàn thành công việc. 
Bài 3:  

Bài làm 
 Gọi ,x y   lần lượt là số luống và số cây cải bắp trên mỗi luống trong vườn nhà Mai.  

ĐK: , , 5, 2x y x y∈ > >       . 
Số cây cải bắp trong vườn là .x y  ( cây) 
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 Nếu tăng thêm 7  luống nhưng mỗi luống trồng ít đi hai cây thì số cây bắp cải toàn vườn giảm 9  
cây, nên ta có phương trình ( )( )7 2 9 2 7 5x y xy x y+ − = − ⇒ − + =   ( )1  

 Nếu giảm đi 5  luống nhưng mỗi luống trồng tăng thêm 2  cây thì số cây bắp cải toàn vườn tăng 
thêm 15  cây, nên ta có phương trình ( )( )5 2 15 2 5 25x y xy x y− + = + ⇒ − =  ( )2  

 Từ ( ) ( )1 , 2   ta có hệ phương trình 
2 7 5 50

2 5 25 15
x y x

x y y
− + = = 

⇒ − = = 
 ( thỏa mãn) 

 Vậy vườn nhà Mai có 50.15 750=  cây cải bắp. 
Bài 4:  

Bài làm 
 Gọi ,x y   lần lượt là số dãy và số ghế trong một dãy. ĐK: *,x y∈    
 Vì có tất cả 200  ghế nên ta có . 200x y =  ( )1  

 Nếu kê thêm 2  dãy và mỗi dãy tăng thêm 1 ghế thì kê được 242  ghế nên ta có phương trình 
 ( )( )2 1 242 2 240 2 40x y xy x y x y+ + = ⇒ + + = ⇒ + =  ( )2  

 Từ ( ) ( )1 , 2   ta có hệ phương trình 
200 20

2 40 10
xy x
x y y

= = 
⇒ + = = 

 ( thỏa mãn) 

 Vậy phòng học ban đầu có 20  dãy ghế, mỗi dãy có 10  ghế. 
Bài 5:  

Bài làm 
Gọi số dãy ghế ban đầu là x  và số ghế trong một dãy ban đầu là y . ĐK: *,x y∈    

  Vì số ghế là 250  nên ta có . 250x y =  ( )1  

Mỗi dãy bớt đi 5  ghế mà số ghế trong hội trường không đổi thì nhà trường phải kê thêm 25  dãy 
ghế nữa nên ta có ( )( )25 5 250x y+ − =  ( )2  

Từ ( ) ( )1 , 2   ta có hệ phương trình 
( )( )

. 250 25
25 5 250 10

x y x
x y y

= = ⇒ + − = = 

 
 ( thỏa mãn) 

Vậy ban đầu hội trường có 25  dãy ghế. 
 
 



 
Chương 2. Phương trình và bất phương trình bậc nhất một ẩn. 

Bài 4. Phương trình quy về phương trình bậc nhất một ẩn. 
B. BÀI TẬP VẬN DỤNG. 
Bài 1:  

1) Ta có ( )( )2 1 0x x+ − =  

Với 2 0 2x x+ = ⇒ = −  
Với 1 0 1x x− = ⇒ = . Vậy phương trình có hai nghiệm là 2x = −  và 1x = . 

2) Ta có ( )( )2 3 0x x+ − =  

Với 2 0 2x x+ = ⇒ = −  
Với 3 0 3x x− = ⇒ = . Vậy phương trình có hai nghiệm là 2x = −  và 3x = . 

3) Ta có ( )( )1 3 6 0x x− − =  

Với 1 0 1x x− = ⇒ =  
Với 3 6 0 2x x− = ⇒ = . Vậy phương trình có hai nghiệm là 1x =  và 2x = . 

4) ( )( )7 2 8 0x x− − =  

Với 7 0 7x x− = ⇒ =  
Với 2 8 0 4x x− = ⇒ = . Vậy phương trình có hai nghiệm là 7x =  và 4x = . 

5) ( )( )2 7 7 0x x− + =  

Với 72 7 0
2

x x− = ⇒ =  

Với 7 0 7x x+ = ⇒ = − . Vậy phương trình có hai nghiệm là 7
2

x =  và 7x = − . 

6) ( )( )5 5 1 0x x− − =  

Với 5 0 5x x− = ⇒ =  

Với 15 1 0
5

x x− = ⇒ = . Vậy phương trình có hai nghiệm là 5x =  và 1
5

x = . 

7) ( )( )2 5 1 3 0x x+ − =  

Với 52 5 0
2

x x −
+ = ⇒ =  

Với 11 3 0
3

x x− = ⇒ = . Vậy phương trình có hai nghiệm là 5
2

x −
=  và 1

3
x = . 

8) ( )( )2 3 1 4 0x x+ − =  

Với 32 3 0
2

x x −
+ = ⇒ =  

Với 11 4 0
4

x x− = ⇒ = . Vậy phương trình có hai nghiệm là 3
2

x −
=  và 1

4
x = . 

9) ( )( )3 2 4 5 0x x+ − =  

Với 23 2 0
3

x x −
+ = ⇒ =  

Với 54 5 0
4

x x− = ⇒ = . Vậy phương trình có hai nghiệm là 2
3

x −
=  và 5

4
x = . 

 
 
Bài 2:  



 
1) ( ) ( )21 2 0x x+ + =  

Với ( )21 0 1x x+ = ⇒ = −  

Với 2 0 2x x+ = ⇒ = − . Vậy phương trình có hai nghiệm là 1x = −  và 2x = − . 

2) ( )( )26 6 0x x− + =  

Với 6 0 6x x− = ⇒ =  

Với ( )26 0 6x x+ = ⇒ = − . Vậy phương trình có hai nghiệm là 6x =  hoặc 6x = −   

3) ( ) ( )25 3 1 0x x− − =  

Với ( )25 0 5x x− = ⇒ =  

Với 13 1 0
3

x x− = ⇒ = . Vậy phương trình có hai nghiệm là 5x =  và 1
3

x = . 

4) ( )( )23 1 3 0x x− − =  

Với 13 1 0
3

x x− = ⇒ =  

Với ( )23 0 3x x− = ⇒ = . Vậy phương trình có hai nghiệm là 1
3

x =  và 3x =  

5) ( ) ( )22 3 4 0x x− − =  

Với ( )22 0 2x x− = ⇒ =  

Với 43 4 0
3

x x− = ⇒ = . Vậy phương trình có hai nghiệm là 2x =  và 4
3

x = . 

6) ( ) ( )22 3 4 0x x− − =  

Với ( )2 32 3 0
2

x x− = ⇒ =  

Với 4 0 4x x− = ⇒ = . Vậy phương trình có hai nghiệm là 3
2

x =  và 4x = . 

Bài 3: Giải các phương trình sau: 
1) 25 8 0x x− = ( )5 8 0x x⇒ − =  nên 0x =  hoặc 5 8 0x − = . 

Với 85 8 0
5

x x− = ⇒ = . Vậy phương trình có hai nghiệm là 0x =  và 8
5

x = . 

2) ( )28 4 0 4 2 1 0x x x x− = ⇒ − =  nên 0x =  hoặc 2 1 0x − =  

Với 12 1 0
2

x x− = ⇒ = . Vậy phương trình có hai nghiệm là 0x =  và 1
2

x = . 

3) 24 3 0x x+ = ( )4 3 0x x⇒ + =  nên 0x =  hoặc 4 3 0x + =  

Với 34 3 0
4

x x −
+ = ⇒ = . Vậy phương trình có hai nghiệm là 0x =  và 3

4
x −
= . 

4) 23 6 0x x− − = ( )3 2 0x x⇒ − + =  nên 0x =  hoặc 2 0x + =  

Với 2 0 2x x+ = ⇒ = − . Vậy phương trình có hai nghiệm là 0x =  và 2x = − . 
 

5) 26 9 0x x− + = ( )3 2 3 0x x⇒ − − =  nên 0x =  hoặc 2 3 0x− =  



 

Với 22 3 0
3

x x− = ⇒ = . Vậy phương trình có hai nghiệm là 0x =  và 2
3

x = . 

6) 29 8 0x x− − = ( )9 8 0x x⇒ − + =  nên 0x =  hoặc 9 8 0x + =  

Với 89 8 0
9

x x −
+ = ⇒ = . Vậy phương trình có hai nghiệm là 0x =  và 8

9
x −
= . 

7) ( )2 3 3x x x− = − ( ) ( ) ( )( )2 3 3 0 3 2 1 0x x x x x⇒ − − − = ⇒ − − =  

Với 3 0 3x x− = ⇒ =  

Với 12 1 0
2

x x− = ⇒ = . Vậy phương trình có hai nghiệm là 3x =  và 1
2

x = . 

8) ( )4 3 3 9 0x x x− − + = ( ) ( ) ( )( )4 3 3 3 0 3 4 3 0x x x x x⇒ − − − = ⇒ − − =  

Với 3 0 3x x− = ⇒ =  

Với 34 3 0
4

x x− = ⇒ = . Vậy phương trình có hai nghiệm là 3x =  và 3
4

x = . 

9) ( )4 3 12 0x x x− − + = ( ) ( ) ( )( )4 3 4 0 4 3 0x x x x x⇒ − − − = ⇒ − − =  

Với 4 0 4x x− = ⇒ =  
Với 3 0 3x x− = ⇒ = . Vậy phương trình có hai nghiệm là 4x =  và 3x = . 

10) ( )2 3 5 15 0x x x− + − = ( )( )3 2 5 0x x⇒ − + =  

Với 3 0 3x x− = ⇒ =  

Với 52 5 0
2

x x −
+ = ⇒ = . Vậy phương trình có hai nghiệm là 3x =  và 5

2
x −
= . 

11) ( )5 6 2 12 0x x x− − + = ( )( )6 5 2 0x x⇒ − − =  

Với 6 0 6x x− = ⇒ =  

Với 25 2 0
5

x x− = ⇒ = . Vậy phương trình có hai nghiệm là 6x =  và 2
5

x = . 

12) ( ) ( )7 2 6 2 0x x x+ − + = ( )( )2 7 6 0x x⇒ + − =  

Với 2 0 2x x+ = ⇒ = −  

Với 67 6 0
7

x x− = ⇒ = . Vậy phương trình có hai nghiệm là 2x = −  và 6
7

x = . 

Bài 4: Giải các phương trình sau: 
1) ( )( ) ( )( )1 7 1 3 2x x x x− + = − − ( )( ) ( )( )1 7 1 3 2 0x x x x⇒ − + − − − =  

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )1 7 1 3 2 0 1 7 3 2 0x x x x x x x⇒ − + + − − = ⇒ − + + − =   ( )( )1 10 0x x⇒ − − =  

Với 1 0 1x x− = ⇒ =  
Với 10 0 10x x− = ⇒ = . Vậy phương trình có hai nghiệm là 1x =  và 10x = . 

2) ( )( ) ( )( )2 1 2 3 5x x x x− + = − + ( )( ) ( )( )2 1 2 3 5 0x x x x⇒ − + − − + =  

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )2 1 2 3 5 0 2 1 3 5 0x x x x x x x⇒ − + + − + = ⇒ − + + + =   ( )( )2 4 6 0x x⇒ − + =  

Với 34 6 0
2

x x −
+ = ⇒ =  

Với 2 0 2x x− = ⇒ = . Vậy phương trình có hai nghiệm là 3
2

x −
=  và 2x = . 

3) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )6 5 5 7 8 6 5 5 7 8 0x x x x x x x x+ − = − + ⇒ + − − − + =  

( )( ) ( )( ) ( )( )6 5 5 7 8 0 5 6 7 8 0x x x x x x x⇒ + − + − + = ⇒ − + + + = ( )( )8 14 5 0x x⇒ + − =  



 

Với 78 14 0
4

x x −
+ = ⇒ =  

Với 5 0 5x x− = ⇒ = . Vậy phương trình có hai nghiệm là 7
4

x −
=  và 5x = . 

4) ( )( ) ( )( )2 5 4 4 5x x x x+ − = − − ( )( ) ( )( )2 5 4 4 5 0x x x x⇒ + − − − − =  

( ) ( ) ( ) ( )( )4 2 5 5 0 4 3 0x x x x x⇒ − + − − = ⇒ − =    

Với 3 0 0x x= ⇒ =  
Với 4 0 4x x− = ⇒ = . Vậy phương trình có hai nghiệm là 0x =  và 4x = . 

5) ( )( ) ( )( )2 7 3 2 4 3x x x x− − = − − ( )( ) ( )( )2 7 3 2 4 3 0x x x x⇒ − − − − − =  

( ) ( ) ( ) ( )( )2 7 3 4 3 0 2 7 10 0x x x x x⇒ − − − − = ⇒ − − + =    

Với 107 10 0
7

x x− + = ⇒ =  

Với 2 0 2x x− = ⇒ = . Vậy phương trình có hai nghiệm là 10
7

x =  và 2x = . 

6) ( )( )23 3 1 3x x x x− = − + ( ) ( )( ) ( ) ( )3 1 1 3 0 1 3 3 0x x x x x x x⇒ − − − + = ⇒ − − + =    

( )( )1 2 3 0x x⇒ − − =  

Với 1 0 1x x− = ⇒ =  

Với 32 3 0
2

x x− = ⇒ = . Vậy phương trình có hai nghiệm là 1x =  và 3
2

x = . 

7) ( ) ( )( )3 2 1 3x x x x+ = − + ( ) ( )( ) ( ) ( )3 2 1 3 0 3 2 1 0x x x x x x x⇒ + − − + = ⇒ + − − =    

( )( )3 1 0x x⇒ + − + =  

Với 1 0 1x x− + = ⇒ =  
Với 3 0 3x x+ = ⇒ = − . Vậy phương trình có hai nghiệm là 1x =  và 3x = − . 

8) ( )( ) ( )23 2 2 1 2 1x x x− + = + ( )( ) ( )23 2 2 1 2 1 0x x x⇒ − + − + = ( ) ( ) ( )2 1 3 2 2 1 0x x x⇒ + − − + =    

( )( )2 1 3 0x x⇒ + − =  

Với 12 1 0
2

x x −
+ = ⇒ =  

Với 3 0 3x x− = ⇒ = . Vậy phương trình có hai nghiệm là 1
2

x −
=  và 3x = . 

9) ( )( ) ( )( )2 3 5 1 3 2 5x x x x− + = − − ( )( ) ( )( )2 3 5 1 3 2 5 0x x x x⇒ − + − − − =  

( ) ( ) ( ) ( )( )2 3 5 1 5 0 2 3 6 4 0x x x x x⇒ − + + − = ⇒ − − =    

Với 32 3 0
2

x x− = ⇒ =  

Với 26 4 0
3

x x− = ⇒ = . Vậy phương trình có hai nghiệm là 3
2

x =  và 2
3

x = . 

10) ( )( ) ( )( )6 7 3 4 7 6 1x x x x− + = − − ( )( ) ( )( )6 7 3 4 7 6 1 0x x x x⇒ − + − − − =  

( ) ( ) ( )6 7 3 4 1 0x x x⇒ − + + − =   ( )( )6 7 4 3 0x x⇒ − + =  

Với 76 7 0
6

x x− = ⇒ =  



 

Với 34 3 0
4

x x −
+ = ⇒ = . Vậy phương trình có hai nghiệm là 7

6
x =  và 3

4
x −
= . 

11) ( )( ) ( )( )2 3 11 3 2 2 5x x x x− + = − − ( )( ) ( )( )2 3 11 3 2 2 5 0x x x x⇒ − + − − − =  

( ) ( ) ( ) ( )( )2 3 11 2 5 0 2 3 13 4 0x x x x x⇒ − + + − = ⇒ − − =    

Với 22 3 0
3

x x− = ⇒ =  

Với 1313 4 0
4

x x− = ⇒ = . Vậy phương trình có hai nghiệm là 2
3

x =  và 13
4

x = . 

Bài 5: Giải các phương trình sau: 

1) ( ) ( )2 21 1 0x x+ − − = ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 0x x x x⇒ + − − + + − =       2. 2 0 0x x⇒ = ⇒ = . 

Vậy phương trình có hai nghiệm là 0x = . 

2) ( ) ( )2 23 1 2 3 0x x+ − + = ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )3 1 2 3 3 1 2 3 0 2 5 4 0x x x x x x⇒ + − + + + + = ⇒ − + =        

Với 2 0 2x x− = ⇒ =  

Với 45 4 0
5

x x −
+ = ⇒ = . Vậy phương trình có hai nghiệm là 2x =  và 4

5
x −
= . 

3) ( ) ( )2 25 4 3 2 0x x− − − = ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )5 4 3 2 5 4 3 2 0 2 2 8 6 0x x x x x x⇒ − − − − + − = ⇒ − − =        

Với 2 2 0 1x x− = ⇒ =  

Với 38 6 0
4

x x− = ⇒ = . Vậy phương trình có hai nghiệm là 1x =  và 3
4

x = . 

4) ( ) ( )2 22 3 5x x− = + ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 22 3 5 2 3 5 2 3 5x x x x x x⇒ − − + ⇒ − − + − + +        

( )( )2 7 4 3 0x x⇒ − − + =  

Với 72 7 0
2

x x −
− − = ⇒ = . 

Với 34 3 0
4

x x −
+ = ⇒ = . Vậy phương trình có hai nghiệm là 7

2
x −
=  và 3

4
x −
= . 

5) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 23 3 2 3 3 2 3 3 2 3 3 2 0x x x x x x x x− = − ⇒ − − − ⇒ − − − − + − =        

( )( )2 1 4 5 0x x⇒ − − − =  

Với 12 1 0
2

x x −
− − = ⇒ =  

Với 54 5 0
4

x x− = ⇒ = . Vậy phương trình có hai nghiệm là 1
2

x −
=  và 5

4
x = . 

6) ( ) ( )2 22 7 3x x+ = + ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 22 7 3 0 2 7 3 2 7 3 0x x x x x x⇒ + − + = ⇒ + − + + + + =        

( )( )4 3 10 0x x⇒ + + =  

Với 4 0 4x x+ = ⇒ = −  

Với 103 10 0
3

x x −
+ = ⇒ = . Vậy phương trình có hai nghiệm là 4x = −  và 10

3
x −
= .  

 

7) ( ) ( )2 26 9 5 7x x− = − ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 26 9 5 7 0 6 9 5 7 6 9 5 7 0x x x x x x⇒ − − − = ⇒ − − − − + − =        

( )( )14 1 4 1 0x x⇒ − + − − =  



 

Với 114 1 0
14

x x− + = ⇒ =  

Với 14 1 0
4

x x −
− − = ⇒ = . Vậy phương trình có hai nghiệm là 1

14
x =  và 1

4
x −
= . 

8) ( ) ( )2 24 6 6 4x x− = + ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 24 6 6 4 0 4 6 6 4 4 6 6 4 0x x x x x x⇒ − − + = ⇒ − − + − + + =        

12.8 0 0x x⇒ − = ⇒ = . Vậy phương trình có hai nghiệm là 0x =  

9) ( ) ( )2 213 7 3 4x x− = − ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 213 7 3 4 0 13 7 3 4 13 7 3 4 0x x x x x x⇒ − − − = ⇒ − − − − + − =        

( )( )10 3 16 11 0x x⇒ − − =  

Với 310 3 0
10

x x− = ⇒ =  

Với 1116 11 0
16

x x− = ⇒ = . Vậy phương trình có hai nghiệm là 3
10

x =  và 11
16

x = . 

Bài 6: Giải các phương trình sau: 

1) 2
2 5 8
2 2

x
x x x x
+

− =
− −

. ĐKXĐ: 0, 2x x≠ ≠  . 

Biến đổi phương trình thành 

( )
( ) ( )

( ) ( )
22 5 22 5 8 8 2 5 10 8

2 2 2 2
x x xx x x x

x x x x x x x x
+ − −+

− = ⇒ = ⇒ + − + =
− − − −

 

( )( )2 3 2 0 1 2 0x x x x⇒ − + = ⇒ − − =  

Với 1 0 1x x− = ⇒ =  ( thỏa mãn điều kiện xác định). 
Với 2 0 2x x− = ⇒ =  ( không thỏa mãn điều kiện xác định).  
Vậy phương trình có nghiệm là 1x = . 

2) 2
1 1 2 1

1
x x

x x x x
− +

+ =
+ +

. ĐKXĐ: 0, 1x x≠ ≠ −   

Biến đổi phương trình thành 

( )
( )( )

( ) ( )
21 11 1 2 1 2 1 1 2 1

1 1 1 1
x x xx x x x x x

x x x x x x x x
− + +− + +

+ = ⇒ = ⇒ − + = +
+ + + +

 

( )( )2 2 0 2 1 0x x x x⇒ − − = ⇒ − + =  

Với 2 0 2x x− = ⇒ =  ( thỏa mãn điều kiện xác định). 
Với 1 0 1x x+ = ⇒ = −  ( không thỏa mãn điều kiện xác định). 
Vậy phương trình có nghiệm là 2x = . 

3) 
( )

7 49 3
7 7

x x
x x x x
−

= +
− −

. ĐKXĐ: 0, 7x x≠ ≠  . 

Biến đổi phương trình thành 

( )
( ) ( ) ( )

2 2
2 27 49 3 14 49 49 3

7 7 7
x x x x x

x x x x x x
−

= + ⇒ − + = +
− − −

( )22 14 0 2 7 0x x x x⇒ + = ⇒ + =  

Với 2 0 0x x= ⇒ =  ( không thỏa mãn điều kiện xác định). 
Với 7 0 7x x+ = ⇒ = −  ( thỏa mãn điều kiện xác định). 
Vậy phương trình có nghiệm là 7x = − . 

4) 2
1 3 1 1
1

x x
x xx x
+ +

− =
− −

. ĐKXĐ: 0, 1x x≠ ≠   



 
Biến đổi phương trình thành  

( )
( )
( ) ( ) ( )

211 3 1 1 3 1 1 3 1 1
1 1 1 1 1

x xx x x x x x x x
x x x x x x x x x x

++ + + −
− = ⇒ − = ⇒ + − − = −

− − − − −
2 3 0x x⇒ − =  

( )3 0x x⇒ − =  

Với 0x =  ( không thỏa mãn điều kiện xác định). 
Với 3 0 3x x− = ⇒ =  ( thỏa mãn điều kiện xác định). 
Vậy phương trình có nghiệm là 3x = . 

5) 5 2 3 1
3 6 2 4 2

x x
x x
+ −

− =
− −

. ĐKXĐ: 2x ≠  

Biến đổi phương trình thành  

( ) ( )
5 2 3 1

3 2 2 2 2
x x

x x
+ −

− =
− −

( )
( )

( )
( )

( )
( )

2 5 3 2 3 3 2
6 2 6 2 6 2

x x x
x x x
+ − −

⇒ − =
− − −

10 2 6 9 3 6x x x⇒ + − + = −  

257 25
7

x x⇒ − = − ⇒ =  ( thỏa mãn điều kiện xác định). 

Vậy phương trình có nghiệm là 25
7

x = . 

6) 
2

2
6 3

22
x x x

x xx x
−

+ =
−−

. ĐKXĐ: 0, 2x x≠ ≠   

Biến đổi phương trình thành 

( ) ( ) ( )
( )
( )

2 2 2
2 23 26 3 6 6 3 6

2 2 2 2 2
xx x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x
−− −

+ = ⇒ + = ⇒ − + = −
− − − − −

 

3 6 2x x⇒ = − ⇒ = −  ( thỏa mãn điều kiện xác định). 
Vậy phương trình có nghiệm là 2x = − . 

7) 2
2 1 2
2 2

x
x x x x
+

− =
− −

. ĐKXĐ: 0, 2x x≠ ≠   

Biến đổi phương trình thành 

( )
( )
( ) ( ) ( )

2 222 1 2 2 2 2 2 2 0
2 2 2 2 2

x xx x x x x x x
x x x x x x x x x x

++ −
− = ⇒ − = ⇒ + − + = ⇒ + =

− − − − −
 

( )1 0x x⇒ + = . 

Với 1 0 1x x+ = ⇒ = −  ( thỏa mãn điều kiện xác định). 
Với 0x =  ( không thỏa mãn điều kiện xác định). 
Vậy phương trình có nghiệm là 1x = − . 

8) 2 3 1
1 2 3 3x x x
− =

+ + +
. ĐKXĐ: 1, 2x x≠ − ≠ −   

Biến đổi phương trình thành 

( )
( ) ( )
( )( ) ( )( )

6 2 9 12 3 1 2 6 12 9 9 2
1 2 3 1 3 1 2 3 1 2

x x x x x x
x x x x x x x

+ − + +
− = ⇒ = ⇒ + − − = +

+ + + + + + +
 

14 1
4

x x⇒ − = − ⇒ =  ( thỏa mãn điều kiện xác định). 

Vậy phương trình có nghiệm là 1
4

x = . 

9) 3 1 5
3 2 2 6x x x
− =

+ − +
. ĐKXĐ: 3, 2x x≠ − ≠  . 



 
Biến đổi phương trình thành 

( )
( ) ( )
( )( )

( )
( )( )

6 2 2 3 5 23 1 5 6 12 2 6 5 10
3 2 2 3 2 3 2 2 3 2

x x x
x x x

x x x x x x x
− − + −

− = ⇒ = ⇒ − − − = −
+ − + + − + −

 

8 8x x⇒ − = ⇒ = −  ( thỏa mãn điều kiện xác định). 
Vậy phương trình có nghiệm là 8x = −  

10) 6 1 5
3 2 2 6x x x
− =

+ − +
. ĐKXĐ: 3, 2x x≠ − ≠   

Biến đổi phương trình thành 

( )
( ) ( )
( )( )

( )
( )( )

12 2 2 3 5 26 1 5 12 24 2 6 5 10
3 2 2 3 2 3 2 2 3 2

x x x
x x x

x x x x x x x
− − + −

− = ⇒ = ⇒ − − − = −
+ − + + − + −

 

5 20 4x x⇒ = ⇒ =  ( thỏa mãn điều kiện xác định). 
Vậy phương trình có nghiệm là 4x = . 

11) 7 1 3
2 3 2 2 1x x x

+ =
− − −

. ĐKXĐ: 3 , 1
2

x x≠ ≠   

Biến đổi phương trình thành 

( )
( )
( )( )

( )
( )( )

14 1 2 3 6 2 37 1 3 14 14 2 3 12 18
2 3 2 1 1 2 2 3 1 2 1 2 3

x x x
x x x

x x x x x x x
− + − −

+ = ⇒ = ⇒ − + − = −
− − − − − − −

 

14 1
4

x x −
⇒ = − ⇒ =  ( thỏa mãn điều kiện xác định). 

Vậy phương trình có nghiệm là 1
4

x −
= . 

12) 1 3 2
2 1 12 8 3 2x x x

+ =
− − −

. ĐKXĐ: 1 2,
2 3

x x≠ ≠   

Biến đổi phương trình thành 

( )
( ) ( )
( )( )

( )
( )( )

4 3 2 3 2 1 8 2 11 3 2 12 8 6 3 16 8
2 1 4 3 2 3 2 4 2 1 3 2 4 3 2 2 1

x x x
x x x

x x x x x x x
− + − −

+ = ⇒ = ⇒ − + − = −
− − − − − − −

 

32 3
2

x x⇒ = ⇒ =  ( thỏa mãn điều kiện xác định). 

Vậy phương trình có nghiệm là 3
2

x = . 

Bài 7: Giải các phương trình sau: 

1) 2
2 3 3 5

3 3 9
x

x x x
+

+ =
− + −

. ĐKXĐ: 3, 3x x≠ ≠ −   

Biến đổi phương trình thành 

( )( )
( ) ( )
( )( ) ( )( )

2 3 3 32 3 3 5 3 5 2 6 3 9 3 5
3 3 3 3 3 3 3 3

x xx x x x x
x x x x x x x x

+ + −+ +
+ = ⇒ = ⇒ + + − = +

− + − + − + − +
 

2 8 4x x⇒ = ⇒ =  ( thỏa mãn điều kiện xác định). 
Vậy phương trình có nghiệm là 4x = . 

2) 2
3 1 2 1

3 39
x

x xx
−

= −
− +−

. ĐKXĐ: 3, 3x x≠ ≠ −   

Biến đổi phương trình thành 

( )( )
( ) ( )
( )( )

2 3 33 1 3 1 2 6 3 2 10 5
3 3 3 3

x xx x x x x x
x x x x

+ − −−
= ⇒ − = + − + ⇒ = ⇒ =

− + − +
 ( thỏa mãn điều kiện 



 
xác định). Vậy phương trình có nghiệm là 5x = . 

3) 2
1 2 2 3

2 2 4
x

x x x
−

+ =
+ − −

. ĐKXĐ: 2, 2x x≠ ≠ −   

Biến đổi phương trình thành 

( )( )
( ) ( )
( )( ) ( )( )

2 2 21 2 2 3 2 3 2 2 4 2 3
2 2 2 2 2 2 2 2

x xx x x x x
x x x x x x x x

− − +− −
− = ⇒ = ⇒ − − − = −

+ − − + − + − +
 

3 3 1x x⇒ − = ⇒ = −  ( thỏa mãn điều kiện xác định). 
Vậy phương trình có nghiệm là 1x = − . 

4) 2
1 5 12
2 2 4

x
x x x
− −

+ =
− + −

. ĐKXĐ: 2, 2x x≠ ≠ −   

Biến đổi phương trình thành 

( )( )
( )( ) ( )

( )( ) ( )( )
21 2 5 21 5 12 12 2 5 10 12

2 2 2 2 2 2 2 2
x x xx x x x

x x x x x x x x
− + + −− − −

+ = = = ⇒ + − + − = −
− + − + − + − +

( )2 6 0 6 0x x x x⇒ + = ⇒ + =   

Với 0x =  ( thỏa mãn điều kiện xác định). 
Với 6 0 6x x+ = ⇒ = −  ( thỏa mãn điều kiện xác định). 
Vậy phương trình có nghiệm là 0x =  và 6x = −  

5) 2
5 5 20
5 5 25

x x
x x x
+ −

− =
− + −

. ĐKXĐ: 5, 5x x≠ ≠ −   

Biến đổi phương trình thành 

( )( )
( ) ( )
( )( ) ( )( )

2 25 55 5 20 20
5 5 5 5 5 5 5 5

x xx x
x x x x x x x x

+ − −+ −
− = ⇒ =

− + − + − + − +
 

( )2 210 25 10 25 20x x x x⇒ + + − − + = 20 20 1x x⇒ = ⇒ =  ( thỏa mãn điều kiện xác định). 

Vậy phương trình có nghiệm là 1x = . 

6) 2
3 2 5

7 7 49x x x
+ =

− + −
. ĐKXĐ: 7, 7x x≠ ≠ −   

Biến đổi phương trình thành 

( )( )
( ) ( )
( )( ) ( )( )

3 7 2 73 2 5 5
7 7 7 7 7 7 7 7

x x
x x x x x x x x

+ + −
+ = ⇒ =

− + − + − + − +
3 21 2 14 5x x⇒ + + − =  

25 2
5

x x −
⇒ = − ⇒ =  ( thỏa mãn điều kiện xác định). 

Vậy phương trình có nghiệm là 2
5

x −
= . 

7) 
2

2
2 6
2 2 4

x x
x x x
+

− =
− + −

. ĐKXĐ: 2, 2x x≠ ≠ −   

Biến đổi phương trình thành 

( )( )
( ) ( )
( )( ) ( )( )

22 2
2 22 6 22 6 4 4 6 12

2 2 2 2 2 2 2 2
x xx x x x x x x

x x x x x x x x
+ − −+

− = ⇒ = ⇒ + + − + =
− + − + − + − +

 

2 16 0 8x x⇒ − + = ⇒ =  ( thỏa mãn điều kiện xác định). 
Vậy phương trình có nghiệm là 8x = . 

8) 
2

2
2 1 2 4

3 3 9
x x x x

x x x
− +

− =
+ − −

. ĐKXĐ: 3, 3x x≠ ≠ −   



 
Biến đổi phương trình thành 

( )( )
( ) ( )( )

( )( ) ( )( )
2 23 3 2 12 1 2 4 2 4

3 3 3 3 3 3 3 3
x x x xx x x x x x

x x x x x x x x
− + + −− + +

+ = ⇒ =
+ − − + − + − +

 

( )( )2 2 2 23 2 5 3 2 4 2 3 0 3 1 0x x x x x x x x x x⇒ − + + − = + ⇒ − − = ⇒ − + =  

Với 3 0 3x x− = ⇒ =  ( không thỏa mãn điều kiện xác định). 
Với 1 0 1x x+ = ⇒ = −  ( thỏa mãn điều kiện xác định). 
Vậy phương trình có nghiệm là 1x = − . 

9) ( )
2

105 2
5 5 25

x xx x
x x x

+−
− =

+ − −
. ĐKXĐ: 5, 5x x≠ ≠ −   

Biến đổi phương trình thành 
( )

( )( )
( )( ) ( )

( )( )
( )

( )( )
10 5 5 2 5 105 2

5 5 5 5 5 5 5 5
x x x x x x x xx x

x x x x x x x x
+ − − + + +−

+ = ⇒ =
+ − − + − + − +

 

2 2 210 25 2 10 10x x x x x x⇒ − + − + + = +
510 25
2

x x⇒ = ⇒ =  ( thỏa mãn điều kiện xác định). 

Vậy phương trình có nghiệm là 5
2

x = . 

10) 2
5 4 5

3 3 9
x

x x x
−

+ =
− + −

. ĐKXĐ: 3, 3x x≠ ≠ −   

Biến đổi phương trình thành 

( )( )
( ) ( )
( )( ) ( )( )

5 3 4 35 4 5 5 5 15 4 12 5
3 3 3 3 3 3 3 3

x xx x x x x
x x x x x x x x

+ + −− −
+ = ⇒ = ⇒ + + − = −

− + − + − + + −
 

8 8 1x x⇒ = − ⇒ = −  ( thỏa mãn điều kiện xác định). 
Vậy phương trình có nghiệm là 1x = − . 

11) 2
3 3 48
3 3 9

x x
x x x
+ −

− =
− + −

. ĐKXĐ: 3, 3x x≠ ≠ −   

Biến đổi phương trình thành 

( )( )
( ) ( )
( )( ) ( )( )

2 2
2 23 33 3 48 48 6 9 6 9 48

3 3 3 3 3 3 3 3
x xx x x x x x

x x x x x x x x
+ − −+ − − −

− = ⇒ = ⇒ + + − + − = −
− + − + − + − +

 

12 48 4x x⇒ = − ⇒ = −  ( thỏa mãn điều kiện xác định) 
Vậy phương trình có nghiệm là 4x = − . 

12) 2
1 5 2
2 24

x x x
x xx
− −

− =
+ −−

. ĐKXĐ: 2, 2x x≠ ≠ −   

Biến đổi phương trình thành 

( )( )
( )( ) ( )

( )( )
( )

( )( )
1 2 5 2 21 5 2

2 2 2 2 2 2 2 2
x x x x xx x x

x x x x x x x x
− − − − +− −

− = ⇒ =
+ − + − − + − +

 

2 2 23 2 5 2 2 10 4
5

x x x x x x x⇒ − + − + = + ⇒ − = − ⇒ =  ( thỏa mãn điều kiện xác định). 

Vậy phương trình có nghiệm là 2
5

x = . 

13) 2
2 3 2 22
2 2 4

x x
x x x
− −

− =
+ − −

. ĐKXĐ: 2, 2x x≠ ≠ −   

Biến đổi phương trình thành 



 

( )( )
( ) ( )
( )( ) ( )( )

2
22 3 22 3 2 22 2 22 4 4 3 6 2 22

2 2 2 2 2 2 2 2
x xx x x x x x x

x x x x x x x x
− − +− − −

− = ⇒ = ⇒ − + − − = −
+ − − + − + − +

 

( )( )2 9 20 0 4 5 0x x x x⇒ − + = ⇒ − − =  

Với 4 0 4x x− = ⇒ =  ( thỏa mãn điều kiện xác định). 
Với 5 0 5x x− = ⇒ =  ( thỏa mãn điều kiện xác định). 
Vậy phương trình có nghiệm là 4x =  và 5x = . 

14) 2
3 2 7 5

1 3 1 3 9 1
x

x x x
+

= −
− + −

. ĐKXĐ: 1 1,
3 3

x x≠ ≠ −   

Biến đổi phương trình thành 

( )( )
( )

( )( )
( )
( )( )

3 1 3 2 1 3 7 53 2 7 5
1 3 1 3 1 3 3 1 1 3 1 3 1 3 1 3

x x xx
x x x x x x x x

+ − + ++
= + ⇒ =

− + − + − + − +
 

33 9 2 6 7 5 10 6
5

x x x x x⇒ + = − + + ⇒ = ⇒ =  ( thỏa mãn điều kiện xác định). 

Vậy phương trình có nghiệm là 3
5

x = . 

15) 
2

2
3 9

3 3 9
x x x

x x x
− +

+ =
− + −

. ĐKXĐ: 3, 3x x≠ ≠ −   

Biến đổi phương trình thành 

( )( )
( ) ( )
( )( ) ( )( )

22 2
2 2 23 33 9 9 3 6 9 9

3 3 3 3 3 3 3 3
x x xx x x x x x x x x

x x x x x x x x
+ + −− + +

+ = ⇒ = ⇒ + + − + = +
− + − + − + − +

 

( )2 3 0 3 0x x x x⇒ − = ⇒ − =  

Với 0x =  ( thỏa mãn điều kiện xác định). 
Với 3 0 3x x− = ⇒ =  ( không thỏa mãn điều kiện xác định). 
Vậy phương trình có nghiệm là 0x = . 

16) 2
1 7 6
2 2 4

x x x
x x x
− −

− =
+ − −

. ĐKXĐ: 2, 2x x≠ ≠ −   

Biến đổi phương trình thành 

( )( )
( )( ) ( )

( )( ) ( )( )
1 2 21 6 7 6 7

2 2 2 2 2 2 2 2
x x x xx x x x

x x x x x x x x
− − − +− − −

− = ⇒ =
+ − − + − + − +

 

2 23 2 2 6 7 2 4 2x x x x x x x⇒ − + − − = − ⇒ = ⇒ =  ( không thỏa mãn điều kiện xác định). 
Vậy phương trình đã cho vô nghiệm ( không có nghiệm) 

17) 2
2 2 1 13 9
3 3 9

x x x
x x x
+ − −

+ =
+ − −

 ĐKXĐ: 3, 3x x≠ ≠ −   

Biến đổi phương trình thành 

( )( )
( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )
2 3 2 1 32 2 1 13 9 13 9

3 3 3 3 3 3 3 3
x x x xx x x x

x x x x x x x x
+ − + − ++ − − −

+ = ⇒ =
+ − − + + − − +

 

( )2 2 26 2 5 3 13 9 3 9 0 3 3 0x x x x x x x x x⇒ − − + + − = − ⇒ − = ⇒ − =  

Với 0x =  ( thỏa mãn điều kiện xác định). 
Với 3 0 3x x− = ⇒ =  ( không thỏa mãn điều kiện xác định). 
Vậy phương trình có nghiệm là 0x = . 



 

18) 
2

2
4 8 1 5

2 24
x x x x

x xx
− − + −

+ =
+ −−

. ĐKXĐ: 2, 2x x≠ ≠ −   

Biến đổi phương trình thành 

( )( )
( )( )

( )( )
( )( )
( )( )

22 4 8 1 2 5 24 8 1 5
2 2 2 2 2 2 2 2

x x x x x xx x x x
x x x x x x x x

− − + + − − +− − + −
+ = ⇒ =

− + + − − + − +
 

( )2 2 2 24 8 2 3 10 2 0 2 0x x x x x x x x x x⇒ − − + − − = − − ⇒ − = ⇒ − =  

Với 0x =  ( thỏa mãn điều kiện xác định). 
Với 2 0 2x x− = ⇒ =  ( không thỏa mãn điều kiện xác định). 
Vậy phương trình có nghiệm là 0x = . 

Bài 8: Giải các phương trình sau: 

1) 
( )( )

1 5 3
1 2 1 2

x
x x x x

+ =
+ − + −

. ĐKXĐ: 1, 2x x≠ − ≠   

Biến đổi phương trình thành 
( ) ( )
( )( ) ( )( )

2 5 1 3 2 5 5 3 3 3 1
1 2 1 2

x x x x x x x x
x x x x
− + +

= ⇒ − + + = ⇒ = − ⇒ = −
+ − + −

 ( không thỏa mãn điều 

kiện xác định). Vậy phương trình vô nghiệm ( không có nghiệm) 

2) 
( )( )

2 1 3 11
1 2 1 2

x
x x x x

−
− =

+ − + −
. ĐKXĐ: 1, 2x x≠ − ≠   

Biến đổi phương trình thành 
( ) ( )
( )( ) ( )( )

2 2 1 3 11 2 4 1 3 11 2 6 3
1 2 1 2

x x x x x x x x
x x x x
− − + −

= ⇒ − − − = − ⇒ − = − ⇒ =
+ − + −

 ( thỏa mãn điều 

kiện xác định). Vậy phương trình có nghiệm là 3x = . 

3) 
( )( )

2 3 3 20
2 3 3 2

x
x x x x

−
− =

− − − −
. ĐKXĐ: 2, 3x x≠ ≠   

Biến đổi phương trình thành 
( ) ( )
( )( ) ( )( )

2 3 3 2 3 20 2 6 3 6 3 20 2 8 4
2 3 3 2

x x x x x x x x
x x x x
− + − −

= ⇒ − + − = − ⇒ = − ⇒ = −
− − − −

 ( thỏa mãn 

điều kiện xác định). Vậy phương trình có nghiệm là 4x = − . 

4) 
( )( )

3 1
2 6 2 2 1 3

x x x
x x x x

+
− =

− + + −
. ĐKXĐ: 1, 3x x≠ − ≠   

Biến đổi phương trình thành 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )
( )( ) ( )( )

1 33 1 6 2
2 3 2 1 1 3 2 3 1 2 3 1

x x x xx x x x
x x x x x x x x

+ − −+ +
− = ⇒ =

− + + − − + − +
 

2 2 3 6 2 2 2 1x x x x x x x⇒ + − + = + ⇒ − = ⇒ = −  ( không thỏa mãn điều kiện xác định). 
Vậy phương trình vô nghiệm. 

5) 
( )

23 1 3 4 1
1 1

x x x x
x x x x
+ − + +

− =
+ +

. ĐKXĐ: 0, 1x x≠ ≠ −   

Biến đổi phương trình thành 
( ) ( )( )

( ) ( )
2

2 2 2 23 1 1 3 4 1 3 1 3 4 1 3 0
1 1

x x x x x x x x x x x x x
x x x x

+ − + − + +
= ⇒ + − + = + + ⇒ + =

+ +
 

( )3 1 0x x⇒ + =  



 
Với 0x =  ( không thỏa mãn điều kiện xác định). 

Với 13 1 0
3

x x −
+ = ⇒ =  ( thỏa mãn điều kiện xác định). 

Vậy phương trình có nghiệm là 1
3

x −
= . 

6) 
( )( )

1 2 5
1 2 1 2x x x x
+ =

− − − −
. ĐKXĐ: 1, 2x x≠ ≠   

Biến đổi phương trình thành 
( ) ( )
( )( ) ( )( )

2 2 1 5 2 2 2 5 3 9 3
1 2 1 2

x x
x x x x

x x x x
− + −

= ⇒ − + − = ⇒ = ⇒ =
− − − −

 ( thỏa mãn điều kiện xác 

định). Vậy phương trình có nghiệm là 3x = . 

7) 
( )( )

2 3 1
4 2 4 2

x x
x x x x

+ −
+ =

− − − −
. ĐKXĐ: 2, 4x x≠ ≠   

Biến đổi phương trình thành 
( )( )

( )( )
( )( )
( )( ) ( )2 2 22 3 2 1 4

2 6 5 4 2 4 0 2 2 0
2 4 2 4

x x x x
x x x x x x x x

x x x x
+ + − − −

= ⇒ + + − = − − ⇒ − = ⇒ − =
− − − −

 

Với 0x =  ( thỏa mãn điều kiện xác định). 
Với 2 0 2x x− = ⇒ =  ( không thỏa mãn điều kiện xác định). 
Vậy phương trình có nghiệm là 0x = . 

8) 2
7 2 1

2 3 5 6x x x x
+ =

+ + + +
. ĐKXĐ: 2, 3x x≠ − ≠ −   

Biến đổi phương trình thành 
( ) ( )
( )( ) ( )( )

7 3 2 2 1 87 21 2 4 1 9 24
2 3 2 3 3

x x
x x x x

x x x x
+ + + −

= ⇒ + + + = ⇒ = − ⇒ =
+ + + +

 ( thỏa mãn điều 

kiện xác định). Vậy phương trình có nghiệm là 8
3

x −
= . 

9) 
2

2
1 3

2 42 8
x x

x xx x
+

− =
+ −− −

. ĐKXĐ: 2, 4x x≠ − ≠   

Biến đổi phương trình thành 

( )( )
( ) ( )
( )( )

( )
( )( )

22
2 2

4 1 3 21 3 4 1 3 6
2 2 4 4 2 4 2 4

x x x xx x x x x x
x x x x x x x x

− − + ++
− = ⇒ = ⇒ − − − = +

+ + − − + − + −
 

7 7 1x x⇒ − = ⇒ = −  ( thỏa mãn điều kiện xác định). 
Vậy phương trình có nghiệm là 1x = − . 

10) 2
4 1 9

6 3 3 18x x x x
+ =

+ − + −
. ĐKXĐ: 6, 3x x≠ − ≠   

Biến đổi phương trình thành 

( )( )
( ) ( )
( )( ) ( )( )

4 3 64 1 9 9 4 12 6 9
6 3 6 3 6 3 6 3

x x
x x

x x x x x x x x
− + +

+ = ⇒ = ⇒ − + + =
+ − + − + − + −

 

5 15 3x x⇒ = ⇒ =  ( không thỏa mãn điều kiện xác định). 
Vậy phương trình không có nghiệm. 

11) 2
2 15 3

3 1 2 16 1x xx x
− =

+ −− −
. ĐKXĐ: 1 1,

3 2
x x−
≠ ≠   



 
Biến đổi phương trình thành 

( )( )
( )

( )( )
( )

( )( )
2 2 1 15 3 3 12 15 3 4 2 15 9 3

3 1 3 1 2 1 2 1 3 1 2 1 3 1 2 1
x x

x x
x x x x x x x x

− − +
− = ⇒ = ⇒ − − = +

+ + − − + − + −
 

5 20 4x x⇒ − = ⇒ = −  ( thỏa mãn điều kiện xác định). 
Vậy phương trình có nghiệm là 4x = − . 

12) 
2

2
4 2

2 1 2
x x

x x x x
−

+ =
− + − −

. ĐKXĐ: 2, 1x x≠ ≠ −   

Biến đổi phương trình thành 

( )( )
( ) ( )
( )( ) ( )( )

2 2
2 24 1 24 2 2 4 4 2 2

2 1 2 1 2 1 2 1
x x xx x x x x x x

x x x x x x x x
+ + −− −

+ = ⇒ = ⇒ + + − = −
− + − + − + − +

 

2 6 3x x⇒ = − ⇒ = −  ( thỏa mãn điều kiện xác định). Vậy phương trình có nghiệm là 3x = − . 

13) 2
2 4 3 11

1 3 2 3
x

x x x x
+

+ =
− + + −

. ĐKXĐ: 1, 3x x≠ ≠ −   

Biến đổi phương trình thành 

( )( )
( ) ( )
( )( ) ( )( )

2 3 4 12 4 3 11 3 11
1 3 1 3 1 3 1 3

x xx x
x x x x x x x x

+ + −+ +
+ = ⇒ =

− + − + − + − +
2 6 4 4 3 11x x x⇒ + + − = +  

3 9 3x x⇒ = ⇒ =  ( thỏa mãn điều kiện xác định). Vậy phương trình có nghiệm là 3x = . 

14) 2
2 1 3 8

6 1 7 6
x

x x x x
+

+ =
+ + + +

. ĐKXĐ: 6, 1x x≠ − ≠ −   

Biến đổi phương trình thành 

( )( )
( ) ( )
( )( ) ( )( )

2 1 62 1 3 8 3 8 2 2 6 3 8
6 1 6 1 6 1 6 1

x xx x x x x
x x x x x x x x

+ + ++ +
+ = ⇒ = ⇒ + + + = +

+ + + + + + + +
 

0 0⇒ =  ( thỏa mãn với mọi điều kiện xác định). 
Vậy phương trình đã cho có nghiệm với mọi 6, 1x x≠ − ≠ −  . 

15) 2
3 2 5 4

1 2 3 2
x

x x x x
+

+ =
+ + + +

. ĐKXĐ: 1, 2x x≠ − ≠ −   

Biến đổi phương trình thành 

( )( )
( ) ( )
( )( ) ( )( )

3 2 2 13 2 5 4 5 4 3 6 2 2 5 4
1 2 1 2 1 2 1 2

x xx x x x x
x x x x x x x x

+ + ++ +
+ = ⇒ = ⇒ + + + = +

+ + + + + + + +
 

8 4⇒ =  ( vô lý). Vậy phương trình không có nghiệm. 

16) 2
5 2 3

2 4 2 8
x

x x x x
+ =

− + + −
. ĐKXĐ: 1 , 4

2
x x≠ ≠ −   

Biến đổi phương trình thành 

( )( )
( ) ( )
( )( ) ( )( )

5 4 2 25 2 3 3 5 20 2 4 3
2 4 2 4 2 4 2 4

x xx x x x x
x x x x x x x x

+ + −
+ = ⇒ = ⇒ + + − =

− + − + − + − +
 

4 16 4x x= − ⇒ = −  ( không thỏa mãn điều kiện xác định). Vậy phương trình không có nghiệm. 

17) 2
3 1 5 11

2 1 4 2 7 4
x

x x x x
+

+ =
− + + −

. ĐKXĐ: 1 , 4
2

x x≠ ≠ −   

Biến đổi phương trình thành 

( )( )
( ) ( )
( )( ) ( )( )

3 4 2 13 1 5 11 5 11 3 12 2 1 5 11
2 1 4 2 1 4 2 1 4 2 1 4

x xx x x x x
x x x x x x x x

+ + −+ +
+ = ⇒ = ⇒ + + − = +

− + − + − + − +
 

11 11⇒ =  ( thỏa mãn với mọi điều kiện xác định). 



 

Vậy phương trình đã cho có nghiệm với mọi 1 , 4
2

x x≠ ≠ −   

18) 
2

2
2 3 11
2 2 4

x x
x x x
− −

+ =
+ − −

. ĐKXĐ: 2, 2x x≠ ≠ −  . 

Biến đổi phương trình thành 

( )( )
( ) ( )
( )( ) ( )( )

22 2
2 22 3 22 3 11 11 4 4 3 6 11

2 2 2 2 2 2 2 2
x xx x x x x x x

x x x x x x x x
− + +− − −

+ = ⇒ = ⇒ − + + + = −
+ − − + − + − +

 

21 21x x⇒ − = − ⇒ =  ( thỏa mãn điều kiện xác định). 
Vậy phương trình có nghiệm là 21x =  

19) 2
1 1 2

2 2 2 2 1
x x
x x x
+ −

− =
− + −

.  ĐKXĐ: 1, 1x x≠ ≠ −   

Biến đổi phương trình thành 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

( )( ) ( )( )

2 22 1 2 11 1 2 4
2 1 2 1 1 1 2 1 1 1 1

x xx x
x x x x x x x x

+ − −+ −
− = ⇒ =

− + − + − + − +
 

2 2 12 4 2 2 4 2 4 8 4
2

x x x x x x⇒ + + − + − = ⇒ = ⇒ =  ( thỏa mãn điều kiện xác định). 

Vậy phương trình có nghiệm là 1
2

x = . 

20) 2
1 5 4 1
2 2 4

x
x x x
+

+ = +
+ − −

. ĐKXĐ: 2, 2x x≠ ≠ −   

Biến đổi phương trình thành 
( )( ) ( )

( )( )
( )( )

( )( )
2 21 2 5 2 4 2 2

2 5 10 4 4 4 8
2 2 2 2

x x x x x
x x x x x

x x x x
+ − + + + − +

= ⇒ − − + + = + − ⇒ = −
− + − +

 

2x⇒ = −  ( không thỏa mãn điều kiện xác định). Vậy phương trình không có nghiệm. 

21) 
( )( )

2
2 6 2 2 3 1

x x x
x x x x

−
+ =

− + − +
. ĐKXĐ: 3, 1x x≠ ≠ −  . 

Biến đổi phương trình thành 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )
( )( ) ( )( )

2 1 2 32 4
2 3 2 1 3 1 2 3 1 2 3 1

x x x xx x x x
x x x x x x x x

+ + −
+ = ⇒ =

− + − + − + − +
 

( )2 2 22 2 2 6 4 4 8 0 4 2 0x x x x x x x x x⇒ + + − = ⇒ − = ⇒ − =  

Với 4x =  ( thỏa mãn điều kiện xác định). 
Với 2 0 2x x− = ⇒ =  ( thỏa mãn điều kiện xác định). 
Vậy phương trình có nghiệm là 4x = và 2x = . 

22) 2
1 1 2 1

1
x x

x x x x
− −

+ =
+ +

. ĐKXĐ: 0, 1x x≠ ≠ −  . 

Biến đổi phương trình thành 

( )
( )( )

( ) ( )
2 21 11 1 2 1 2 1 1 2 1 0

1 1 1 1
x x xx x x x x x x x

x x x x x x x x
− + +− − −

+ = ⇒ = ⇒ − + = − ⇒ − =
+ + + +

 

( )1 0x x⇒ − = . 

Với 0x =  ( không thỏa mãn điều kiện xác định). 
Với 1 0 1x x− = ⇒ =  ( thỏa mãn điều kiện xác định). 
Vậy phương trình có nghiệm là 1x = . 



 

23) 2
1 2 3

1 2 21 x xx
+ =

− +−
. ĐKXĐ: 1, 1x x≠ ≠ −   

Biến đổi phương trình thành 

( )( ) ( )
( )

( )( )
( )

( )( )
2 2 1 3 11 2 3 2 2 2 3 3

1 1 1 2 1 2 1 1 2 1 1
x x

x x
x x x x x x x x

+ + −
+ = ⇒ = ⇒ + + = −

− + − + − + + −
 

7 7x x⇒ − = − ⇒ =  ( thỏa mãn điều kiện xác định). 
Vậy phương trình có nghiệm là 7x = . 

24) 
2

2 3
2 1 3

11 1
x x

xx x x
− =

−+ + −
. ĐKXĐ: 1x ≠  

Biến đổi phương trình thành 

( ) ( )
( )( ) ( )( )

2 2
2 2 2

2 2

2 1 1 3 2 2 1 3 1
1 1 1 1

x x x x x x x x x x x
x x x x x x

− + + +
= ⇒ − + + + = ⇒ − = −

− + + − + +
 

1x⇒ =  ( không thỏa mãn điều kiện xác định). Vậy phương trình không có nghiệm. 

25) 
2

3 2
9 6 3

28 2 4
x

xx x x
+ =

−− + +
. ĐKXĐ: 2x ≠  

Biến đổi phương trình thành 

( )( )
( )

( )( )
( )

( )( )
222

22 2 2

3 2 49 6 29 6 3
22 42 2 4 2 2 4 2 2 4

x xx xx
xx xx x x x x x x x x

+ ++ −
+ = ⇒ =

−+ +− + + − + + − + +
 

( )( )2 2 2 29 6 12 3 6 12 6 24 4 2 2 0x x x x x x x x⇒ + − = + + ⇒ = ⇒ = ⇒ − + =  

Với 2 0 2x x− = ⇒ =  ( không thỏa mãn điều kiện xác định). 
Với 2 0 2x x+ = ⇒ = −  ( thỏa mãn điều kiện xác định). 
Vậy phương trình có nghiệm là 2x = − . 

26) 3 2
1 2 9 2

2 8 2 4
x

x x x x
−

− =
+ + − +

. ĐKXĐ: 2x ≠ −  

Biến đổi phương trình thành 

( )( )
( )

( )( )
( )

( )( )
2

22 2 2

2 4 2 9 2 21 2 9 2
2 2 42 2 4 2 2 4 2 2 4

x x x xx
x x xx x x x x x x x x

− + − − +−
− = ⇒ =

+ − ++ − + + − + + − +
 

( )22 22 4 2 9 2 4 6 9 0 3 0 3x x x x x x x x⇒ − + − + = + ⇒ − + = ⇒ − = ⇒ =  ( thỏa mãn điều kiện xác 

định). Vậy phương trình có nghiệm là 3x = . 

27) 
2

2 3
1 1 2 0

1 1 1
x

x x x x
+

+ − =
− + + −

. ĐKXĐ: 1x ≠  

Biến đổi phương trình thành 

( ) ( )
( )( ) ( )( )

2 2
2 2

2 2

1 1 2 0 1 1 2 0 2 2 0 1
1 1 1 1

x x x x x x x x x x
x x x x x x

+ + + − +
− = ⇒ + + + − − − = ⇒ − = ⇒ =

− + + − + +
 

( không thỏa mãn điều kiện xác định). Vậy phương trình không có nghiệm. 
 

  



 
Bài 5. Bất đẳng thức và tính chất. 

B. BÀI TẬP VẬN DỤNG. 
Bài 1: 

1) Từ 1954 1954 1954 1954 1954 1954a b a b a b+ < + ⇒ + − < + − ⇒ < . 
2) Từ 7 7a b− ≥ − 7 7 7 7a b a b⇒ − + ≥ − + ⇒ ≥ . 
3) Từ ( )4 4a b− − ≤ + 4 4 4 4 4 4a b a b a b⇒ + ≤ + ⇒ + − ≤ + − ⇒ ≤ . 

4) Từ 11 11a b+ < + 11 11 11 11a b a b⇒ + − < + − ⇒ < . 
5) Từ 6 6a b− + ≤ − 6 6 6 6a b a b⇒ − + + ≤ − + ⇒ ≤ . 
6) ( )3 3 3 3 3 3 3 3a b a b a b a b− − > + ⇒ + > + ⇒ + − > + − ⇒ > . 

Bài 2:  

1) Từ 6 6a b≤
1 1.6 . 6
6 6

a b a b⇒ ≤ ⇒ ≤   

2) Từ 3 1 3 1 3 3a b a b a b+ ≥ + ⇒ ≥ ⇒ ≥  
3) Từ 5 1 5 1a b− > − 5 5a b a b⇒ > ⇒ >  
4) Từ 8 8a b− < − a b a b⇒ − < − ⇒ >  
5) Từ 3 3a b a b− ≥ − ⇒ ≤  
6) Từ 2 3 3 2 2 2a b a b a b− + ≥ − ⇒ − ≥ − ⇒ ≤  

Bài 3:  
1) Ta có 2 2 2 1 2 1 2 2 2 1 2 2a b a b a b b a b< ⇒ < ⇒ + < + < + ⇒ + < +  
2) Ta có 2 2 2 5 2 5 2 7 2 5 2 7a b a b a b b a b< ⇒ − > − ⇒ − − > − − > − − ⇒ − − > − −  
3) Ta có 4 4 4 2 4 2 4 3 4 2 4 3a b a b a b b a b< ⇒ < ⇒ + < + < + ⇒ + < +  

Bài 4:  
1) Ta có 3 3 1 3 1 3a b a b a b> ⇒ − < − ⇒ − < −  
2) Ta có 6 6 6 5 6 5a b a b a b> ⇒ > ⇒ − > −  
3) Ta có 3 3 3 4 3 4a b a b a b> ⇒ − < − ⇒ − − < − −  
4) Ta có 2 2 1 2 1 2a b a b a b> ⇒ > ⇒ − + > − +  
5) Ta có 2 2 2 3 2 3 2 5 2 3 2 5a b a b a b b a b> ⇒ − < − ⇒ − + < − + < − + ⇒ − + < − +  
6) Ta có 4 4 4 1 4 1 4 7 4 1 4 7a b a b a b b a b> ⇒ > ⇒ + > + > − ⇒ + > −  

Bài 5:  
 Từ ( )2 1 2 3 2 1 3 2 3 3 2 4 2 2 2 2 2a b a b a b a b a b+ ≥ − ⇒ + + ≥ − + ⇒ + ≥ ⇒ + ≥ ⇒ + ≥ . 

Bài 6:  
 Từ 3 4 3 4 4 4 4 4 4 3 4 3a b a b a b a b− ≥ − ⇒ − ≥ − ⇒ ≤ ⇒ + ≤ + . 
Bài 7:  
 Từ 2 3 2 4 2 1 2 2 2 2 1 2a b a b b a b+ ≥ + ⇒ + ≥ + > ⇒ + >  
Bài 8: Cho , , 0a b c >    . Chứng minh rằng 2 2 2a b c ab bc ca+ + ≥ + + . 

Bài làm: 
 Từ 2 2 2a b c ab bc ca+ + ≥ + +  

2 2 2 2 2 20 2 2 2 2 2 2 0a b c ab bc ca a b c ab bc ca⇒ + + − − − ≥ ⇒ + + − − − ≥ . 

 ( ) ( ) ( )2 2 2 0a b b c c a⇒ − + − + − ≥  ( luôn đúng) 

 Dấu " "=  xảy ra khi a b c= = . 

Bài 9: Chứng minh rằng ( )2 2 2 3
4

a b c a b c+ + + ≥ + +  với mọi , ,a b c    . 

Bài làm: 



 

 Từ ( )2 2 2 3
4

a b c a b c+ + + ≥ + +  

 2 2 2 2 2 23 1 1 10 0
4 4 4 4

a b c a b c a a b b c c     ⇒ + + − − − + ≥ ⇒ − + + − + + − + ≥     
     

 

 
2 2 21 1 1 0

2 2 2
a b c     ⇒ − + − + − ≥     
     

 ( luôn đúng) 

 Dấu " "=  xảy ra khi 1
2

a b c= = = . 

Bài 10: Chứng minh rằng ( )2 2 22 2a b c a b c+ + ≥ +  với mọi , ,a b c    . 

Bài làm: 
Từ ( )2 2 22 2a b c a b c+ + ≥ +

 ( ) ( ) ( ) ( )2 22 2 2 2 2 2 22 2 2 0 2 2 0 0a b c ab ac a ab b a ac c a b a c⇒ + + − − ≥ ⇒ − + + − + ≥ ⇒ − + − ≥  

Dấu " "=  xảy ra khi a b c= = . 

Bài 11: Chứng minh rằng 
22 2

2 2
a b a b+ + ≥  

 
 với mọi ,a b   

Bài làm: 

Từ 
22 2

2 2
a b a b+ + ≥  

 
 

( )
2 2 2 2

2 2 2 22 0 2 2 2 0
2 4

a b a ab b a b a ab b+ + +
⇒ − ≥ ⇒ + − − + ≥  

( )22 22 0 0a ab b a b⇒ + + ≥ ⇒ + ≥  ( luôn đúng). 

Dấu " "=  xảy ra khi 0a b a b+ = ⇒ = − . 

Bài 12: Cho , 0a b >  . Chứng minh rằng 1 1 4
a b a b
+ ≥

+
.  

Bài làm: 

Từ 1 1 4
a b a b
+ ≥

+
( ) ( ) ( )2 24 4 0
a b

a b ab a b
ab a b
+

⇒ ≥ ⇒ + ≥ ⇒ − ≥
+

 ( luôn đúng) 

Dấu " "=  xảy ra khi 0a b a b− = ⇒ = . 

Bài 13: Chứng minh rằng ( )4 4 2 2a b ab a b+ ≥ +  với mọi , ,a b c    . 

Bài làm: 
Từ ( )4 4 2 2a b ab a b+ ≥ +

 ( ) ( ) ( ) ( )24 4 3 3 3 3 2 20 0 0a b a b ab a a b b a b a b a ab b⇒ + − − ≥ ⇒ − + − ≥ ⇒ − + + ≥  ( luôn đúng) 

Dấu " "=  xảy ra khi a b= . 
Bài 14: Cho , 0a b >  . Chứng minh rằng ( )3 3a b ab a b+ ≥ + . 

Bài làm: 
 Từ ( )3 3a b ab a b+ ≥ +  

 ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )22 2 2 20 2 0 0a b a ab b ab a b a b a ab b a b a b⇒ + − + − + ≥ ⇒ + − + ≥ ⇒ + − ≥  

 Dấu " "=  xảy ra khi a b=  hoặc a b= − . 
 



 
Bài 6. Bất phương trình bậc nhất một ẩn. 

B. BÀI TẬP VẬN DỤNG. 
Bài 1:  

1) Từ 3 5x + > 2x⇒ >  2) Từ 13 1 0
3

x x− > ⇒ >  

3) Từ 3 2 8 2x x+ > ⇒ >  4) Từ 72 7 0
2

x x− > ⇒ >  

5) Từ 3 2 4x− ≤
12 1

2
x x −

⇒ − ≤ ⇒ ≥  6) Từ 3 5 14x + ≤ 3 9 3x x⇒ ≤ ⇒ ≤  

7) Từ 3 4x− − ≥ − 1 1x x⇒ − ≥ − ⇒ ≤  8) Từ 3 6x− + ≥ − 9 9x x⇒ − ≥ − ⇒ ≤  
Bài 2:  

1) Từ 2 3 4x x+ < + 2 2 1x x⇒ − < ⇒ > −  2) Từ 2 7 8x x− > − 3 15 5x x⇒ > ⇒ >  

3) Từ 3 5 2 1 6x x x+ < − ⇒ < −  4) Từ 5 3 3 4x x− > −
12 1

2
x x −

⇒ > − ⇒ >  

5) Từ 7 4 5 8x x+ ≥ − 2 12 6x x⇒ ≥ − ⇒ ≥ −  6) Từ 5 2 2 8x x− ≤ +
103 10
3

x x⇒ ≤ ⇒ ≤  

7) Từ 3 1 3x x− − ≤ − +
14 2
2

x x⇒ − ≤ − ⇒ ≥  8) Từ 4 5 2x x− ≥ − − 9x⇒ ≥ −  

Bài 3:  
1) Từ ( )3 2 8x x+ ≤ − 3 6 8 2 14 7x x x x⇒ + ≤ − ⇒ ≤ − ⇒ ≤ −  

2) Từ ( )4 3 3 2x x− > − 4 3 3 6 3x x x⇒ − > − ⇒ > −  

3) Từ ( )10 1 3 5 2x x+ > + 10 1 15 6 5 5 1x x x x⇒ + > + ⇒ − > ⇒ < −  

4) Từ ( )2 3 12 2x x− + ≤ + 2 6 12 2 4x x x⇒ − + ≤ + ⇒ ≤ −  

5) Từ ( )3 1 2x x− + ≥ −
13 3 2 4 1
4

x x x x⇒ − − ≥ − ⇒ − ≥ ⇒ ≤  

6) Từ ( )4 3 3 5x x− ≥ − + 12 4 3 5 7 7x x x x⇒ − ≥ − + ⇒ − ≥ − ⇒ ≤  

7) Từ ( ) ( )3 2 1 3 1 5x x+ − < + − 3 2 2 3 3 5 3 3x x x x⇒ + − < + − ⇒ − < − ⇒ >  

8) Từ ( )4 8 3 3 2 4 2x x x− ≥ − + − 4 8 9 6 4 2 3 6 2x x x x x⇒ − ≥ − + − ⇒ − ≥ ⇒ ≤ −  

9) Từ ( ) ( )3 2 7 4 1 14x x x− + ≤ + + 3 6 7 4 4 14 6 24 4x x x x x⇒ − + ≤ + + ⇒ ≤ ⇒ ≤  

Bài 4:  

1) Từ ( ) ( )2 3 1 5 2 4x x x x+ + > − −
12 3 3 5 2 4 2 1
2

x x x x x x⇒ + + > − + ⇒ > ⇒ >  

2) Từ ( )( ) 21 2 1 2 4 1x x x x+ − < − + 2 2 22 1 2 4 1 5 2
5

x x x x x x⇒ + − < − + ⇒ < ⇒ < . 

Bài 5: Giải các bất phương trình sau:  

1) ( ) ( )6 2 1 274 6 3 2 1 4 24 6 3 2 27
3 4 2

x x x x x x x x− + −
≤ ⇒ − ≤ + ⇒ − ≤ + ⇒ − ≤ ⇒ ≥ . 

Vậy nghiệm của bất phương trình là 27
2

x −
≥ . 

2) ( ) ( )4 5 7 5 4 5 3 7 20 25 21 3 23 46 2
3 5

x x x x x x x x− −
> ⇒ − > − ⇒ − > − ⇒ > ⇒ > . 

Vậy nghiệm của bất phương trình là 2x > . 



 

3) ( ) ( )2 3 1 3 135 2 3 2 3 1 10 15 6 2 4 13
2 5 4

x x x x x x x x− −
< ⇒ − < − ⇒ − < − ⇒ < ⇒ <

−
 

Vậy nghiệm của bất phương trình là 13
4

x < . 

4) ( )2 3 8 11 3 2 3 8 11 6 9 8 11 2 2 1
2 6

x x x x x x x x− −
> ⇒ − > − ⇒ − > − ⇒ − > − ⇒ < . 

Vậy nghiệm của bất phương trình là 1x < . 

5) ( ) ( )3 1 4 2 72 3 1 3 4 2 6 2 12 6 12 14
3 2 6

x x x x x x x x− −
≥ ⇒ − ≥ − ⇒ − ≥ − ⇒ ≥ ⇒ ≥ . 

Vậy nghiệm của bất phương trình là 7
6

x ≥ . 

6) ( )5 2 5 2 35 2 2 5 2 5 2 10 4 12 9
6 3 4

x x x x x x x x− −
> ⇒ − > − ⇒ − > − ⇒ − > − ⇒ <  

Vậy nghiệm của bất phương trình là 3
4

x < . 

7) ( ) ( ) ( )2 1 2 4 2 3 1 2 2 4 8 3 3 2 4 7 7
3 4 6

x x x x x x x x x x x− + −
− ≤ ⇒ − − + ≤ − ⇒ − − − ≤ − ⇒ − ≤ ⇒ ≥ −  

Vậy nghiệm của bất phương trình là 7x ≥ − . 

8) ( ) ( ) ( )1 2 3 3 116 1 4 2 3 3 3 6 6 8 4 9 9
2 3 4 7

x x x x x x x x x x− − −
+ ≤ ⇒ − + − ≤ − ⇒ − + − ≤ − ⇒ ≥  

Vậy nghiệm của bất phương trình là 11
7

x ≥ . 

9) ( ) ( ) ( )5 3 2 1 3 5 3 2 2 1 3 15 3 4 2 7
2 6 3

x x x x x x x x x x− − +
− < ⇒ − − − < + ⇒ − − + < + ⇒ > −  

Vậy nghiệm của bất phương trình là 7x > − . 

10) 1 4 3 1 5
5 10 25

x x x− + −
− < ( ) ( ) ( )10 1 5 4 3 2 1 5 10 10 20 15 2 10 0 27x x x x x x⇒ − − + < − ⇒ − − − < − ⇒ <  

Vậy bất phương trình có nghiệm với mọi giá trị x∈ . 

11) 2 2 3 12
4 3 6

x x x+ − −
+ ≤ ( ) ( ) ( )3 2 4 2 3 2 12 3 6 8 12 2 24 2x x x x x x x⇒ + + − ≤ − ⇒ + + − ≤ − ⇒ ≤ −  

Vậy nghiệm của bất phương trình là 2x ≤ − . 

12) 3 5 4 3 7
4 6 3

x x x+ − +
− ≤ ( ) ( ) ( )3 3 5 2 4 4 3 7 9 15 2 8 12 28 1x x x x x x x⇒ + − − ≤ + ⇒ + − + ≤ + ⇒ ≥ −  

Vậy nghiệm của bất phương trình là 1x ≥ − . 

13) 2 1 7
3 2 6

x x+
− ≤ ( )2 2 1 3 7 4 2 3 7 5x x x x x⇒ + − ≤ ⇒ + − ≤ ⇒ ≤  

Vậy nghiệm của bất phương trình là 5x ≤ . 

14) 2 2 1 1
3 4

x x+ −
≥ − ( ) ( ) 234 2 3 2 1 12 4 8 6 3 12

2
x x x x x⇒ + ≥ − − ⇒ + ≥ − − ⇒ ≤ . 

Vậy nghiệm của bất phương trình là 23
2

x ≤ . 

15) 1 2 1 52
4 8

x x− −
− ≤ ( )2 1 2 16 1 5 2 4 16 1 5 15x x x x x⇒ − − ≤ − ⇒ − − ≤ − ⇒ ≤  

Vậy nghiệm của bất phương trình là 15x ≤ . 



 

16) 2 3 1 2
3 5

x x+ −
− < − ( ) ( ) 435 2 3 3 1 30 5 10 9 3 30

4
x x x x x⇒ + − − < − ⇒ + − + < − ⇒ >  

Vậy nghiệm của bất phương trình là 43
4

x > . 

17) 1 11 8
4 3

x x− +
− > + ( ) ( )3 1 12 4 1 96 3 3 12 4 4 96 115x x x x x⇒ − − > + + ⇒ − − > + + ⇒ < −  

Vậy nghiệm của bất phương trình là 115x < − . 

18) 2 1 2
3 2

x xx+
− ≥ + ( ) 22 2 6 12 3 2 4 6 15

13
x x x x x x −

⇒ + − ≥ + ⇒ + − ≥ ⇒ ≤  

Vậy nghiệm của bất phương trình là 2
13

x −
≤ . 

Bài 6:  
Bài làm: 

 Gọi số tiền gửi tiết kiệm là x  ( triệu đồng). ĐK: 3x > . 

 Lãi suất hàng tháng là 0,4 40,4%. .
100 1000

xx x= =  . 

 Để lãi suất hàng tháng ít nhất là 3  triệu đồng thì ta có 4 3
1000

x
≥  

30004 3000 750
4

x x⇒ ≥ ⇒ ≥ =  ( thỏa mãn điều kiện). 

Vậy cần gửi số tiền ít nhất là 750  triệu đồng. 
Bài 7:  

Bài làm: 
 Gọi số kilômét mà khách hàng có thể di chuyển được là ( )x km .  ĐK: 0x >  

 Số tiền khách hàng phải trả khi đi được ( )x km  là 15 12. x+   ( nghìn đồng) 

 Với 100  nghìn đồng thì ta có bất phương trình 8515 12 100 12 85 7,083 7
12

x x x+ ≤ ⇒ ≤ ⇒ ≤ ≈ ≈  

 Vậy khách hàng có thể đi được tối đa là ( )7 km . 

Bài 8: Chứng minh rằng 
2

2

4
ba ab+ ≥  với mọi ,a b  .  

Bài làm: 

Từ 
2

2

4
ba ab+ ≥ ( )22 24 4 2 0a b ab a b⇒ + − ⇒ − ≥ . 

Dấu " "=  xảy ra khi 2a b= . 
Bài 9: Chứng minh rằng ( )2 2 2 2a b c d a b c d+ + + ≥ + +  với mọi , , ,a b c d      . 

Bài làm: 
Từ ( )2 2 2 2a b c d a b c d+ + + ≥ + + \

2 2 2 2 2 2 2 20 4 4 4 4 4 4 4 0a b c d ab ac ad a b c d ab ac ad⇒ + + + − − − ≥ ⇒ + + + − − − ≥   

 ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2 24 4 4 4 4 4 0a ab b a ac c a ad d a⇒ − + + − + + − + + ≥  

( ) ( ) ( )2 2 2 22 2 2 0a b a c a d a⇒ − + − + − + ≥ . 

Dấu " "=  xảy ra khi 0a b c d= = = = . 
     



 

   1 
 

Chương 3. Căn bậc hai và căn bậc ba 
Bài 7. Căn bậc hai và căn thức bậc hai. 

B. BÀI TẬP VẬN DỤNG. 
Bài 1:  

1) ĐKXĐ: 4 0 0x x≥ ⇒ ≥  2) ĐKXĐ: 6 0 0x x− ≥ ⇒ ≤  

3) ĐKXĐ: 3 0 0x x− ≥ ⇒ ≤  4) ĐKXĐ: 7 0 0x x≥ ⇒ ≥  

5) ĐKXĐ: 13 1 0
3

x x −
+ ≥ ⇒ ≥  6) ĐKXĐ: 16 1 0

6
x x− ≥ ⇒ ≥  

7) ĐKXĐ: 4 2 0 2x x− ≥ ⇒ ≤  8) ĐKXĐ: 43 4 0
3

a a −
− − ≥ ⇒ ≤  

9) ĐKXĐ: 24 0 2 2x x− ≥ ⇒ − ≤ ≤  10) ĐKXĐ: 2 16 0 4x x− ≥ ⇒ ≥  hoặc 4x ≤ −  

11) ĐKXĐ: 2 14 1 0
2

x x− ≥ ⇒ ≥  hoặc 1
2

x −
≤  12) ĐKXĐ: 21 3 0a+ ≥  với mọi a∈  

Bài 2:  

1) ĐKXĐ: 3 0 3 5
5
x x

x
+

≥ ⇒ − ≤ <
−

 

2) ĐKXĐ: 3 0 2 3
2
x x

x
−

≥ ⇒ < ≤
−

 

3) ĐKXĐ: 2 0 2 2
2
x x

x
+

≥ ⇒ − ≤ <
−

 

4) ĐKXĐ: 
3 0 3

3
3 0 3

x x
x

x x
− ≥ ≥ 

⇒ ⇒ ≥ + > > − 
 

5) ĐKXĐ: 
12 1 0

42
4 0 4

x x
x

x x

−+ ≥ ≥ ⇒ ⇒ > − >  >

 

6) ĐKXĐ: 
2 4 0 2

2
3 0 3

x x
x

x x
− ≥ ≥ 

⇒ ⇒ ≥ + > > − 
 

7) ĐKXĐ: ( )( )2 3 2 0 1 2 0 1x x x x x− + ≥ ⇒ − − ≥ ⇒ ≤  hoặc 2x ≥  

8) ĐKXĐ: ( )22 4 5 0 2 1 0x x x+ + ≥ ⇒ + + ≥  với mọi x∈  

9) ĐKXĐ: ( )229 6 1 0 3 1 0x x x− + ≥ ⇒ − ≥  với mọi x∈  

Bài 3:  

1) 2 23 5 3 5 8+ = + =  2) ( )42 24 2 4 2 8+ − = + =  

3) ( )222 7 2 7 9+ − = + − =  4) ( )2 26 6 6 6 12− + = − + =  

5) ( ) ( )2 4 23 1 3 1 2− − − = − − =  6) ( ) ( )2 211 9 11 9 2− − − = − − − =  

Bài 4: Rút gọn các biểu thức sau: 

1) ( )24 9 4 9 4 9− = − = −   2) ( )24 6 4 6 4 6− = − = −  

3) ( )23 11 3 11 11 3− = − = −  4) ( )22 2 3 2 2 3 3 2 2− = − = −  
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5) ( )210 10 10 10 10 10− = − = −  6) ( )23 2 3 2 2 3− = − = −  

7) ( )21 3 1 3+ = +  8) ( )23 3 3 3 3 3− = − = −  

9) ( )25 3 5 3 3 5− = − = −  10) ( )23 8 3 8 3 8− = − = −  

11) ( )22 1 2 1 2 1− = − = −  12) ( )23 8 3 8+ = +  

Bài 5:  

1) ( ) ( )2 2
2 3 1 3 2 3 1 3 2 3 3 1 1− + − = − + − = − + − =  

2) ( ) ( ) ( )2 2
3 2 1 2 3 2 1 2 3 2 2 1 4+ − − = + − − = + − − =  

3) ( ) ( ) ( )2 2
2 1 2 5 2 1 2 5 2 1 5 2 2 2 4+ − − = + − − = + − − = −  

4) ( ) ( ) ( )2 2
5 6 5 6 5 6 5 6 5 6 5 6 2 6− − + = − − + = − − + = −  

5) ( ) ( )2 2
5 2 5 2 5 2 5 2 5 2 5 2 2 5− + + = − + + = − + + =  

6) ( ) ( )2 2
3 2 3 1 3 2 3 1 2 3 3 1 1− + − = − + − = − + − =  

7) ( ) ( )2 2
1 2 2 3 1 2 2 3 2 1 2 3 2 2 2− + + = − + + = − + + = +  

8) ( ) ( )2 2
5 3 5 2 5 3 5 2 3 5 5 2 1− + − = − + − = − + − =  

9) ( ) ( ) ( )2 2
3 10 10 5 3 10 10 5 10 3 5 10 2 10 8− − − = − − − = − − − = −  

10) ( ) ( ) ( )2 2
2 5 2 5 2 5 2 5 5 2 2 5 4− − + = − − + = − − + = −  

11) ( ) ( )2 2
3 5 5 6 3 5 5 6 3 5 6 5 9+ + − = + + − = + + − =  

12) ( ) ( ) ( ) ( )( )2
5 1 . 5 1 5 1 . 5 1 5 1 5 1 5 1 4− + = − + = − + = − =   

Bài 6:  

1) ( )23 2 3 1 3 1 3 1 3 1− + = − = − = −  

2) ( )25 2 5 1 5 1 5 1 5 1− + = − = − = −  

3) ( )21 2 2 2 1 2 1 2 2 1− + = − = − = −  

4) ( )24 4 5 5 2 5 2 5 5 2− + = − = − = −  

5) ( )24 4 3 3 2 3 2 3 2 3+ + = + = + = +  
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6) ( )25 6 5 9 5 3 5 3 3 5− + = − = − = −  

7) ( )27 4 7 4 7 2 7 2 7 2− + = − = − = −  

8) ( )26 8 6 16 6 4 6 4 4 6− + = − = − = −  

9) ( )225 10 5 5 5 5 5 5 5 5− + = − = − = −  

10) ( )22 8 16 4 4x x x x+ + = + = +  

11) ( )24 4 2 2x x x x− + = − = −  

12) ( )22 2 1 1 1x x x x+ + = + = +  

13) ( )28 16 4 4x x x x− + = − = −  

14) ( )22 10 25 5 5x x x x− + = − = −  

15) ( )224 4 1 2 1 2 1x x x x+ + = + = +  

Bài 7:  

1) ( )24 2 3 3 1 3 1 3 1− = − = − = −  

2) ( )23 2 2 2 1 2 1 2 1− = − = − = −  

3) ( )29 4 5 2 5 2 5 5 2− = − = − = −  

4) ( )27 4 3 2 3 2 3 2 3+ = + = + = +  

5) ( )214 6 5 3 5 3 5 3 5− = − = − = −  

6) ( )230 10 5 5 5 5 5 5 5− = − = − = −  

Bài 8:  

1) ( ) ( )2 2
6 2 5 9 4 5 5 1 2 5 5 1 5 2 2 5 3A = − + − = − + − = − + − = −  

2) ( ) ( )2 2
4 2 3 4 2 3 3 1 3 1 3 1 3 1 2 3A = − + + = − + + = − + + =  

3) ( ) ( ) ( )2 2
7 4 3 4 2 3 2 3 3 1 2 3 3 1 3 2 3A = − − − = − − − = − − − = −  

4) ( ) ( ) ( )2 2
4 2 3 4 2 3 3 1 3 1 3 1 3 1 2A = + − − = + − − = + − − =  

5) ( ) ( ) ( )2 2
7 2 6 7 2 6 6 1 6 1 6 1 6 1 2A = − − + = − − + = − − + = −  

6) ( ) ( )2 2
3 2 2 3 2 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2 2A = + + − = + + − = + + − =  
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7) ( ) ( ) ( )2 2
11 6 2 11 6 2 3 2 3 2 3 2 3 2 2 2A = + − − = + − − = + − − =  

8) ( ) ( ) ( )8 2 7 8 2 7 7 1 7 1 7 1 7 1 2A = − − + = − − + = − − + = −  

9) ( ) ( )2 2
18 8 2 18 8 2 4 2 4 2 4 2 4 2 8A = + + − = + + − = + + − =  

10) ( ) ( )2 2
28 10 3 19 8 3 5 3 4 3 5 3 4 3 9A = + + − = + + − = + + − =  

Bài 9:  

1) ( )22 2 8 3B = + − 2 2 8 3 2 2 3 2 2 3= + − = + − =  

2) ( )27 4 7 7 4 7 4 7 7 4B = − + = − + = − + =  

3) ( ) ( )2 2
3 3 4 2 3 3 3 3 1 3 3 3 1 2B = − + − = − + − = − + − =  

4) ( ) ( )2 2
3 2 2 2 2 2 1 2 2 2 1 2 2 3B = + + − = + + − = + + − =  

5) ( ) ( )2 2
6 2 5 2 5 5 1 2 5 5 1 2 5 1 2 5B = − + + = − + + = − + + = +  

6) ( ) ( ) ( )2 2
4 3 2 11 6 2 4 3 2 3 2 3 2 4 3 2 2 2 7B = − − + = − − + = − − + = −  

7) ( ) ( ) ( )2 2
1 3 4 2 3 3 3 1 2 3 3 3 1 3 3 4 3 3 1 5B = − − − + = − + − − + = + − − =  

8) ( ) ( )2 2
3 2 19 8 3 3 2 4 3 2 3 4 3 6B = − + + = − + + = − + + =  

Bài 10:  

1) ( ) ( )2
5 2 3 2 4 2 3 5 2 3 2 3 1 5 2 3 2 3 1C = − − − = − − − = − − −  

( )25 4 3 2 7 4 3 2 3 2 3= − + = − = − = −  

2) ( )22 2 3 18 8 2 2 2 3 4 2 2 2 3 4 2C = + + − = + + − = + + −  

( )24 2 3 3 1 3 1= + = + = +  

Bài 11:  
1) 2 4x − = 2 16 18x x⇒ − = ⇒ =  

Vậy phương trình có nghiệm là 16x = . 

2) 2 1 3x + = 2 1 9 4x x⇒ + = ⇒ =  

Vậy phương trình có nghiệm là 4x =  

3) 4 5 12x− = 4 5 144 28x x⇒ − = ⇒ = −  

Vậy phương trình có nghiệm là 28x = − . 

4) 6 2 4x − = 6 2 16 3x x⇒ − = ⇒ =  

Vậy phương trình có nghiệm là 3x = . 

5) 4 5 8 5 4 1x x x+ = ⇒ + = ⇒ = −  

Vậy phương trình có nghiệm là 1x = −  

6) 3 5 4x − = 3 5 16 7x x⇒ − = ⇒ =  

Vậy phương trình có nghiệm là 7x =  
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7) 7 3 5x − = 7 3 25 4x x⇒ − = ⇒ =  

Vậy phương trình có nghiệm là 4x =  

8) 3 7x + = 3 49 46x x⇒ + = ⇒ =  

Vậy phương trình có nghiệm là 46x =  

9) 5 2 4x + − = 5 36 31x x⇒ + = ⇒ =  

Vậy phương trình có nghiệm là 31x =  

10) ( )9 1 21x − = ( )9 1 441 50x x⇒ − = ⇒ =  

Vậy phương trình có nghiệm là 50x =  

11) 9 18 15 0 9 18 225 27x x x− − = ⇒ − = ⇒ =  

Vậy phương trình có nghiệm là 27x =  

12) 4 9 3 0 4 9 9 0x x x+ − = ⇒ + = ⇒ =  

Vậy phương trình có nghiệm là 0x =  

13) ( )3 2 5 4 2 9 11x x x− − = ⇒ − = ⇒ =  

Vậy phương trình có nghiệm là 11x =  

14) 4 5 5 5 1 6x x x+ − = ⇒ − = ⇒ =  

Vậy phương trình có nghiệm là 6x =  

15) 4 5 2x + =
14 5 4

4
x x −

⇒ + = ⇒ =  

Vậy phương trình có nghiệm là 1
4

x −
=  

 

Bài 12:  

1) 2 1 2x + = 2 21 4 3 3x x x⇒ + = ⇒ = ⇒ = ± .  

Vậy phương trình có hai nghiệm là 3x =  và 3x = − . 

2) 2 2 3x + = 2 22 9 7 7x x x⇒ + = ⇒ = ⇒ = ±  

Vậy phương trình có hai nghiệm là 7x =  và 7x = − . 

3) 2 1 3x + = 2 21 9 8 8x x x⇒ + = ⇒ = ⇒ = ±  

Vậy phương trình có hai nghiệm là 8x =  và 8x = − . 

4) ( )23 4x − = ( ) ( ) ( )( )2 2 23 16 3 4 0 5 1 0x x x x⇒ − = ⇒ − − = ⇒ − − =  nên 5x =  hoặc 1x =  

Vậy phương trình có hai nghiệm là 5x =  và 1x = . 

5) ( )23 9x − = ( ) ( )2 23 9 6 0x x x⇒ − = ⇒ − =  nên 6x =  hoặc 0x =  

Vậy phương trình có hai nghiệm là 0x =  và 6x = . 

6) ( )22 3 9x − = ( ) ( )( )2 22 3 9 2 12 2 6 0x x x⇒ − = ⇒ − + =  nên 6x =  hoặc 3x = −  

Vậy phương trình có hai nghiệm là 6x =  và 3x = − . 

7) ( )24 2 8x + = ( ) ( )( )2 22 4 8 2 4 2 12 0x x x⇒ + = ⇒ − + =  nên 2x =  hoặc 6x = −  

Vậy phương trình có hai nghiệm là 2x =  và 6x = − . 

8) ( )24 1 6 0x − − = ( ) ( )( )2 22 2 6 2 8 2 4 0x x x⇒ − = ⇒ − + =  nên 4x =  hoặc 2x = −  

Vậy phương trình có hai nghiệm là 4x =  và 2x = − . 

9) ( )21 4 5x− = ( ) ( )( )2 21 4 5 4 4 6 4 0x x x⇒ − = ⇒ − − − =  nên 1x = −  hoặc 3
2

x =  

Vậy phương trình có hai nghiệm là 1x = −  và 3
2

x = . 
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Bài 13:  

1) 2 12 36 5x x− + = ( ) ( ) ( )( )2 2 26 5 6 5 11 1 0x x x x⇒ − = ⇒ − = ⇒ − − =  nên 11x =  hoặc 1x =  

2) 2 14 49 2x x− + = ( ) ( ) ( )( )2 2 27 2 7 2 9 5 0x x x x⇒ − = ⇒ − = ⇒ − − =  nên 9x =  hoặc 5x =  

3) 24 4 1 6x x+ + = ( ) ( ) ( )( )2 2 22 1 6 2 1 6 2 5 2 7 0x x x x⇒ + = ⇒ + = ⇒ − + =  nên 5
2

x =  hoặc 7
2

x −
=  

4) 24 4 1 5x x− + = ( ) ( ) ( )( )2 2 22 1 5 2 1 5 2 6 2 4 0x x x x⇒ − = ⇒ − = ⇒ − + =  nên 3x =  hoặc 2x = −   

5) 24 4 9 3x x− + = ( ) ( ) ( )( )2 2 22 3 3 2 3 3 2 6 2 0x x x x⇒ − = ⇒ − = ⇒ − =  nên 3x =  hoặc 0x =  

6) 2 10 25 1x x+ + = ( ) ( ) ( )( )2 2 25 1 5 1 4 6 0x x x x⇒ + = ⇒ + = ⇒ + + =  nên 4x = −  hoặc 6x = −  

7) 29 12 4 4x x− + = ( ) ( ) ( )( )2 2 23 2 4 3 2 4 1 2 7 2 0x x x x⇒ − = ⇒ − = ⇒ − − − =  

nên 1
2

x −
=  hoặc 7

2
x =  

8) 29 24 16 1x x− + = ( ) ( ) ( )( )2 2 23 4 1 3 4 1 3 5 3 3 0x x x x⇒ − = ⇒ − = ⇒ − − =  nên 5
3

x =  hoặc 1x =  

9) 2 2 1 7x x+ + = ( ) ( ) ( )( )2 2 21 7 1 7 7 8 0x x x x⇒ + = ⇒ + = ⇒ − + =  nên 7x = hoặc 8x = −  

10) 2 6 9 3x x+ + = ( ) ( ) ( )2 2 33 3 3 3 6 0x x x x⇒ + = ⇒ + = ⇒ + =  nên 0x =  hoặc 6x = −  

11) 2 4 4 5x x− + = ( ) ( ) ( )( )2 2 22 5 2 5 7 3 0x x x x⇒ − = ⇒ − = ⇒ − + =  nên 7x =  hoặc 3x = −  

12) 2 8 16 5x x− + = ( ) ( ) ( )( )2 2 24 5 4 5 9 1 0x x x x⇒ − = ⇒ − = ⇒ − + =  nên 9x =  hoặc 1x = −  

13) 2 5 20 4x x+ + = ( )( )2 25 20 16 5 4 1 4 0x x x x x x⇒ + + = ⇒ + + ⇒ + + =  nên 1x = −  hoặc 4x = −  

14) 2 2 1 2 5x x− + + = ( ) ( ) ( )( )2 2 21 3 1 3 4 2 0x x x x⇒ − = ⇒ − = ⇒ − + =  nên 4x =  hoặc 2x = −  

15) 22 9 6 1 14x x+ + = ( ) ( ) ( )( )2 2 23 1 7 3 1 7 3 6 3 8 0x x x x⇒ + = ⇒ + = ⇒ − + =  nên 2x =  hoặc 

8
3

x −
=  

16) 22 4 4 1 18x x+ + = ( ) ( ) ( )( )2 2 22 1 9 2 1 9 2 8 2 5 0x x x x⇒ + = ⇒ + = ⇒ − + =  nên 4x =  hoặc 

5
2

x −
=  

Bài 14:  
1) ĐK: 1 0 1x x− ≥ ⇒ ≥  

21 2 1x x− = − ( ) ( )22 2 2 21 2 1 1 2 2 1 3 2 0 3 2 0x x x x x x x x x⇒ − = − ⇒ − = − + ⇒ − = ⇒ − =  

Nên 0x =  ( không thỏa mãn) hoặc 2
3

x =  ( không thỏa mãn) 

Vậy phương trình không có nghiệm. 
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2) ĐK: 2 0 2x x+ ≥ ⇒ ≥ −  

5 4 2x x+ = + ( ) ( )2 2 25 4 2 5 4 4 4 0 1 0x x x x x x x x x⇒ + = + ⇒ + = + + ⇒ − = ⇒ − =  

Nên 0x =  ( thỏa mãn) hoặc 1x =  ( thỏa mãn) 
Vậy phương trình có hai nghiệm là 0x =  và 1x = .  

3) ĐK: 2 0 2x x− ≥ ⇒ ≥  
2 2 2 24 2 0 4 2 4 4 4 4 8 2x x x x x x x x x− − + = ⇒ − = − ⇒ − = − + ⇒ = ⇒ =  ( thỏa mãn) 

Vậy phương trình có một nghiệm là 2x = . 
4) ĐK: 2 0 2x x− ≥ ⇒ ≤  

2 2 2x x x− = − 2 22 4 4 2 4 2x x x x x x⇒ − = − + ⇒ = ⇒ =  ( thỏa mãn) 
Vậy phương trình có một nghiệm là 2x = . 

5) ĐK: 1 0 1x x+ ≥ ⇒ ≥ −  
2 1 1x x x+ + = + ( )22 2 21 1 1 2 1 0x x x x x x x x⇒ + + = + ⇒ + + = + + ⇒ =  ( thỏa mãn) 

Vậy phương trình có một nghiệm là 0x = . 
6) ĐK: 1 0 1x x− ≥ ⇒ ≥  

24 8 1 1x x x− + = − ( )22 2 2 24 8 1 1 4 8 1 2 1 3 6 0x x x x x x x x x⇒ − + = − ⇒ − + = − + ⇒ − =  

( )3 2 0x x⇒ − =  nên 0x =  ( không thỏa mãn) hoặc 2x =  ( thỏa mãn) 

Vậy phương trình có một nghiệm là 2x = . 
7) ĐK: 1 0 1x x+ ≥ ⇒ ≥ −  

25 2 2 1x x x− + = +

( ) ( )2 22 2 2 25 2 2 1 5 2 2 2 1 4 4 1 0 2 1 0x x x x x x x x x x⇒ − + = + ⇒ − + = + + ⇒ − + = ⇒ − =  

1
2

x⇒ =   ( thỏa mãn). Vậy phương trình có một nghiệm là 1
2

x = .  

8) ĐK: 32 3 0
2

x x −
+ ≥ ⇒ ≥  

24 1 2 3x x x− + − = 2 2 24 1 2 3 4 1 4 12 9 13 8x x x x x x x x⇒ − + = + ⇒ − + = + + ⇒ = −  
8

13
x −

⇒ =  ( thỏa mãn). Vậy phương trình có một nghiệm là 8
13

x −
= . 

9) ĐK: 3 0 3x x+ ≥ ⇒ ≥ −  
2 4 4 3x x x− + = + ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 12 3 2 3 5 2 1 0

2
x x x x x x −

⇒ − = + ⇒ − = + ⇒ − + = ⇒ =  

Vậy phương trình có một nghiệm là 1
2

x −
= . 

10) ĐK: 4 0 4x x− ≥ ⇒ ≤  
2 8 16 4x x x− + = − ( ) ( ) ( )2 2 24 4 4 4 0 0x x x x⇒ − = − ⇒ − = − ⇒ =  

Vậy phương trình có nghiệm với mọi 4x ≤   
11) ĐK: 5 0 5x x+ ≥ ⇒ ≥  

( ) ( ) ( ) ( )2 2 22 6 9 5 0 3 5 3 5 8 2 2 0 1x x x x x x x x x− + − − = ⇒ − = + ⇒ − = + ⇒ − + = ⇒ = −  

Vậy phương trình có một nghiệm là 1x = −  
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12) ĐK: 25 2 0
5

x x −
+ ≥ ⇒ ≥  

29 6 1 5 2x x x− + − = ( ) ( ) ( )( )2 229 6 1 5 2 3 1 5 2 2 3 8 1 0x x x x x x x⇒ − + = + ⇒ − = + ⇒ − − + =  

Nên 3
2

x −
=  ( không thỏa mãn) hoặc 1

8
x −
=  ( thỏa mãn) 

Vậy phương trình có nghiệm là 1
8

x −
=  

13) ĐK: 0x ≥  
29 12 4 4x x x+ + = ( ) ( ) ( )( )2 23 2 4 2 7 2 0x x x x⇒ + = ⇒ − + + =  

nên 2x =  ( thỏa mãn) hoặc 2
7

x −
=  ( không thỏa mãn). Vậy phương trình có một nghiệm là 2x = . 

14) ĐK: 12 1 0
2

x x −
+ ≥ ⇒ ≥  

225 10 2 1x x x− + − = ( ) ( ) ( )( )2 2225 10 2 1 5 2 1 6 3 4 0x x x x x x x⇒ − + = + ⇒ − = + ⇒ − − − =  

Nên 6x = −  ( không thỏa mãn) hoặc 4
3

x =  ( thỏa mãn). Vậy phương trình có một nghiệm là 4
3

x = . 

15) ĐK: 52 5 0
2

x x −
+ ≥ ⇒ ≥  

22 9 6 1 5x x x− − + = − ( ) ( ) ( )( )2 229 6 1 2 5 3 1 2 5 6 5 4 0x x x x x x x⇒ − + = + ⇒ − = + ⇒ − + =  

Nên 6x =  ( thỏa mãn) hoặc 4
5

x −
=  ( thỏa mãn). 

Vậy phương trình có hai nghiệm là 6x =  và 4
5

x −
=  

16) ĐK: 25 2 0
5

x x− ≥ ⇒ ≥  

29 6 1 5 2x x x− + = − ( ) ( ) ( )( )2 23 1 5 2 2 1 8 3 0x x x x⇒ − = − ⇒ − + − =  

nên 1
2

x =  ( thỏa mãn) hoặc 3
8

x =  ( không thỏa mãn). Vậy phương trình có một nghiệm là 1
2

x =  

17) ĐK: 53 5 0
3

x x− ≥ ⇒ ≥  

2 6 9 5 3x x x− + + = ( ) ( ) ( )( )2 22 6 9 3 5 3 3 5 2 2 4 8 0x x x x x x x⇒ − + = − ⇒ − = − ⇒ − + − =  

Nên 1x =  ( không thỏa mãn) hoặc 2x =  ( thỏa mãn). Vậy phương trình có một nghiệm là 2x =  

18) ĐK: 13 1 0
3

x x −
+ ≥ ⇒ ≥  

2 4 4 3 1x x x− + = + ( ) ( ) ( ) ( )( )2 2 22 3 1 2 3 1 2 3 4 1 0x x x x x x⇒ − = + ⇒ − = + ⇒ − − − =  

Nên 3
2

x −
=  ( không thỏa mãn) hoặc 1

4
x =  ( thỏa mãn). Vậy phương trình có nghiệm là 1

4
x = . 

19) ĐK: 0x ≥  
2 4 1x x x− + = 2 2 14 1 4 1 0

4
x x x x x⇒ − + = ⇒ − + = ⇒ =  ( thỏa mãn). 



 

   9 
 

Vậy phương trình có nghiệm là 1
4

x = . 

20) ĐK: 3 0 3x x+ ≥ ⇒ ≥ −  
2 2 5 3x x x− + = + ( )22 2 22 5 3 2 5 6 9 8 4x x x x x x x x⇒ − + = + ⇒ − + = + + ⇒ = −  

1
2

x −
⇒ =  ( thỏa mãn). Vậy phương trình có nghiệm là 1

2
x −
= . 

21) ĐK: 32 3 0
2

x x −
+ ≥ ⇒ ≥  

( ) ( ) ( ) ( )( )2 2 22 10 25 2 3 5 2 3 5 2 3 8 3 2 0x x x x x x x x x− + − = ⇒ − = + ⇒ − = + ⇒ − − − =  

nên 8x = −  ( không thỏa mãn) hoặc 2
3

x =  ( thỏa mãn). Vậy phương trình có nghiệm là 2
3

x =  

22) ĐK: 2 0 2x x− ≥ ⇒ ≥  
2 4 3 2x x x− + = − ( )22 2 24 3 2 4 3 4 4 3 4x x x x x x x⇒ − + = − ⇒ − + = − + ⇒ =  ( vô lí). 

Vậy phương trình không có nghiệm. 

23) ĐK: 12 1 0
2

x x− ≥ ⇒ ≥  

2 6 9 2 1x x x− + = − ( ) ( ) ( )( )2 23 2 1 2 3 4 0x x x x⇒ − = − ⇒ − − − =  

nên 2x = −  ( không thỏa mãn) hoặc 4
3

x =  ( thỏa mãn). Vậy phương trình có nghiệm là 4
3

x = . 

24) ĐK: 1 0 1x x− ≥ ⇒ ≥  
24 4 1 1x x x− + = − ( ) ( ) ( )2 22 1 1 3 2 0x x x x⇒ − = − ⇒ − =  

nên 0x =  ( không thỏa mãn) hoặc 2
3

x =  ( không thỏa mãn). Vậy phương trình không có nghiệm. 

25) ĐK: 2 0 2x x+ ≥ ⇒ ≥ −  
24 4 1 2x x x− + − = ( ) ( ) ( ) ( )( )2 2 22 1 2 2 1 2 3 3 1 0x x x x x x⇒ − = + ⇒ − = + ⇒ − + =  

Nên 3x =  ( thỏa mãn)  hoặc 1
3

x −
=  ( thỏa mãn). 

Vậy phương trình có hai nghiệm là 3x =  và 1
3

x −
=  

26) ĐK: 12 1 0
2

x x −
+ ≥ ⇒ ≥  

2 4 4 2 1x x x− + − = ( ) ( ) ( ) ( )( )2 2 22 2 1 2 2 1 3 3 1 0x x x x x x⇒ − = + ⇒ − = + ⇒ − − − =  

Nên 3x = −  ( không thỏa mãn) hoặc 1
3

x =  ( thỏa mãn). Vậy phương trình có nghiệm là 1
3

x =  

27) ĐK: 7 0 7x x+ ≥ ⇒ ≥ −  
225 30 9 7x x x− + = + ( ) ( ) ( )( )2 25 3 7 4 10 6 4 0x x x x⇒ − = + ⇒ − + =  

Nên 5
2

x =  ( thỏa mãn) hoặc 2
3

x −
=  ( thỏa mãn). 

Vậy phương trình có hai nghiệm là 5
2

x =  và 2
3

x −
=  
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28) ĐK: 23 2 0
3

x x− ≥ ⇒ ≥  

225 10 1 3 2x x x− + = − ( ) ( ) ( )( )2 25 1 3 2 2 1 8 3 0x x x x⇒ − = − ⇒ + − =  

Nên 1
2

x −
=  ( không thỏa mãn) hoặc 3

8
x =  ( không thỏa mãn) 

Vậy phương trình không có nghiệm. 

29) ĐK: 52 5 0
2

x x −
+ ≥ ⇒ ≥  

2 4 4 2 5x x x− + − = ( ) ( ) ( ) ( )( )2 2 22 2 5 2 2 5 7 3 3 0x x x x x x⇒ − = + ⇒ − = + ⇒ − − + =  

Nên 7x = −  ( không thỏa mãn điều kiện) hoặc 1x = −  ( thỏa mãn).  
Vậy phương trình có một nghiệm là 1x = −  
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Bài 8. Khai căn bậc hai với phép nhân và phép chia. 
B. BÀI TẬP VẬN DỤNG. 
Bài 1:  

1) 3. 27 144 : 36 3. 27 12 : 6 81 2 9 2 7− = − = − = − =  

2) 14 11416. 25 196 : 25 4.5 14 : 5 20
5 5

+ = + = + =  

3) 25. 9 72 : 2 5.3 72 : 2 15 36 15 6 9− = − = − = − =   

4) 48. 3 45 : 5− 48.3 45 : 5 144 9 12 3 8= − = − = − =  

5) 49. 144 256 : 64+ 7.12 16 :8 84 2 86= + = + =  

6) ( )32 3 18 : 2+ 32 : 2 3 18 : 2 32 : 2 3 18 : 2 16 3 9 4 3.3 13= + ⇒ + = + = + =  

7) ( ) 12 75 27 12 75 27 4 912 75 27 : 15 5
15 15 15 5 515 15 15

+ + = + + = + + = + +  

2 35
5 5

= + +
5 5 5 5 2 5
5

= + = + = . 

8) ( )12 75 48 : 3− +
12 75 48 12 75 48 4 25 16 2 5 4 1

3 3 33 3 3
= − + = − + = − + = − + =  

9) ( )48 75 6 3 : 3− +
48 75 6 3 16 25 6 4 5 6 5
3 3 3

= − + = − + = − + =  

10) ( )12. 5 3 27− 5. 12. 3 12. 27 5. 36 324 5.6 18 12= − = − = − =      

11) ( )2. 4 2 6 72− + 4 2. 2 6 2 36. 2 4. 2. 2 6 2 36. 2 4. 2 6 2 6 2 8= − + = − + = − + =       

12) ( )3 50 5 18 3 8 . 2− +  3 50. 2 5 18. 2 3 8. 2 3 100 5 36 3 16= − + = − +    

3.10 5.6 3. 4 12= − + =    

13) ( )3 5 2 3 . 5 60 3 5. 5 2 3. 5 4.15 3 25 2 15 4. 15− + = − + = − +      

3.5 2 15 2 15 15= − + =  

14) ( )8 3 2 10 . 2 5− + − 8. 2 3 2. 2 10. 2 5 16 3 4 20 5= − + − = − + −    

4 3. 2 4.5 5= − + −  2 2 5 5 2 5= − + − = − +  

15) ( )28 2 3 7 . 7 84− + + 28. 7 2 3. 7 7. 7 4. 21= − + +     

4. 7. 7 2 21 7 4. 21= − + +   2.7 2 21 7 2 21 21= − + + =  

16) ( )28 2 14 7 . 7 7 8− + + 28. 7 2 14. 7 7. 7 7 8= − + +    

4. 7. 7 2. 2. 7. 7 7 7 4. 2= − + +      2.7 14 2 7 14 2 21= − + + =  

17) ( )12 2 18 5 3 . 3 5 6 12. 3 2 18. 3 5 3. 3 5 6− + + = − + +     



 

   12 
 

4. 3. 3 2. 9. 2. 3 5.3 5. 6 2.3 6 6 15 5 6 21 6= − + + = − + + = −         

18) ( )99 18 11 . 11 3 22− − + 99. 11 18. 11 11. 11 3 22= − − +    

9. 11. 11 9. 2. 11 11 3 22 3.11 3 22 11 3 22= − − + = − − +     22=  

19) ( )8 3 2 10 . 2 5− + − 8. 2 3 2. 2 10. 5 16 3. 2 2. 5. 5= − − = − −       

4 6 5 2 2 5 2= − − = − −  

20) ( )24 48 6 . 6 12 2 24. 6 48. 6 6. 6 12 2− − + = − − +     

144 4. 6. 2. 6 6 12 2 12 12 2 6 12 2 6= − − + = − − + =    

21) ( )2 112 5 7 2 63 2 28 7− + − 2 112. 7 5 7. 7 2 63. 7 2 28. 7= − + −     

2 16. 7. 7 5.7 2. 9. 7. 7 2 4. 7. 7 56 35 42 28 35= − + − = − + − =         

22) ( )( )5 2 2 5 5. 10. 8− + +   ( ) ( )2 2
5 2 5.10.8 5 2 400 3 20 23= − + = − + = + =   

23) 1 28 12 7 . 7 2 21
2

 − − + 
 

 1 28. 7 12. 7 7. 7 2 21
2

= − − +    

1 1. 196 4. 3. 7 7 2 21 .14 2. 21 7 2 21 0
2 2

= − − + = − − + =      

24) 4 1510 27 5 24. 2
5

− −  4 3. 510 9. 3 5. 4. 2. 3. 2
5

= − −
       

30 3 4 3 20 3 6 3= − − = . 
Bài 2:  

1) ( ) ( )2 2
14 6 5 8 2 15 14 2.3 5 8 2 3. 5 3 5 5 3A = + − − = + − − = + − −   

( )3 5 5 3 3 3= + − − = +  

2) ( ) ( )2 2
7 2 10 7 2 10 7 2 2. 5 7 2 2. 5 5 2 5 2A = − − + = − − + = − − +   

( )5 2 5 2 2 2= − − + = −  

3) ( ) ( )2 2
9 4 2 9 4 2 8 2. 2 2 1 8 2. 2 2 1 2 2 1 2 2 1A = + − − = + + − − + = + − −   

( )2 2 1 2 2 1 2= + − − =  

4) 5 2 6 3 2 2A = − + + ( ) ( )2 2
3 2 3. 2 2 2 2 2 1 3 2 2 1= − + + + + = − + +  

3 2 2 1 3 1= − + + = +  

5) ( ) ( )2 2
13 4 3 7 4 3 12 2. 2 3 1 4 2. 2 3 3 2 3 1 2 3A = − + − = − + + − + = − + −   

2 3 1 2 3 1 3= − + − = +  

6) 5 2 6 5 2 6A = + − − ( ) ( )2 2
3 2 3. 2 2 3 2 3. 2 2 3 2 3 2= + + − − + = + − −   
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( )3 2 3 2 2 2= + − − =  

7) 24 8 5 9 4 5A = + + − ( ) ( ) ( )2 2
4 6 2 5 4 2. 2 5 5 4. 5 1 2 5= + + − + = + + −   

( )2 5 1 5 2 3 5= + + − =  

8) ( ) ( )2 2
15 6 6 33 12 6 9 2.3 6 6 24 2.3. 2 6 9 3 6 2 6 3A = − + − = − + + − + = − + −    

3 6 2 6 3 6= − + − =  

9) 6 4 2 22 12 2A = − + − ( ) ( )2 2
4 2. 2 2 2 18 2.2.3 2 4 2 2 3 2 2= − + + − + = − + −   

2 2 3 2 2 2 2= − + − =  

10) ( ) ( )2 2
17 12 2 9 4 2 9 2.3. 2 2 8 8 2. 2 2 1 3 2 2 2 2 1A = − + + = − + + + + = − + +    

3 2 2 2 2 1 4= − + + =  
Bài 3:  

1) 3 5 3 5A = − + +  

( ) ( )2 2
2 6 2 5 6 2 5 5 1 5 1 5 1 5 1 2 5A⇒ = − + + = − + + = − + + =  

2 5 2. 2. 5 10
2 2

A⇒ = = =
  . 

2) 2 3 2 3A = + − −  

( ) ( ) ( )2 2
2 4 2 3 4 2 3 3 1 3 1 3 1 3 1 2A⇒ = + − − = + − − = + − − =  

2 2. 2 2
2 2

A⇒ = = =
 . 

3) 4 7 4 7A = + − −  

( ) ( ) ( )2 2
2 8 2 7 8 2 7 7 1 7 1 7 1 7 1 2A⇒ = + − − = + − − = + − − =  

2 2. 2 2
2 2

A⇒ = = =
  

4) 6 11 6 11A = − + +  

( ) ( )2 2
2 12 2 11 12 2 11 11 1 11 1 11 1 11 1 2 11A⇒ = − + + = − + + = − + + =  

2 11 2. 2. 11 22
2 2

A⇒ = = =
   

5) 4 15 4 15A = − − +  

( ) ( ) ( )2 2
2 8 2 15 8 2 15 5 3 5 3 5 3 5 3 2 3A⇒ = − − + = − − + = − − + = −  

2 3 2. 2. 3 6
2 2

A − −
⇒ = = = −
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6) 5 21 5 21A = − − +  

( ) ( ) ( )2 2
2 10 2 21 10 2 21 7 3 7 3 7 3 7 3 2 3A⇒ = − − + = − − + = − − + = −  

2 3 2. 2. 3 6
2 2

A − −
⇒ = = = −

   

Bài 4:  

1) ( )5 3 8 2 15+ − ( ) ( ) ( )( )2
5 3 5 3 5 3 5 3 5 3 2= + − = + − = − =  

2) ( ) ( ) ( ) ( )( )2
10 6 8 2 15 2. 5 2. 3 5 3 2 5 3 5 3+ − = + − = + −   

( )2 5 3 2 2= − =  

3) ( )5 2 3 37 20 3+ − ( ) ( ) ( )25 2 3 25 2. 2 3.5 12 5 2 3 5 2 3= + − + = + −   

( )( )5 2 3 5 2 3= + − 25 12 13= − =  

4) ( ) ( ) ( ) ( )( )2
2 3 7 4 3 2 3 2 3 2 3 2 3 4 3 1+ − = + − = + − = − =  

5) ( )2 3 6 2− + ( ) ( ) ( )2 3. 2. 3 2 2 3. 2 3 1 4 2 3. 3 1= − + = − + = − +     

( ) ( )2
3 1 . 3 1= − + ( )( )3 1 3 1 3 1 2= − + = − =  

6) ( )( )10 14 6 35− + ( ) ( )2. 5 2. 7 6 35 5 7 . 2. 6 35= − + = − +     

( )5 7 12 2 35= − + ( ) ( ) ( )( )2
5 7 7 5 5 7 7 5 5 7 2= − + = − + = − = −  

7) ( )6 10 4 15+ − ( ) ( )2. 3 2. 5 4 15 3 5 . 2. 4 15= + − = + −     

( )3 5 . 8 2 15= + − ( ) ( ) ( )( )2
3 5 5 3 3 5 5 3 5 3 2= + − = + − = − =  

8) 2 9 4 2+ + ( ) ( )2 2
2 2 2 1 2 2 2 1 2 1 2 1= + + = + + = + = +  

9) 5 13 48 5 13 16. 3 5 13 4 3− + = − + = − + ( )25 2 3 1 5 2 3 1= − + = − −  

( )24 2 3 3 1 3 1= − = − = − . 

10) 8 2 6 20+ − 8 2 6 4. 5 8 2 6 2 5= + − = + − ( )28 2 5 1= + − ( )8 2 5 1= + −  

( )28 2 5 2 6 2 5 5 1 5 1= + − = + = + = +  

11) 5 6 2 5− − ( ) ( )2
5 5 1 5 5 1 1= − − = − − =  

12) 3 29 12 5− − ( )23 29 2.3. 2 5 3 20 2.3. 2 5 9 3 2 5 3= − − = − − + = − −     
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( ) ( )23 2 5 3 6 2 5 5 1 5 1= − − = − = − = −  

Bài 5:  

1) ( )( )6 2 3 2 3 2+ − + ( )( ) ( )( )2 3 1 3 2 3 2 3 1 3 2 2 3 4= + − + = + − +  

( )( ) ( )23 1 3 2 3 1= + − + ( )( )( ) ( ) ( ) ( )( )2
3 1 3 2 3 1 3 1 3 2 4 2 3 3 2= + − + = + − = + −  

( )( )2 2 3 3 2= + − ( )2 3 4 2= − = −  

2) ( )( ) ( )( ) ( )( )2 3 6 2 2 3 2 3. 2 3 1 2 3 4 2 3. 3 1 2 3− − + = − − + = − − +   

( ) ( )( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( )( )2 2
3 1 . 3 1 2 3 3 1 3 1 2 3 3 1 2 3 4 2 3 2 3= − − + = − − + = − + = − +  

( )( ) ( )2 2 3 2 3 2 4 3 2= − + = − =  

3) ( )( )3 5 10 2 3 5+ − − ( ) ( ) ( )( )3 5 2. 5 1 3 5 3 5 5 1 6 2 5= + − − = + − −  

( )( ) ( )23 5 5 1 5 1= + − − ( )( )( ) ( )( ) ( )( )2
3 5 5 1 5 1 3 5 5 1 3 5 6 2 5= + − − = + − = + −  

( ) ( ) ( )3 5 2 3 5 2 9 5 8= + − = − = . 

4) ( )( ) ( )( ) ( )( )3 5 10 2 3 5 3 5. 2 5 1 3 5 6 2 5. 5 1 3 5− − + = − − + = − − +   

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )2 2
5 1 . 5 1 3 5 5 1 3 5 6 2 5 3 5 2 3 5 3 5= − − + = − + = − + = − +  

( )2 9 5 8= − =  

5) ( )( )14 6 5 21 5 21− + − ( )( )2 7 3 5 21 5 21= − + −  

( )( )7 3 5 21 10 2 21= − + − ( )( ) ( ) ( ) ( )2 2
7 3 5 21 7 3 7 3 5 21= − + − = − +  

( )( )10 2 21 5 21= − + ( )( ) ( )2 5 21 5 21 2 25 21 8= − + = − =  

6) ( )( )4 15 6 10 4 15− + + ( ) ( )4 15 2 3 5 4 15= − + +  

( )( ) ( )( ) ( )24 15 3 5 8 2 15 4 15 3 5 5 3= − + + = − + +  

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
2

4 15 3 5 4 15 8 2 15 4 15 2 4 15 2 16 15 2= − + = − + = − + = − =  

7) ( )( )2 4 15 10 6 4 15+ − − ( ) ( )2 4 15 2 5 3 4 15= + − −  

( )( ) ( )( ) ( )22 4 15 5 3 8 2 15 2 4 15 5 3 5 3= + − − = + − −  

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )
2

2 4 15 5 3 2 4 15 8 2 15 4 4 15 4 15 4 16 15 4= + − = + − = + − = − =  

8) ( )( )6 2 4 2 3 2 3+ − + ( )( ) ( )( )2 3 1 4 2 3 2 3 3 1 4 2 3 4 2 3= + − + = + − +  

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 2
3 1 4 2 3 3 1 3 1 4 2 3 4 2 3 4 2 3 16 12 4= + − + = + − = + − = − =  
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9) ( ) ( )2
6 2 2. 3 4 2 3 6 2 2. 3 3 1 6 2 2. 3 3 1+ − + = + − + = + − +    

( ) ( )2
6 2 2. 2 3 6 2 4 2 3 6 2. 3 1 6 2. 3 1 6 2 3 2= + − = + − = + − = + − = + −    

( )24 2 3 3 1 3 1= + = + = +  

10) 2 5 10 25 4 6 2 5+ − + − ( ) ( )2
2 5 10 25 4 5 1 2 5 10 25 4 5 1= + − + − = + − + −

( ) ( )2
2 5 10 21 4 5 2 5 10 2 5 1 2 5 10 2 5 1 9 3= + − + = + − + = + − + = =

 
Bài 6:  

1) ( )( )19 3 19 3 19 9 10A = − + = − =  

2) ( )( )10 3 11 3 11 10 100 9.11 1A = − + = − =  

3) ( )( )4 7 . 4 7 4 7 4 7 16 7 9 3A = − + = − + = − = =  

4) ( )2212 3 7 12 3 7 12 3 7 12 3 7A A= − − + ⇒ = − − +  

( )( )2 12 3 7 12 3 7 2 12 3 7 12 3 7 24 2 144 9.7 24 2.9 6A⇒ = − + + − − + = − − = − = 6A⇒ =  

5) 6 2 5 6 2 5A = + + − ( )22 6 2 5 6 2 5A⇒ = + + −  

( )( )2 6 2 5 6 2 5 2 6 2 5 6 2 5 12 2 36 20 12 2. 4 20 20A A⇒ = + + − + + − = + − = + = ⇒ =  

6) 10 2 21 10 2 21A = + − − ( )22 10 2 21 10 2 21A⇒ = + − −  

( )( )2 10 2 21 10 2 21 2 10 2 21 10 2 21 20 2 100 4. 21 20 2. 4 12A⇒ = + + − − + − = − − = − =   

12A⇒ = . 
Bài 7:  

1) 4 9 4 2− + ( ) ( )2 2
4 2 2 1 4 2 2 1 3 2 2 2 1 2 1= − + = − − = − = − = −  

2) 6 2 4 2 3− + ( ) ( ) ( )2 2
6 2 3 1 6 2 3 1 4 2 3 3 1 3 1= − + = − + = − = − = −  

3) ( ) ( ) ( )2 2
17 4 9 4 5 17 4 2 5 17 4 2 5 9 4 5 2 5 5 2− + = − + = − + = − = − = −  

4) 3 13 48+ + ( )23 13 16. 3 3 13 4 3 3 2 3 1 3 2 3 1= + + = + + = + + = + +  

( )23 1 3 1= + = +  

5) ( ) ( ) ( )2 2
48 10 7 4 3 48 10 2 3 48 10 2 3 28 10 3 5 3− + = − + = − + = − = − 5 3= −  
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6) ( ) ( )2 2
5 13 4 3 5 2 3 1 5 2 3 1 4 2 3 3 1 3 1− + = − + = − − = − = − = −  

Bài 8:  

1) 55 5545 20. 5 9. 5 4. 5. 5 3 5 2.5 5 4 5 10
1111

− + = − + = − + = −      

2) ( ) ( )222 222 1 2 1 2 2 1 1
1111

− − = − − = − + =  

3) 8 50 8 50 8.12 50.1224 . 12 . 12 24. 12 . 12 2. 12. 12
3 3 3 3 3 3

 
− + = − + = − +  

 

         

32 12 2 200 16. 2 12 2 100. 2 4 2 12 2 10 2 2 2= − + = − + = − + =   

4) ( ) ( )2214 6 5 7 3 5 7 3 5 7 10 5− + − = − + − = − + = −  

5) ( ) ( )2 33 336 3 1 3 1 6 3 3 1 6 3 3 1 3 6 3 1
1111

+ − − + = + − − = + − − = −  

Bài 9:  

1) 5 2x x+ = . ĐK: 
5 0

0
2 0
x

x
x
+ ≥

⇒ ≥ ≥
. Biến đổi phương trình thành: 

5 2 5x x x+ = ⇒ =  ( thỏa mãn điều kiện). Vậy phương trình có một nghiệm là 5x = . 
 

2) 2 1 1x x− = − . ĐK: 
2 1 0

1
1 0

x
x

x
− ≥

⇒ ≥ − ≥
. Biến đổi phương trình thành: 

2 1 1 0x x x− = − ⇒ =  ( không thỏa mãn điều kiện). Vậy phương trình không có nghiệm. 

3) 2 5 1x x+ = − . ĐK: 
2 5 0 5 1
1 0 2

x
x

x
+ ≥ −

⇒ ≤ ≤ − ≥
. Biến đổi phương trình thành: 

42 5 1
3

x x x −
+ = − ⇒ =  ( thỏa mãn điều kiện). Vậy phương trình có một nghiệm là 4

3
x −
= . 

4) 2 3x x x− = − . ĐK: 
2 0 0

3 0
x x x

x
 − ≥ ⇒ ≤

− ≥
. Biến đổi phương trình thành: 

2 23 3x x x x− = − ⇒ =  nên 3x =  ( không thỏa mãn điều kiện) và 3x = −  ( thỏa mãn điều kiện) 

Vậy phương trình có một nghiệm là 3x = −  

5) 3 1 4 3x x+ = − . ĐK: 
3 1 0 3
4 3 0 4

x
x

x
+ ≥

⇒ ≥ − ≥
. Biến đổi phương trình thành: 

3 1 4 3 4x x x+ = − ⇒ =  ( thỏa mãn). Vậy phương trình có một nghiệm là 4x = . 

6) 2 3 5x x x− = − .  ĐK: 
2 50

33 5 0
x x x
x

 − ≥ ⇒ ≥
− ≥

. Biến đổi phương trình thành: 

( )22 23 5 4 5 0 2 1 0x x x x x x− = − ⇒ − + = ⇒ − + =  ( vô lí). Vậy phương trình không có nghiệm. 

7) 22 3 4 3x x− = − . ĐK: 
2 32 3 0

24 3 0
x x
x

 − ≥ ⇒ ≥
− ≥

. Biến đổi phương trình thành: 

( )2 22 3 4 3 2 4 0 2 2 0x x x x x x− = − ⇒ − = ⇒ − =  nên 0x =  ( không thỏa mãn) hoặc 2x =  ( thỏa 
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mãn). Vậy phương trình có một nghiệm là 2x = . 

8) 2 6 3x x x− − = − . ĐK: 
2 6 0 3

3 0
x x x
x

 − − ≥ ⇒ ≥
− ≥

. Biến đổi phương trình thành: 

( )22 26 3 2 3 0 1 2 0x x x x x x− − = − ⇒ − + = ⇒ − + =  ( không có giá trị nào của x  thỏa mãn).  

Vậy phương trình không có nghiệm. 
Bài 10:  

1) 2 25 5 0x x− − − = . ĐK: 
2 25 0 5

5 0
x x
x

 − ≥ ⇒ ≥
− ≥

. Biến đổi phương trình thành: 

( )( ) ( )5 5 5 0 5 5 1 0x x x x x− + − − = ⇒ − + − =   

Với 5 0 5 0 5x x x− = ⇒ − = ⇒ =  ( thỏa mãn điều kiện) 

Với 5 1 0 5 1 4x x x+ − = ⇒ + = ⇒ = −  ( không thỏa mãn điều kiện) 
Vậy phương trình có một nghiệm là 5x = . 

2) 2 4 3 2 0x x− − − = . ĐK: 
2 4 0 2

2 0
x x
x

 − ≥ ⇒ ≥
− ≥

. Biến đổi phương trình thành: 

( )( ) ( )2 2 3 2 0 2 2 3 0x x x x x− + − − = ⇒ − + − =  

Với 2 0 2 0 2x x x− = ⇒ − = ⇒ =  ( thỏa mãn điều kiện) 

Với 2 3 0 2 9 7x x x+ − = ⇒ + = ⇒ =  ( thỏa mãn điều kiện) 
Vậy phương trình có hai nghiệm là 2x =  và 7x = . 

3) 2 4 2 2 0x x− − + = . ĐK: 
2 4 0 2

2 0
x x
x

 − ≥ ⇒ ≥
+ ≥

. Biến đổi phương trình thành: 

( )( ) ( )2 2 2 2 0 2 2 2 0x x x x x− + − + = ⇒ + − − =  

Với 2 0 2x x+ = ⇒ = −  ( không thỏa mãn điều kiện) 

Với 2 2 0 6x x− − = ⇒ =  ( thỏa mãn điều kiện). Vậy phương trình có một nghiệm là 6x =  

4) 24 9 2 2 3x x− = + . ĐK: 
2 34 9 0

22 3 0
x x
x

 − ≥ ⇒ ≥
+ ≥

. Biến đổi phương trình thành: 

( )( ) ( )2 3 2 3 2 2 3 0 2 3 2 3 2 0x x x x x− + − + = ⇒ + − − =  

Với 32 3 0
2

x x −
+ = ⇒ =  ( không thỏa mãn điều kiện) 

Với 72 3 2 0
2

x x− − = ⇒ =  ( thỏa mãn điều kiện). Vậy phương trình có một nghiệm là 7
2

x = . 

5) 29 4 5 3 2x x− = − . ĐK: 
2 3 39 4 0

2 23 2 0
x x
x

 −− ≥ ⇒ ≤ ≤
− ≥

. Biến đổi phương trình thành: 

( )( ) ( )3 2 3 2 5 3 2 0 3 2 3 2 5 0x x x x x− + − − = ⇒ − + − =  

Với 33 2 0
2

x x− = ⇒ =  ( thỏa mãn điều kiện) 

Với 3 2 5 0 11x x+ − = ⇒ =  ( không thỏa mãn điều kiện) 
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Vậy phương trình có một nghiệm là 3
2

x = . 

6) 22 3 4 0x x− − − = . ĐK: 
2

2 0
2

4 0

x
x

x

− ≥ ⇒ ≥
− ≥

. Biến đổi phương trình thành: 

( )( ) ( )2 3 2 2 0 2 1 3 2 0x x x x x− − − + = ⇒ − − + =  

Với 2 0 2x x− = ⇒ =  ( thỏa mãn điều kiện) 

Với 171 3 2 0
9

x x −
− + = ⇒ =  ( không thỏa mãn điều kiện) 

Vậy phương trình có một nghiệm là 17
9

x −
= . 

7) 22 6 0x x x− − + − = . ĐK: 
2

2 0
2

6 0

x
x

x x

− ≥ ⇒ ≥
+ − ≥

. Biến đổi phương trình thành: 

( )( ) ( )2 2 3 0 2 1 3 0x x x x x− − − + = ⇒ − − + =  

Với 2 0 2x x− = ⇒ =  ( thỏa mãn điều kiện) 

Với 1 3 0 2x x− + = ⇒ = −  ( không thỏa mãn điều kiện). 
Vậy phương trình có một nghiệm là 2x = −  

8) 2 20 4x x x+ − = − . ĐK: 
2 20 0 4

4 0
x x x
x

 + − ≥ ⇒ ≥
− ≥

. Biến đổi phương trình thành: 

( )( ) ( )4 5 4 0 4 5 1 0x x x x x− + − − = ⇒ − + − =  

Với 4 0 4x x− = ⇒ =  ( thỏa mãn điều kiện) 

Với 5 1 0 4x x+ − = ⇒ = −  ( không thỏa mãn điều kiện) 
Vậy phương trình có một nghiệm là 4x =  

9) 23 1 2 1 0x x− + + = . ĐK: 
2 1 0 1

1 0
x x
x

 − ≥ ⇒ ≥
+ ≥

. Biến đổi phương trình thành: 

( )( ) ( )3 1 1 2 1 0 1 3 1 2 0x x x x x⇒ − + + + = ⇒ + − + =  

Với 1 0 1x x+ = ⇒ = −  ( không thỏa mãn điều kiện) 

Với 3 1 2 0x − + =  ( không có giá trị x  thỏa mãn). Vậy phương trình không có nghiệm.  
Bài 11:  

1) 2 4x x− − = .  ĐK: 2 0 2x x− ≥ ⇒ ≥ . Biến đổi phương trình thành: 

2 2 2 0x x− − − − = . Đặt 2x t− =  ( ĐK: 0t ≥ ) thay vào phương trình ta được 

( )( )2 2 0 2 1 0t t t t− − = ⇒ − + =  

Với 2 0 2t t− = ⇒ =  ( thỏa mãn) 2 2 6x x− = ⇒ =  ( thỏa mãn) 
Với 1 0 1t t+ = ⇒ = −  ( không thỏa mãn). 
Vậy phương trình có một nghiệm là 6x = . 

2) 2 2 1x x+ + = . ĐK: 2 0 2x x+ ≥ ⇒ ≥ − . Biến đổi phương trình thành: 

2 2 2 3 0x x+ + + − = . Đặt 2x t+ =  ( ĐK: 0t ≥ ) thay vào phương trình ta được 

( )( )2 2 3 0 3 1 0t t t t+ − = ⇒ + − =  
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Với 3 0 3t t+ = ⇒ = −  ( không thỏa mãn) 
Với 1 0 1t t− = ⇒ =  ( thỏa mãn). Khi đó 2 1 1x x+ = ⇒ = −  ( thỏa mãn) 
Vậy phương trình có một nghiệm là 1x = − . 

3) 4 5 2x x+ = − . ĐK 2 0 2x x− ≥ ⇒ ≥ . Biến đổi phương trình thành: 

2 5 2 6 0x x− − − + = . Đặt 2x t− =  ( ĐK: 0t ≥ ) thay vào phương trình ta được 

( )( )2 5 6 0 2 3 0t t t t− + = ⇒ − − =  

Với 2 0 2t t− = ⇒ =  ( thỏa mãn điều kiện). Khi đó 2 2 6x x− = ⇒ =  ( thỏa mãn) 

Với 3 0 3t t− = ⇒ =  ( thỏa mãn điều kiện). Khi đó 2 3 11x x− = ⇒ =  ( thỏa mãn) 
Vậy phương trình có hai nghiệm là 6x =  và 11x =  

4) 1 5 0x x− − + = . ĐK: 5 0 5x x+ ≥ ⇒ ≥ − . Biến đổi phương trình thành: 

5 5 6 0x x+ − + − = . Đặt 5x t+ =  ( ĐK: 0t ≥ ) thay vào phương trình ta được 

( )( )2 6 0 3 2 0t t t t− − = ⇒ − + =  

Với 3 0 3t t− = ⇒ =  ( thỏa mãn). Khi đó 5 3 4x x+ = ⇒ =  ( thỏa mãn) 
Với 2 0 2t t+ = ⇒ = −  ( không thỏa mãn). Vậy phương trình có một nghiệm là 4x = . 

5) 3 2 12 0x x− − − = . ĐK: 2 0 2x x− ≥ ⇒ ≥ . Biến đổi phương trình thành: 

2 3 2 10 0x x− − − − = . Đặt 2x t− =  ( ĐK: 0t ≥ ) Thay vào phương trình ta được 

( )( )2 3 10 0 5 2 0t t t t− − = ⇒ − + =  

Với 5 0 5t t− = ⇒ =  ( thỏa mãn). Khi đó 2 5 27x x− = ⇒ =  ( thỏa mãn) 
Với 2 0 2t t+ = ⇒ = −  ( không thỏa mãn). Vậy phương trình có một nghiệm là 27x = . 

6) 7 2 10 0x x− − + = . ĐK: 2 0 2x x− ≥ ⇒ ≥ . Biến đổi phương trình thành: 

2 7 2 12 0x x− − − + = . Đặt 2x t− =  ( ĐK: 0t ≥ ) thay vào phương trình ta được 

( )( )2 7 12 0 3 4 0t t t t− + = ⇒ − − =  

Với 3 0 3t t− = ⇒ =  ( thỏa mãn). Khi đó 2 3 11x x− = ⇒ =  ( thỏa mãn) 

Với 4 0 4t t− = ⇒ =  ( thỏa mãn). Khi đó 2 4 18x x− = ⇒ =  ( thỏa mãn) 
Vậy phương trình có hai nghiệm là 11x =  và 18x = . 

7) 2 1 1 0x x+ − + = . ĐK: 12 1 0
2

x x −
+ ≥ ⇒ ≥ . Biến đổi phương trình thành: 

2 2 1 2 2 0 2 1 2 2 1 3 0x x x x+ − + = ⇒ + − + − = . Đặt 2 1x t+ =  ( ĐK: 0t ≥ ) 

Thay vào phương trình ta được ( )( )2 2 3 0 3 1 0t t t t− − = ⇒ − + =  

Với 3 0 3t t− = ⇒ =  ( thỏa mãn). Khi đó 2 1 3 4x x+ = ⇒ =  ( thỏa mãn) 
Với 1 0 1t t+ = ⇒ = −  ( không thỏa mãn) 
Vậy phương trình có một nghiệm là 4x = . 

8) 2 27 6x x+ − = . ĐK: 72 7 0
2

x x −
+ ≥ ⇒ ≥ . Biến đổi phương trình thành: 

2 27 6 0 2 27 2 2 27 15 0x x x x− + + = ⇒ + − + − = . Đặt 2 27x t+ =  ( ĐK: 0t ≥ ) 

Thay vào phương trình ta được ( )( )2 2 15 0 3 5 0t t t t− − = ⇒ + − =  

Với 3 0 3t t+ = ⇒ = −  ( không thỏa mãn) 
Với 5 0 5t t− = ⇒ =  ( thỏa mãn). Khi đó 2 27 5 1x x+ = ⇒ = −  ( thỏa mãn) 
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Vậy phương trình có nghiệm là 1x = − . 
Bài 12:  

1) 2 2 3 5 3 7x x x x+ − + = + . ĐK: 2 3 5 0x x− + ≥ . Biến đổi phương trình thành: 
2 23 5 3 5 12 0x x x x− + + − + − = . Đặt 2 3 5x x t− + =  ( ĐK: 0t ≥ ) 

Thay vào phương trình ta được ( )( )2 12 0 3 4 0t t t t+ − = ⇒ − + =  

Với 3 0 3t t− = ⇒ =  ( thỏa mãn). Khi đó ( )( )2 23 5 3 3 4 0 1 4 0x x x x x x− + = ⇒ − − = ⇒ + − =  

 Nên 1x = −  ( thỏa mãn) hoặc 4x =  ( thỏa mãn) 
Với 4 0 4t t+ = ⇒ = −  ( không thỏa mãn) 
Vậy phương trình có hai nghiệm là 1x = −  và 4x = . 

2) 2 22 3 3 3x x x x+ − + = . ĐK: 2 3 3 0x x− + ≥ . Biến đổi phương trình thành: 
2 23 3 2 3 3 3 0x x x x− + + − + − = . Đặt 2 3 3x x t− + =  ( ĐK: 0t ≥ ) 

Thay vào phương trình ta được ( )( )2 2 3 0 1 3 0t t t t+ − = ⇒ − + =  

Với 1 0 1t t− = ⇒ =  ( thỏa mãn). Khi đó ( )( )2 23 3 1 3 2 0 1 2 0x x x x x x− + = ⇒ − + = ⇒ − − =  

 Nên 1x =  ( thỏa mãn) hoặc 2x =  ( thỏa mãn) 
Với 3 0 3t t+ = ⇒ = −  ( không thỏa mãn). 
Vậy phương trình có hai nghiệm là 1x =  và 2x = . 

3) 2 24 6 2 8 12x x x x− − = − + . ĐK: 22 8 12 0x x− + ≥ . Biến đổi phương trình thành: 
2 22 8 12 2 2 8 12 24 0x x x x− + − − + − = . Đặt 22 8 12x x t− + =  ( ĐK: 0t ≥ ) 

Thay vào phương trình ta được ( )( )2 2 24 0 4 6 0t t t t− − = ⇒ + − =  

Với 4 0 4t t+ = ⇒ = −  ( không thỏa mãn) 
Với 6 0 6t t− = ⇒ =  ( thỏa mãn).  

Khi đó ( )( )2 2 22 8 12 6 2 8 24 0 4 12 0 2 6 0x x x x x x x x− + = ⇒ − − = ⇒ − − = ⇒ + − =  

 Nên 2x = −  ( thỏa mãn) hoặc 6x =  ( thỏa mãn) 
Vậy phương trình có hai nghiệm là 2x = −  và 6x = . 

4) 2 22 6 12 7 0x x x x− + − + = . ĐK: 26 12 7 0x x− + ≥ . Biến đổi phương trình thành: 
2 26 12 7 6 6 12 7 7 0x x x x⇒ − + − − + − = . Đặt 26 12 7x x t− + =  ( ĐK: 0t ≥ ) 

Thay vào phương trình ta được ( )( )2 6 7 0 1 7 0t t t t− − = ⇒ + − =  

Với 1 0 1t t+ = ⇒ = −  ( không thỏa mãn) 
Với 7 0 7t t− = ⇒ =  ( thỏa mãn). Khi đó 

2 2 26 12 7 7 6 12 42 0 2 7 0x x x x x x− + = ⇒ − − = ⇒ − − = ( )21 8x⇒ − =  

 Nên 1 8 8 1x x− = ⇒ = +  ( thỏa mãn) hoặc 1 8 1 8x x− = − ⇒ = −  ( thỏa mãn) 

Vậy phương trình có hai nghiệm là 1 8x = +  và 1 8x = −  

5) 2 24 12 5 4 12 11 15 0x x x x− − − + + = . ĐK: 24 12 11 0x x− + ≥ . Biến đổi phương trình thành: 
2 24 12 11 5 4 12 11 4 0x x x x− + − − + + = . Đặt 24 12 11x x t− + =  ( ĐK: 0t ≥ ) 

Thay vào phương trình ta được ( )( )2 5 4 0 1 4 0t t t t− + = ⇒ − − =  

Với 1 0 1t t− = ⇒ =  ( thỏa mãn). Khi đó 2 24 12 11 1 4 12 10 0x x x x− + = ⇒ − + =  ( không có giá trị 
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x  thỏa mãn). 

Với 4 0 4t t− = ⇒ =  ( thỏa mãn). Khi đó ( )22 24 12 11 4 4 12 5 0 2 3 14x x x x x− + = ⇒ − − = ⇒ − =  

 Nên 3 14
2

x +
=  ( thỏa mãn) hoặc 3 14

2
x −
=  ( thỏa mãn) 

Vậy phương trình có hai nghiệm là 3 14
2

x +
=  và 3 14

2
x −
=  

6) ( )( )23 3 5 2x x x x+ = + − . ĐK: 2 3 0x x+ ≥ . Biến đổi phương trình thành: 

2 23 3 3 10 0x x x x+ + + + = . Đặt 2 3x x t+ =  ( ĐK: 0t ≥ ) 

Thay vào phương trình ta được ( )( )2 3 10 0 5 2 0t t t t+ − = ⇒ + − =  

Với 5 0 5t t+ = ⇒ = −  ( không thỏa mãn) 

Với 2 0 2t t− = ⇒ =  ( thỏa mãn). Khi đó ( )( )2 23 2 3 4 0 1 4 0x x x x x x+ = ⇒ + − = ⇒ − + =  

 Nên 1x =  ( thỏa mãn) hoặc 4x = −  ( thỏa mãn) 
Vậy phương trình có hai nghiệm là 1x =  và 4x = − . 

7) 2( 1)( 4) 3 5 2 6x x x x+ + − + + = . ĐK: 2 5 2 0x x+ + ≥ . Biến đổi phương trình thành: 
2 25 2 3 5 2 4 0x x x x+ + − + + − = . Đặt 2 5 2x x t+ + =  ( ĐK: 0t ≥ ) 

Thay vào phương trình ta được ( )( )2 3 4 0 1 4 0t t t t− − = ⇒ + − =  

Với 1 0 1t t+ = ⇒ = −  ( không thỏa mãn) 

Với 4 0 4t t− = ⇒ =  ( thỏa mãn). Khi đó ( )( )2 25 2 4 5 14 0 2 7 0x x x x x x+ + = ⇒ + − = ⇒ − + =  

 Nên 2x =  ( thỏa mãn) hoặc 7x = −  ( thỏa mãn) 
Vậy phương trình có hai nghiệm là 2x =  và 7x = −  
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Bài 9. Biến đổi đơn giản và rút gọn biểu thức chứa căn thức bậc hai. 
 
B. BÀI TẬP VẬN DỤNG. 
Bài 1:  

1) 45 20 180+ −  

3 5 2 5 6 5 5= + − = −  

2) 5 3 12 27+ −  

5 3 2 3 3 3 4 3= + − =  

3) 12 5 3 48+ −  

2 3 5 3 4 3 3 3= + − =  

4) 12 75 27+ −  

2 3 5 3 3 3 4 3= + − =  

5) 3 5 20 7 5+ −  

3 5 2 5 7 5 2 5= + − = −  

6) 32 2 18 4 50− +  

4 2 6 2 20 2 18 2= − + =  

7) 5 18 2 50 72− +  

15 2 10 2 6 2 11 2= − + =  

8) 2 32 3 98 6 200− −  

8 2 21 2 60 2 73 2= − − = −  

9) 3 2 8 50+ −  

3 2 2 2 5 2 0= + − =  

10) 5 5 20 3 45+ −  

5 5 2 5 9 5 2 5= + − = −  

11) 2 32 4 8 5 18+ −  

8 2 8 2 15 2 2= + − =  

12) 2 18 7 2 162− +  

6 2 7 2 9 2 8 2= − + =  

13) 2 48 3 75 27− +  

8 3 15 3 3 3 4 3= − + = −  

14) 2 8 3 18 50+ −  

4 2 9 2 5 2 8 2= + − =  

15) 5 27 3 3 2 48− +  

15 3 3 3 8 3 20 3= − + =  

16) 3 2 2 50 5 32− +  

3 2 10 2 20 2 13 2= − + =  

17) 20 2 45 15 5+ −  

2 5 6 5 15 5 7 5= + − = −  

18) 4 5 3 20 45− +  

4 5 6 5 3 5 5= − + =  

19) 3 20 2 45 4 5− +  

6 5 6 5 4 5 4 5= − + =  

20) 2 5 3 45 500− +  

2 5 9 5 10 5 3 5= − + =  

21) 3 12 4 27 5 48− +  

6 3 12 3 20 3 14 3= − + =  

22) 98 50 2 8 18+ − +  

7 2 5 2 4 2 3 2 11 2= + − + =  

23) 5 48 5 27 45− + −  

5 4 3 15 3 3 5 11 3 2 5= − + − = −  

24) 2 3 48 75 243+ − −  

2 3 4 3 5 3 9 3 8 3= + − − = −  

25) 50 32 3 18 4 8+ − +  

5 2 4 2 9 2 8 2 8 2= + − + =  

26) 3 2 4 18 2 32 50− + −  

3 2 12 2 8 2 5 2 6 2= − + − = −  
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Bài 2:  
1) 2 75 5 27 192 4 48− − +  

10 3 15 3 8 3 16 3 3 3= − − + =  

2) 2 48 4 27 75 2 3+ + +  

8 3 12 3 5 3 2 3 27 3= + + + =  

3) 5 12 3 27 2 108 192+ − −  

10 3 9 3 12 3 8 3 3= + − − = −  

4) 4 12 108 8 3 7 4 3+ − + −  

( )28 3 6 3 8 3 2 3 5 3 2= + − + − = +  

5) 3 45 7 125 500 16 9 4 5− + + −  

( )29 5 35 5 10 5 16 5 2= − + + − 32= −  

6) 15 18 3 32 50
5

A = − +  

15 2 12 2 2 4 2= − + =  

Bài 3:  

1) 3 3 5
55

=  2) 5 5 10 10
10 210

= =  

3) 3 3 5
102 5

=  4) 5 5 3
62 3

=  

5) 
( )2 3 12 3 1
3 13 1

+
= = +

−−
 6) 

( ) ( )
3 3 23 3 2 3

3 43 2

−
= = −

−+
 

7) 
( ) ( )3 2 3 1 3 2 3 13 2
3 1 23 1

− −
= =

−+
 8) 

( ) ( )3 2 5 3 3 2 3 53 2
5 9 45 3

− −
= =

−+
 

9) 
( ) ( )

2 6 52 2 6 5
6 56 5

+
= +

−−
 10) 1 3 2 3 2

3 23 2
−

= = −
−+

 

11) 
( )3 10 73 10 7

10 710 7

−
= = −

−+
 12) 

( ) ( )2 7 2 2 7 24
7 2 57 2

− + − +−
= =

−−
 

13) 
( )22 12 1 3 2 2

2 12 1

++
= = +

−−
 14) 

( )22 32 3 7 4 3
4 32 3

++
= = +

−−
 

15) 
( )( )3 3 4 2 3 13 3 4 22 11 3 2 3

12 1 112 3 1

− −− −
= = = −

−+
 

16) 
( )( )15 12 5 215 12 75 2 15 60 2 12 5 5 4 3

5 45 2

− +−
= = + − − = −

−−
 

17) 
( )25 35 3 8 2 15 4 15

5 3 25 3

++ +
= = = +

−−
 

18) 
( )( )3 2 2 3 2 33 2 2 3 6 3 6 2 6 6 6

2 3 12 3

− +− + − −
= = = −

− −−
 

19) 
( )( )8 5 2 2 58 5 2 16 40 2 10 5 13 4 10

8 5 3 32 2 5

+ ++ + + + +
= = =

−−
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20) 
( )( )10 5 2 15 310 5 20 15 10 3 2 75 15 19 15

57 57 572 15 3

+ −+ − + −
= = =

+
 

Bài 4:  

1) 
( )

( )( )
3 1 3 11 1 2 1

3 13 1 3 1 3 1 3 1
A

+ − −
= − = = =

−− + − +
 

2) 1 1 3 2 3 2 2 3
3 23 2 3 2

A + + −
= + = =

−− +
 

3) 1 1 2 3 2 3 4
4 32 3 2 3

A − + +
= + = =

−+ −
 

4) 
( )5 3 5 31 1 2 3 3

5 3 25 3 5 3
A

− − + −
= − = = = −

−+ −
 

5) 
( ) ( )2 10 3 2 10 32 2 4 10

10 910 3 10 3
A

+ + −
= + = =

−− +
 

6) 1 1 5 2 3 5 2 3 10
25 4.3 135 2 3 5 2 3

A − + +
= + = =

−+ −  
 

7) 
( )2 7 2 71 1 2 7 2 7

2 7 5 52 7 2 7
A

+ − − −
= − = = =

− −− +
 

8) 
( )( ) ( ) ( )25 2 5 5 25 2 5 6 2 5 5 1 5 5 10 2 25 4 5 5 1

5 45 2
A

− +−
= − − = − − = + − − − −

−−
1=  

9) 
( )4 5 34 20 2 5 2 5 2 3 2 5 2 3

5 35 3
A

−
= − = − = − − = −

−+
 

10) 
( ) ( )7 5 1 12 7 135 7 12 7 2 7 2 3 7 2

7 15 1 7 1 5 1
A

− +−
= + = + = + + = +

−− − −
 

11) 
( )5 2 11 10 5 5 2 5 2 5 2

5 45 2 1 2 1 2
A

−− +
= + = + = + − =

−− − −
 

12) 
( ) ( ) ( )

6 3 3 3 3 227 3 2 6 3 3 3 2 3 3 3
9 33 2 3 3 3 2 3 2

A
− −− −

= − = − = − − =
−− + − −

 

13) 
( ) ( ) ( )

8 5 1 5 2 58 2 5 55 5 5 2 5 1 5 2
5 15 1 2 5 2 5

A
− −−

= − + = − + = − − + =
−+ − −

 

14) ( ) ( ) ( )2 3 2 16 3 1 3 3 1 3 3 1 1
2 1 2 1

A
−−

= − − = − − = − + =
− −

 

15) ( ) ( ) ( )2 4 5 345 3 3 5 3 5 5 3 2 5
5 95 3

A
+

= − + = − + = − − + = −
−−

 

16) ( ) ( )2 5 5 25 2 5 3 5 3 5 5
5 5

A
++

= + − = + − =  
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17) ( )24 2 5
5 1

A = − −
−

( )4 5 1
5 2 5 1 5 2 3

5 1

+
= − + = + − + =

−
 

18)  

19) ( ) ( )2 3 5 115 32 3 3 2 3 2 3 2
5 1 5 1

A
−−

= − − = − − = − − = −
− −

 

20) ( ) ( )2 3 5 115 3 1 3 2 3 3 1 3 3 1 2 3 1
5 1 5 1

A
−−

= + − − = + − = + − = −
− −

 

21) 
( ) ( )3 7 5 2 3 121 15 248 4 3 4 3 3 3 1 4 3 1

3 17 5 3 1 7 5
A

− −−
= − + = − + = − + − = −

−− + −
 

22) ( ) ( ) ( )2 6 3 161 3 12 3 1 2 3 3 3 1 3 3 1 4
3 13 1

A
+

= − + − = − + − = − − + = −
−−

 

23) 
( )2 3 31 2 2 2 3 12 3 3 3 3 32 3

4 3 6 9 3 3 3 32 3 6 3 3
A

−− − −
= + − = + − = − + − =

− −+ +
 

24) 
( ) ( )2 6 2 2 6 22 2 5 5 6 4 6 5 6 17 6

6 4 6 2 6 66 2 6 2 6
A

+ + −
= + + = + = + =

−− +
 

25) 
( ) ( ) ( )

4 3 1 6 3 34 1 6 3 2 2 3 1 3 2 3 3 7
3 1 3 4 3 93 1 3 2 3 3

A
− ++

= + + = + + = − − − − − = −
− − −+ − −

 

26) 
( ) ( )2 3 1 6 3 32 1 6 3 2 3 1 3 2 3 3 3 4
3 1 3 4 3 93 1 3 2 3 3

A
− −+

= − + = − + = − + + − + = +
− − −+ − +

 

27) ( ) ( ) ( )3 3 2 2 2 2 33 2 3 2 2 4 6 22 3 2 3
2 9 73 2 3 3

A
+ −+ −

= + − + = + − − = −
−+

 

28) 
( ) ( ) ( )2

2 3 3 1 2 5 36 2 3 2 8 2 15 5 3
5 33 1 5 3 3 1

A
+ −+

= − + − = − + −
−+ − +

 

( )2 3 5 3 5 3 2 3= − − + − =  

29) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 3 2 7 3 112 16 21 7 2 7 7 2 2 7
3 2 3 1 3 2 3 1

A
− +− +

= + + − = + + − =
− + − +

 

30) ( ) ( )2 2 3 12 27 3 1 3 3 4 2 3 5
3 13 1

A
+

= − + + = − + + =
−−

 

31) 
( ) ( ) ( )2

9 10 1 5 10 19 5 2 5 11 2 10 10 1
10 110 1 5 5

A
+ −−

= + + − = + + −
−−

 

10 1 10 1 10 1 3 10 1= + + − + − = +  

32) 
( ) ( )2 2 2 2 3 5 31 1 15 3 3 2 3

4 22 2 2 2 3 5 3 5
A

+ − − −−
= − + = + = −

−− + − −
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33) 
( ) ( ) ( ) ( )

4 7 3 2 1 3 7 7 14 2 7 7 7 3 1 3 7
7 3 1 37 3 1 3 7 1 7 1

A
+ + ++

= + − = + − = + − + −
− −− − + +

 

1= −  

34) 
( ) ( ) ( )7 12 5 3 2 5 5 6 2 57 3 6 5 10

12 5 4 512 5 2 5 5 5
A

+ + ++
= + + = + +

− −− −
 

2 3 5 6 3 5 6 2 5 2 3= + − − + + =  

35) ( )2 6 1 2 3. 3 5 3. 33 1 15 1 3 1 1 3 2 3 5 3 2 3
33 3 3

A = − + − + = − + − + = + − = −
   

36) ( ) ( ) ( )22 5 2 110 5 2 .5 5 2 2 5 5 2 2
2 1 2 1

A
−−

= − − + − = − + − = −
− −

  

37) ( ) ( ) ( )2 8 5 1820 45 3 5 2 5 3 5 3 5 1
5 15 1

A
+

= − + − + = − + − + = −
−−

 

38) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
15 6 1 2 6 2 6 3 615 2 6 2 6 7 2 6 7

6 1 6 4 9 66 1 6 2 3 6
A

 − + +   = + − + = + − +   − − −+ − −   
 

( ) ( ) ( ) ( )( )3 6 1 6 2 2 3 6 2 6 7 2 6 7 2 6 7 24 49 25 = − + + − + + = − + = − = −   

39) 
( ) ( )2 2
2 3 2 32 3 2 3 7 4 3 7 4 3 14

4 32 3 2 3
A

+ + −+ −
= + = = + + − =

−− +
 

40) 
( ) ( )2 2

5 3 5 35 3 5 3 8 2 15 8 2 15 16
5 35 3 5 3

A
− + +− +

= + = = − + + =
−+ −

 

41) 
( ) ( )

( )( )

2 2
3 5 3 53 5 3 5 3 5 3 5 3 5 3 5 6 3

23 5 3 5 9 53 5 3 5 3 5 3 5
A

+ + −+ − + − + + −
= + = + = = = =

− + −− + − +
 

42) 
( ) ( )

( )( )

2 2
2 3 2 32 3 2 3 2 3 2 3 2 3 2 3 4

2 3 2 3 4 32 3 2 3 2 3 2 3
A

+ + −+ − + − + + −
= + = + = = =

− + −− + − +
 

Bài 5:  

1) 
( ) ( )2 2

6 6 6 6 6 6
4 3 1 4 3 14 4 2 3 4 4 2 3 4 3 1 4 3 1

A = − = − = −
+ − − ++ − − − + − − −

 

( ) ( )6 3 3 6 5 36 6 15 3 3 33 11 3 15 3 3 18 14 33 3
9 3 25 3 11 11 113 3 5 3

− + + − − − −
= − = − = − − = =

− −+ −
 

2) 
( )

1 1 2 2 3 2 2 3 2 2
32 2 32 2 3 2 2 3

A − − + + +
= + = =

− −+ + − −
 

3) 2 3 2 3 2 3 2 3
22 2 3 2 2 3 2 4 2 3 2 4 2 3

AA + − + −
= + ⇒ = +

+ + − − + + − −
 



 

   28 
 

( ) ( )
( )( ) ( )( )

2 2

2 3 3 3 2 3 3 32 3 2 3 2 3 2 3
9 33 3 3 32 3 1 2 3 1

+ − + − ++ − + −
= + = + =

−+ −+ + − −
 

( ) ( )6 3 3 6 3 3
1

6

+ − + − −
= = . Vậy 2A = . 

4) 3 5 3 5 3 5 3 5
22 3 5 2 3 5 2 6 2 5 2 6 2 5

AA + − + −
= + ⇒ = +

+ + − − + + − −
 

( ) ( )2 2

3 5 3 5 3 5 3 5 2
3 5 3 52 5 1 2 5 1

+ − + −
= + = + =

+ −+ + − −
 

Bài 6:  

1) 1 1 4.
2 2

xA
x x x

− = + − + 
. ĐKXĐ: 0, 4x x> ≠   

( ) ( )
( )( )

2 2 4 2 4. . 2
42 2

x x x x xA
xx xx x

 + + − − − = = =
  −− + 

  . 

2) 1 1 :
42 2

xA
xx x

 = +  −+ − 
. ĐKXĐ: 0, 4x x≥ ≠   

( ) ( )
( )( )

2 2 4 2 4. . 2
42 2

x x x x xA
xx xx x

 − + + − − = = =
  −+ − 

   ( ĐK: 0x ≠ ) 

3) 3 12 1
3 1

x x xA
x x

 + − = − +   + −  
. ĐKXĐ: 0, 1x x≥ ≠   

( )3 2 3 1 1 6 2
3 1 3 1

x x x x x x x x xA
x x x x

 + − +     − + − + − + − = =         + − + −     
 

( )( ) ( )( ) ( )( )
3 2 2 1

. 2 2 4
3 1

x x x x
x x x

x x

+ − + −
= = − + = −

+ −
  

4) 
21 1 21

11 1
a aA

aa a
 − +  = + −    ++ −   

. ĐKXĐ: 0, 1a a≥ ≠   

( ) ( )
( )( )

2 2
2 21 1 1 2 2 1 2 1 1.

1 1 11 1

a a a a a a a aA
a a aa a

 − + + + − − + + + + −    = =     + − +   + −  

  

( )
( )

( )2

2
1 2 12 2 .

1 11

a aa
a aa

− −+
= =

− ++
  

5) 2 2 4
2 2

a aA a
a a a

 − +  = − −   + −   
. ĐKXĐ: 0, 4a a> ≠   
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( ) ( )
( )( )

( )2 2
2 2 4 4 4 44 4. .

42 2

a a a a a aa aA
aa aa a

 − − + − + − + +− − = =  −+ −  

  8 8a
a

−
= = −  

6) 
25 3 3 1 2 8

42 2
x x x xA

xx x
− + + +

= + −
−− +

. ĐKXĐ: 0, 4x x≥ ≠   

( )( ) ( )( ) ( )
( )( )

( )2 225 3 2 3 1 2 2 8 48 16 4
4 42 2

x x x x x x xx xA x
x xx x

− + + + − − + + − −− + −
= = = = −

− −− +
 

7) 3 1 :
9 3 3

x xA
x x x
+ = + − + + 

. ĐKXĐ: 0, 9x x≥ ≠   

( )( )
( )13 3 3 1 1. .

3 33 3

x xx x x xA
x x x xx x

++ + − + +
= = =

− −− +
   ( ĐK: 0x ≠ ) 

8) 2 2 4 4:
1 1

x xA
x x x x

+ = + − − − 
.  ĐKXĐ: 0, 1x x> ≠   

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 1 2 2 1. .

1 1 4 1 1 4 1
x x x x x xA

x x x x x x x x

  − + − = + =
 − − + − + 

  
( )

( )
2 1 1 1.

24 1

x x

x x

+
= =

+
  

9) 1 1:
42 2

xA
xx x

 
= −  −− + 

. ĐKXĐ: 0, 4x x≥ ≠  . 

( )( ) ( )2 2. 2
22 2

x xA x
xx x

 + − = + =
  −− + 

 . 

10) 5 5 2 3
16 4 4

xA
x x x
−

= − +
− − +

. ĐKXĐ: 0, 16x x≥ ≠  . 

( ) ( )
( )( )

5 5 2 4 3 4 1
164 4

x x x
A

xx x

− + + + −
= =

−− +
. 

11) 3 5 4
11 1

xA
xx x

+
= + +

−+ −
. ĐKXĐ: 0, 1x x≥ ≠  . 

( )( ) ( )
( )( )

( )( )
( )( )

3 1 5 1 4 1 6 6
11 1 1 1

x x x x x xA
xx x x x

+ − + + + + + +
= = =

−− + − +
. 

12) 2 15 4
9 42 3 2 3

x x xA
xx x

− −
= + +

−− +
. ĐKXĐ: 90,

4
x x≥ ≠  . 

( ) ( )( )
( )( )

2 3 2 2 3 4 15 4 9 1
4 92 3 2 3

x x x x x xA
xx x

+ + − − + − −
= = =

−− +
. 

13) 1 4 4.
11 2 1

x xA
xx x

  −
= +  −− + 

 . ĐKXĐ: 0, 1x x≥ ≠   
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( )( )
( )4 11 4.
2 1 11 1

xx xA
x xx x

−+ +
= =

+ +− +
  

Bài 7:  

1) ( )4 3 9 27 10x x− + − = . ĐKXĐ: 3 0 3x x− ≥ ⇒ ≥ . Biến đổi phương trình thành: 

2 2 3 3 10 5 3 10 3 2 3 4 7x x x x x x− + − = ⇒ − = ⇒ − = ⇒ − = ⇒ =  ( thỏa mãn) 

Vậy phương trình có một nghiệm là 7x = . 

2) 16 16 9 9 1x x+ − + = .  ĐKXĐ: 1 0 1x x+ ≥ ⇒ ≥ − . Biến đổi phương trình thành: 

( ) ( )16 1 9 1 1 4 1 3 1 1 1 1 1 1 0x x x x x x x+ − + = ⇒ + − + = ⇒ + = ⇒ + = ⇒ =  ( thỏa mãn) 

3) 4 8 6 2x x− = − − . ĐKXĐ: 2 0 2x x− ≥ ⇒ ≥ . Biến đổi phương trình thành: 

2 2 2 6 3 2 6 2 2 6x x x x x⇒ − + − = ⇒ − = ⇒ − = ⇒ =  ( thỏa mãn) 

Vậy phương trình có một nghiệm là 6x =  

4) 4 12 10 9 27x x− = − − . ĐKXĐ: 3 0 3x x− ≥ ⇒ ≥ . Biến đổi phương trình thành: 

2 3 3 3 10 5 3 10 3 2 7x x x x x− + − = ⇒ − = ⇒ − = ⇒ =  ( thỏa mãn) 

Vậy phương trình có một nghiệm là 7x =  

5) 5 5 9 45 16x x− + − = . ĐKXĐ: 5 0 5x x− ≥ ⇒ ≥ . Biến đổi phương trình thành: 

5 5 3 5 16 8 5 16 5 2 9x x x x x− + − = ⇒ − = ⇒ − = ⇒ =  ( thỏa mãn) 

Vậy phương trình có một nghiệm là 9x =  

6) ( ) ( )4 1 3 9 1 3 10x x− + − = .  ĐKXĐ: 11 3 0
3

x x− ≥ ⇒ ≤ . Biến đổi phương trình thành: 

2 1 3 3 1 3 10 5 1 3 10 1 3 2 1 3 4 1x x x x x x− + − = ⇒ − = ⇒ − = ⇒ − = ⇒ = −  ( thỏa mãn) 
Vậy phương trình có một nghiệm là 1x = −  

7) 14 8 9 18 15
3

x x− + − = . ĐKXĐ: 2 0 2x x− ≥ ⇒ ≥ . Biến đổi phương trình thành: 

12 2 .9 2 15 5 2 15 2 3 2 9 11
3

x x x x x x− + − = ⇒ − = ⇒ − = ⇒ − = ⇒ =  ( thỏa mãn). 

Vậy phương trình có một nghiệm là 11x =  
8) 1 4 4 9 9 5x x x− − − + − = . ĐKXĐ: 1 0 1x x− ≥ ⇒ ≥ . Biến đổi phương trình thành: 

5 25 291 2 1 3 1 5 2 1 5 1 1
2 4 4

x x x x x x x− − − + − = ⇒ − = ⇒ − = ⇒ − = ⇒ =  ( thỏa mãn) 

Vậy phương trình có một nghiệm là 29
4

x = . 

9) 5 5 9 45 4 20 18x x x− + − − − = . ĐKXĐ: 5 0 5x x− ≥ ⇒ ≥ . Biến đổi phương trình thành: 

5 5 3 5 2 5 18 6 5 18 5 3 5 9 14x x x x x x x− + − − − = ⇒ − = ⇒ − = ⇒ − = ⇒ =  ( thỏa mãn) 

Vậy phương trình có một nghiệm là 14x = . 

10) 6 5 9 45 2 4 20 25x x x− + − − − = . ĐKXĐ: 5 0 5x x− ≥ ⇒ ≥ . Biến đổi phương trình thành: 
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6 5 3 5 4 5 25 5 5 25 5 5 5 25 30x x x x x x x− + − − − = ⇒ − = ⇒ − = ⇒ − = ⇒ =  ( thỏa mãn) 

Vậy phương trình có một nghiệm là 30x = .  

11) 4 4 2 9 9 1 15x x x+ − + = + − . ĐKXĐ: 1 0 1x x+ ≥ ⇒ ≥ − . Biến đổi phương trình thành: 

2 1 6 1 1 15 5 1 15 1 3 1 9 8x x x x x x x+ − + − + = − ⇒ − + = − ⇒ + = ⇒ + = ⇒ =  ( thỏa mãn) 

Vậy phương trình có một nghiệm là 8x = . 

12) 7 5 6 4 20 3 9 45 12x x x− − − + − = . ĐKXĐ: 5 0 5x x− ≥ ⇒ ≥ . Biến đổi phương trình thành: 

7 5 12 5 9 5 12 4 5 12 5 3 5 9 14x x x x x x x− − − + − = ⇒ − = ⇒ − = ⇒ − = ⇒ =  ( thỏa mãn) 

Vậy phương trình có một nghiệm là 14x = . 

13) 3 4 4 16 15 16 64x x x+ − + = − + . ĐKXĐ: 4 0 4x x+ ≥ ⇒ ≥ − . Biến đổi phương trình thành: 

3 4 2 4 4 4 15 5 4 15 4 3 4 9 5x x x x x x x+ − + + + = ⇒ + = ⇒ + = ⇒ + = ⇒ =  ( thỏa mãn) 

Vậy phương trình có một nghiệm là 5x = . 

14) 7 5 9 45 4 20 6x x x− − − + − = . ĐKXĐ: 5 0 5x x− ≥ ⇒ ≥ . Biến đổi phương trình thành: 

7 5 3 5 2 5 6 6 5 6 5 1 5 1 6x x x x x x x− − − + − = ⇒ − = ⇒ − = ⇒ − = ⇒ =  ( thỏa mãn) 

Vậy phương trình có một nghiệm là 6x =  

15) 1 4 4 25 25 2 0x x x− + − − − + = . ĐKXĐ: 1 0 1x x− ≥ ⇒ ≥ . Biến đổi phương trình thành: 

1 2 1 5 1 2 2 1 2 1 1 1 1 2x x x x x x x− + − − − = − ⇒ − − = − ⇒ − = ⇒ − = ⇒ =  ( thỏa mãn) 

Vậy phương trình có một nghiệm là 2x =  

16) 39 27 4 3 16 48 0
4

x x x+ + + − + = . ĐKXĐ: 3 0 3x x+ ≥ ⇒ ≥ − . Biến đổi phương trình thành: 

33 3 4 3 . 4 3 0 4 3 0 3 0 3
4

x x x x x x+ + + − + = ⇒ + = ⇒ + = ⇒ = −  ( thỏa mãn) 

Vậy phương trình có một nghiệm là 3x = − . 

17) 14 20 9 45 5 4
3

x x x− − − + − = . ĐKXĐ: 5 0 5x x− ≥ ⇒ ≥ . Biến đổi phương trình thành: 

12 5 .3 5 5 4 2 5 4 5 2 5 4 9
3

x x x x x x x− − − + − = ⇒ − = ⇒ − = ⇒ − = ⇒ =  ( thỏa mãn) 

Vậy phương trình có một nghiệm là 9x = . 

18) 11 4 4 16 16 5 0
3

x x x− + − − − + = . ĐKXĐ: 1 0 1x x− ≥ ⇒ ≤ . Biến đổi phương trình thành: 

1 51 2 1 . 4 1 5 1 5
3 3

x x x x− + − − − = − ⇒ − = −  ( vô lí) vì 5 1 0
3

x− ≥  mà 5 0− < . 

Vậy phương trình không có nghiệm. 

19) 13 4 4 9 9 8 5
16

xx x +
+ − + − = . ĐKXĐ: 1 0 1x x+ ≥ ⇒ ≥ − . Biến đổi phương trình thành: 

16 1 3 1 8. 1 5 1 5 1 25 24
4

x x x x x x+ − + − + = ⇒ + = ⇒ + = ⇒ =  ( thỏa mãn) 

Vậy phương trình có một nghiệm là 24x = . 
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20) 19 45 5 4 4 20
2

x x x− − − = − − . ĐKXĐ: 5 0 5x x− ≥ ⇒ ≥ . Biến đổi phương trình thành: 

1 4 16 613 5 5 . 2 5 4 3 5 4 5 5
2 3 9 9

x x x x x x x− − − + − = ⇒ − = ⇒ − = ⇒ − = ⇒ =  ( thỏa mãn) 

Vậy phương trình có một nghiệm là 61
9

x = . 

21) 14 8 9 18 3 2 1
3

x x x− − − = − − . ĐKXĐ: 2 0 2x x− ≥ ⇒ ≥ . Biến đổi phương trình thành: 

1 1 1 92 2 .3 2 3 2 1 2 2 1 2 2
3 2 4 4

x x x x x x x− − − − − = − ⇒ − − = − ⇒ − = ⇒ − = ⇒ =  ( thỏa mãn) 

Vậy phương trình có một nghiệm là 9
4

x = . 

22) 19 18 16 32 2 2 4
4

x x x+ + + − + = . ĐKXĐ: 2 0 2x x+ ≥ ⇒ ≥ − . Biến đổi phương trình thành: 

13 2 . 4 2 2 2 4 2 2 4 2 2 2 4 2
4

x x x x x x x+ + + − + = ⇒ + = ⇒ + = ⇒ + = ⇒ =  ( thỏa mãn) 

Vậy phương trình có một nghiệm là 2x = . 

23) 14 12 9 27 4 3
3

x x x− + − = + − . ĐKXĐ: 3 0 3x x− ≥ ⇒ ≥ . Biến đổi phương trình thành: 

12 3 .3 3 3 4 2 3 4 3 2 3 4 7
3

x x x x x x x− + − − − = ⇒ − = ⇒ − = ⇒ − = ⇒ =  ( thỏa mãn) 

Vậy phương trình có một nghiệm là 7x = . 

24) 24 8 5 2 9 18 1 0
3

x x x− − − + − + = . ĐKXĐ: 2 0 2x x− ≥ ⇒ ≥ . Biến đổi phương trình thành: 

22 2 5 2 .3 2 1 2 1 2 1 2 1 3
3

x x x x x x x− − − + − = − ⇒ − − = − ⇒ − = ⇒ − = ⇒ =  ( thỏa mãn) 

Vậy phương trình có một nghiệm là 3x = . 

25) 75 4 16 9 36 36 3 4
3

x x x− − − = − − . ĐKXĐ: 4 0 4x x− ≥ ⇒ ≥ . Biến đổi phương trình thành: 

710 4 .3 4 3 4 36 6 4 36 4 6 40
3

x x x x x x− − − + − = ⇒ − = ⇒ − = ⇒ =  ( thỏa mãn) 

Vậy phương trình có một nghiệm là 40x =  

26) 13 9 27 4 12 6
2

x x x− + − − − = . ĐKXD: 3 0 3x x− ≥ ⇒ ≥ . Biến đổi phương trình thành: 

13 3 3 . 2 3 6 3 3 6 3 2 3 4 7
2

x x x x x x x− + − − − = ⇒ − = ⇒ − = ⇒ − = ⇒ =  ( thỏa mãn) 

Vậy phương trình có một nghiệm là 7x =  

27) 54 20 5 4 3
9

xx x −
− + − = + . ĐKXĐ: 5 0 5x x− ≥ ⇒ ≥ . Biến đổi phương trình thành: 

12 5 5 3. 5 4 2 5 4 5 2 9
3

x x x x x x− + − − − = ⇒ − = ⇒ − = ⇒ =  ( thỏa mãn) 

Vậy phương trình có một nghiệm là 9x = . 

28) 316 48 7 3 4 12 6
4

x x x+ − + + + = − . ĐKXĐ: 3 0 3x x+ ≥ ⇒ ≥ − . Biến đổi phương trình thành: 
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3 34 3 7 3 . 2 3 6 3 6 3 4 13
4 2

x x x x x x−
+ − + + + = − ⇒ + = − ⇒ + = ⇒ =  ( thỏa mãn) 

Vậy phương trình có một nghiệm là 13x = . 

29) 25 754 12 9 27 3 0
4

xx x −
− − − + − = . ĐKXĐ: 3 0 3x x− ≥ ⇒ ≥ . Biến đổi phương trình thành: 

5 32 3 3 3 3 3 3 3 2 2 6
2 2

x x x x x x− − − + − = ⇒ − = ⇒ − = ⇒ =  ( thỏa mãn) 

Vậy phương trình có một nghiệm là 6x = . 

30) 216 48 8 4 12 9 27 20
3

x x x− − − + − = − . ĐKXĐ: 3 0 3x x− ≥ ⇒ ≥ . Biến đổi phương trình thành: 

24 3 16 3 .3 3 20 10 3 20 3 2 7
3

x x x x x x− − − + − = − ⇒ − − = − ⇒ − = ⇒ =  ( thỏa mãn) 

Vậy phương trình có một nghiệm là 7x =  

31) 59 9 3 1 16 16 30
2

x x x− − − + − = . ĐKXĐ: 1 0 1x x− ≥ ⇒ ≥ . Biến đổi phương trình thành: 

53 1 3 1 . 4 1 30 10 1 30 1 3 10
2

x x x x x x− − − + − = ⇒ − = ⇒ − = ⇒ =  ( thỏa mãn) 

Vậy phương trình có một nghiệm là 10x = . 

32) 3 5 14 8 9 18 16 32 1
2 3 4

x x x+ − + − + = . ĐKXĐ: 12 1 0
2

x x −
+ ≥ ⇒ ≥ .  

Biến đổi phương trình thành: 3 5 1. 2 1 2 .3 1 2 . 4 1 2 1
2 3 4

x x x+ − + − + =    

13 1 2 1 1 2
3

x x −
⇒ − + = ⇒ + =  ( vô lí) vì 1 2 0x+ ≥  mà 1 0

3
−

<  

Vậy phương trình không có nghiệm. 

33) 1 18 181 4 4 6
2 2

xx x −
− − − + = . ĐKXĐ: 1 0 1x x− ≥ ⇒ ≥ . Biến đổi phương trình thành: 

11 . 2 1 3 1 6 3 1 6 5
2

x x x x x⇒ − − − + − = ⇒ − = ⇒ =  ( thỏa mãn) 

Vậy phương trình có một nghiệm là 5x =  
Bài 8:  

1) 1 1x x+ − = . ĐKXĐ: 
0

0 1
1 0
x

x
x
≥

⇒ ≤ ≤ − ≥
. Bình phương hai vế phương trình, ta được: 

( ) ( ) ( ) ( )
2

1 1 1 2 1 1 2 1 0 1 0x x x x x x x x x x+ − = ⇒ + − + − = ⇒ − = ⇒ − =  

Nên 0x =  ( thỏa mãn) hoặc 1 0 1x x− = ⇒ =  ( thỏa mãn) 
Vậy phương trình có hai nghiệm là 0x =  và 1x =  

2) 2 1x x+ − = . ĐKXĐ: 
0

0 2
2 0
x

x
x

≥
⇒ ≤ ≤ − ≥

. 

( ) ( )
2 2 2 12 1 2 2 2 1 2 2 1 2

2
x x x x x x x x x x −
+ − = ⇒ + − + − = ⇒ − = − ⇒ − =  ( vô lí) 

Vì 22 0x x− ≥  mà 1 0
2
−

< . Vậy phương trình không có nghiệm. 
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3) 5 1x x+ = + . ĐKXĐ: 
5 0

0
0

x
x

x
+ ≥

⇒ ≥ ≥
.  

( ) ( )2 2
5 1 5 1 2 2 4 2 4x x x x x x x x+ = + ⇒ + = + + ⇒ = ⇒ = ⇒ =  ( thỏa mãn) 

Vậy phương trình có một ghiệm là 4x = . 

4) 1 3 2x x− + − = . ĐKXĐ: 
1 0

1 3
3 0
x

x
x

− ≥
⇒ ≤ ≤ − ≥

 

( ) ( )( ) ( )( )
2 21 3 2 1 3 2 1 3 4 1 3 1x x x x x x x x− + − = ⇒ − + − + − − = ⇒ − − =  

( )22 24 3 1 4 4 0 2 0 2x x x x x x⇒ − + − = ⇒ − + = ⇒ − = ⇒ =  ( thỏa mãn) 

Vậy phương trình có một nghiệm là 2x = . 

5) 10 3 5x x− + + = . ĐKXĐ: 
10 0

3 10
3 0
x

x
x
− ≥

⇒ − ≤ ≤ + ≥
 

( ) ( )( )
2

10 3 25 10 3 2 10 3 25x x x x x x− + + = ⇒ − + + + − + = ( )( )10 3 6x x⇒ − + =  

( )( )2 7 6 0 1 6 0x x x x⇒ − + = ⇒ − − =  

Nên 1 0 1x x− = ⇒ =  ( thỏa mãn) hoặc 6 0 6x x− = ⇒ =  ( thỏa mãn) 
Vậy phương trình có hai nghiệm là 1x =  và 6x =  

6) 5 5 4x x+ + − = . ĐKXĐ: 
5 0

5 5
5 0
x

x
x

+ ≥
⇒ − ≤ ≤ − ≥

 

( ) ( )( )
2 25 5 16 5 5 2 5 5 16 25 3x x x x x x x+ + − = ⇒ + + − + + − = ⇒ − =

2 225 9 16 4x x x⇒ − = ⇒ = ⇒ = ±  ( thỏa mãn) 
Vậy phương trình có hai nghiệm là 4x =  và 4x = −  

7) 3 2 5x x− + − = . ĐKXĐ: 
3 0

2 3
2 0
x

x
x

− ≥
⇒ ≤ ≤ − ≥

 

( ) ( )( ) ( )( )
2

3 2 25 3 2 2 3 2 25 3 2 13x x x x x x x x− + − = ⇒ − + − + − − = ⇒ − − =  

2 5 175 0x x⇒ − + =
25 675 0

2 4
x ⇒ − + = 

 
 ( không tồn tại giá trị x ) 

Vậy phương trình không có nghiệm. 

8) 1 6 5x x+ + + = . ĐKXĐ: 
1 0

1
6 0

x
x

x
+ ≥

⇒ ≥ − + ≥
 

Đặt 1x t+ =  ( ĐK: 0t ≥ ) 2 21 6 5x t x t⇒ + = ⇒ + = + . Thay vào phương tình ta được 
2 25 5 5 5t t t t+ + = ⇒ + = −   ( ĐK: 5 0 5t t− ≥ ⇒ ≤ ) 

Khi đó ( )22 2 25 5 5 25 10 10 20 2t t t t t t t+ = − ⇒ + = − + ⇒ = ⇒ =  ( thỏa mãn) 

Thay 2t =  trở lại ta được 1 2 1 4 3x x x+ = ⇒ + = ⇒ =  ( thỏa mãn) 
Vậy phương trình có một nghiệm là 3x = . 

9) 3 5 3 2x x− = − − . ĐKXĐ: 
3 5 0

2
2 0

x
x

x
− ≥

⇒ ≥ − ≥
 

Đặt 2x t− =  ( ĐK: 0t ≥ ) 2 22 3 5 3 1x t x t⇒ = + ⇒ − = + . Thay vào phương trình ta được 
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23 1 3t t+ = −   ( ĐK: 3 0 3t t− ≥ ⇒ ≤ ) 

Khi đó ( ) ( )( )22 23 1 3 3 4 0 1 4 0t t t t t t+ = − ⇒ + − = ⇒ − + =  

Với 1t =  ( thỏa mãn). Khi đó 2 1 3x x− = ⇒ =  ( thỏa mãn) 
Với 4t = −  ( không thỏa mãn). Vậy phương trình có một nghiệm là 3x =   

10) 1 2 1x x+ − − = . ĐKXĐ: 
1 0

2
2 0

x
x

x
+ ≥

⇒ ≥ − ≥
. 

Đặt 2x t− =  ( ĐK: 0t ≥ ) 2 22 1 3x t x t⇒ − = ⇒ + = + . Thay vào phương trình ta được 
2 23 1 3 1t t t t+ − = ⇒ + = − . ( ĐK: 1 0 1t t− ≥ ⇒ ≤ ) 

( )22 3 1 2 2 1t t t t⇒ + = − ⇒ − = ⇒ = −  ( không thỏa mãn) 

Vậy phương trình không có nghiệm. 

11) 5 4 2x x− − + = . ĐKXĐ: 
5 0

5
4 0

x
x

x
− ≥

⇒ ≥ + ≥
 

Đặt 5x t− =  ( ĐK: 0t ≥ ) 2 25 4 9x t x t⇒ − = ⇒ + = + . Thay vào phương trình ta được 
2 29 2 9 2t t t t− + = ⇒ + = −  ( ĐK: 2 0 2t t− ≥ ⇒ ≥ ) 

( )22 59 2 4 5
4

t t t t −
⇒ + = − ⇒ = − ⇒ =  ( không thỏa mãn) 

Vậy phương trình không có nghiệm. 

12) 3 4 4x x+ − − = . ĐKXĐ: 
3 0

4
4 0

x
x

x
+ ≥

⇒ ≥ − ≥
. 

Đặt 4x t− =  ( ĐK: 0t ≥ ) 2 24 3 7x t x t⇒ − = ⇒ + = + . Thay vào phương trình ta được 
2 27 4 7 4t t t t+ − = ⇒ + = +  ( ĐK: 4t ≥ − ) 

( )22 97 4 8 9
8

t t t t −
⇒ + = + ⇒ = − ⇒ =  ( không thỏa mãn) 

Vậy phương trình không có nghiệm. 

Bài 9: Rút gọn biểu thức 2 1 2:
93 3

x x xP
xx x x x

   −
= + −      −+ −   

 với 0, 9, 25x x x> ≠ ≠     

Bài làm: 

 
( )

( )( )
( )

( ) ( )( ) ( )
3 2 1 2 3 3 2 1 2 6: :

3 3 3 3 3 3

x x x x x x x x x xP
x x x x x x x x

− + − − − − + − − +
= =

+ − − + − −
 

 
( )( ) ( )

( )
( )( )

( )3 33 5: .
5 53 3 3 3 3

x x x xx x x x
x xx x x x x x

+ −+ −
= = =

− −+ − − + −
  

Bài 10: Rút gọn biểu thức sau 
1 1 :

4 4 4 2
xA

x x x x x
 = − − + + + 

 với 0, 4x x> ≠ . 

Bài làm: 

 
( )( ) ( ) ( )( )2 2

1 1 2 2: :
2 22 2 2 2 2

x x x xA
x x x xx x x x x

 
+ − + = − =  + +− + + − +  
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( )( )

( )
( )( )2

24 4 4.
42 22 2

x x

xx x xx x

+
= = =

−− +− +
 . 

Bài 11: Cho biểu thức 2 1 1
1 1 1

x x x xA x
x x x x x

  + +
= − −    − + + +  

. 

a) Rút gọn biểu thức A  
b) Tìm các giá trị của x  để giá trị của biểu thức A  bằng 9 .  

Bài làm: 
a) ĐKXĐ: 0, 1x x≥ ≠  . 

( )( )
( )

( )( )
( )1 1 12 1
11 1 1 1

x x x x x xxA
xx x x x x x

  − + − ++  = −
  +− + + − + +  

 

( )( )
( )( )21 11 . 1

11 1

x xx x x
xx x x

+ −+ +
= = −

+− + +
 . 

b) Để biểu thức A  nhận giá trị bằng 9  hay 1 9 10 100x x x− = ⇒ = ⇒ =  ( thỏa mãn điều kiện). 

Bài 12: Cho biểu thức 1
1

xA
x x x

= +
+ −

 với 0, 1x x≥ ≠   

a) Rút gọn biểu thức A . 

b) Tính giá trị của biểu thức A  khi 1
2

x = . 

Bài làm: 

a) 
( )

( ) ( )
( )( ) ( )( )

1 11 1 1
11 1 1 1 1 1

x x x xx x xA
xx x x x x x x x

− + + + +
= + = = =

−+ − + − + −
 

b) Khi 1
2

x =  ( thỏa mãn điều kiện) thay vào biểu thức A  ta được:  

1 1 1 2 2 1 1 21 : 1 :
2 2 2 2 2 1

A + − +   = + − = =    −   
 

Bài 13: Cho biểu thức 7 3
3

x xA
x x x

− +
= −

−
 với 0, 9x x> ≠  . 

a) Rút gọn biểu thức A . 

b) Tính 1:
3

A
x −

 khi 2
10 3 11

x =
−

. 

     Bài làm: 

a) 
( )

( )( )
( ) ( )

3 37 2
3 3 3

x xxA
x x x x x x

+ −−
= − =

− − −
 

b) Ta có ( ) ( ) ( )1 2 2: . 3 . 3
3 3

A A x x
x xx x

= − = − =
− −

   ( )1  
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Khi 
( ) ( )2 2

2 4 4 4 2
10 3 11 20 6 11 11 311 3 11 3

x x x= ⇒ = = ⇒ = =
− − −− −

 

Thay vào ( )1  ta được 1 2: 2 : 11 3
3 11 3

A
x

= = −
− −

. 

Bài 14: Cho biểu thức 1 1 1x x x x xA
x x x x x

− + +
= − +

− +
 với 0, 1x x> ≠  . 

a) Rút gọn biểu thức A . 

b) Tìm giá trị của x  để 
9
2

A = . 

Bài làm: 

a) 
( )( )

( )
( )( )

( )
1 1 1 1 1 1 1 1

1 1

x x x x x x x x x x x xA
x x x xx x x x

− + + + − + + + + − + +
= − + = − +

− +

( )212 1 xx x
x x

++ +
= = . 

b) Để 9
2

A =  thì 
( ) ( ) ( )( )

2
1 9 2 2 1 9 2 1 2 0

2

x
x x x x x

x

+
= ⇒ + + = ⇒ − − =  

Với 1 12 1 0
2 4

x x x− = ⇒ = ⇒ =  ( thỏa mãn) 

Với 2 0 2 4x x x− = ⇒ = ⇒ =  ( thỏa mãn) 

Bài 15: Cho biểu thức 1 :
1

x xA
x x x x

 
= +  + + 

 với 0x > . 

a) Rút gọn biểu thức A  
b) Tính giá trị của biểu thức A  khi 4x = . 

c) Tìm giá trị của x  để giá trị của biểu thức 
13
3

A = . 

Bài làm: 

a) 
( )

( )11 . 1.
1

x xx x x x xA
x xx x

++ + + +
= =

+

   

b) Khi 4x =  ( thỏa mãn điều kiện). Thay vào biểu thức A , ta được 4 4 1 7
24

A + +
= =   

c) Để biểu thức 13
3

A =  thì ( ) ( )( )1 13 3 1 13 3 1 3 0
3

x x x x x x x
x

+ +
= ⇒ + + = ⇒ − − =  

Với 1 13 1 0
3 9

x x x− = ⇒ = ⇒ =  ( thỏa mãn) 

Với 3 0 3 9x x x− = ⇒ = ⇒ =  ( thỏa mãn) 
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Bài 16: Cho biểu thức 2 2 1 1x x x x xA
x x x x x
+ − +

= + −
− +

. 

a) Rút gọn biểu thức A . 
b) So sánh giá trị của biểu thức A  với 6 . 

Bài làm: 
a) ĐKXĐ: 0, 1x x> ≠   

( )( )
( )

( )( )
( )

1 1 1 12 2 2 2 1 1
1 1

x x x x x xx x x x x xA
x x x xx x x x

− + + + − ++ + + + − +
= + − = + −

− +
 

( )2 12 2 2 x xx x
x x

+ ++ +
= =  

b) Xét 
( ) ( )22 1 2 12 4 26 6 0
x x xx xA

x x x

+ + −− +
− = − = = >  với mọi 0, 1x x> ≠  . 

Vậy 6A > . 

Bài 17: Cho biểu thức 
1 1 2.

2 2
xA

x x x
− = + + − 

 với 0, 4x x> ≠ ±  . 

a) Rút gọn biểu thức A . 

b) Tìm x  để 
1
2

A > . 

Bài làm: 

a) 
( )( )

2 2 2 2.
22 2

x x xA
x xx x

− + + −
= =

++ −
  

b) Xét 1 2 1 4 2 2
2 22 2 2

x xA
x x x

− − −
− = − = =

+ + +
. 

Để 1 1 0
2 2

A A> ⇒ − >  hay 2 0 2 0 4 4
2
x x x

x
−

> ⇒ − > ⇒ − < <
+

. 

Mà 0, 4x x> ≠ ±   nên 0 4x< <  

Bài 18: Cho biểu thức 1 1 1 21
11 1

A
xx x x

  = + + −  −+ −  
 với 0, 1x x> ≠  . 

a) Rút gọn biểu thức A . 
b) Tìm giá trị của x  để giá trị của biểu thức 3A = . 

Bài làm: 

a) 
( )( ) ( )

1 1 1 2 2 2 2.
1 1 1

x x x xA
x xx x x x
+ − + + − −

= = =
+ − −

  

b) Để biểu thức 3A =  thì 2 2 43
3 9

x x
x
= ⇒ = ⇒ =  ( thỏa mãn điều kiện) 

Bài 19: Cho biểu thức 3 1 3
11 1

xA
xx x
−

= − −
−+ −

 với 0, 1x x≥ ≠  . 

a) Rút gọn biểu thức A . 
b) Tính giá trị của biểu thức A  khi 3 2 2x = − . 
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Bài làm: 

a) 
( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( )
3 1 1 3 1 1

11 1 1 1

x x x xA
xx x x x

− − + − − −
= = =

+− + − +
 

b) Khi ( )23 2 2 3 2 2 2 1 2 1x x= − ⇒ = − = − = −  ( thỏa mãn điều kiện) 

Thay 2 1x = −  vào biểu thức A  ta được 1 1
2 1 1 2

A = =
− +

. 

Bài 20: Cho biểu thức 1 1 8 3 2: 1
9 13 1 3 1 3 1

x x xA
xx x x

   − −
= − + −      −− + +   

 với 
10,
9

x x≥ ≠  . 

a) Rút gọn biểu thức A . 

b) Tìm giá trị của x  để biểu thức 
6
5

A = . 

Bài làm: 

a) 
( )( ) ( )

( )( )
( )

( )( )
1 3 1 3 1 8 3 13 1 3 2 3 1: .

33 13 1 3 1 3 1 3 1

x x x x x xx x xA
xx x x x

− + − − + ++ − + +
= =

+− + − +
 

( )1

3 1

x x

x

+
=

−
. 

b) Để 6
5

A =  thì 
( ) ( ) ( )

1 6 5 6 3 1 5 13 6 0
53 1

x x
x x x x x

x

+
= ⇒ + = − ⇒ − + =

−
 

( )( )5 3 2 0x x⇒ − − = . 

Với 3 95 3 0
5 25

x x x− = ⇒ = ⇒ =  ( thỏa mãn) 

Với 2 0 2 4x x x− = ⇒ = ⇒ =  ( thỏa mãn) 

Bài 21: Cho biểu thức 1 2 2 5
42 2

x x xA
xx x

+ +
= + +

−− +
 với 0, 4x x≥ ≠  . 

a) Rút gọn biểu thức A . 
b) Tìm giá trị của x  để biểu thức 2A = . 

Bài làm: 

a) 
( )( ) ( ) ( )

( )( )
1 2 2 2 2 5

2 2

x x x x x
A

x x

+ + + − − +
=

− +

( )
( )( )

3 2 3
22 2

x x x
xx x

−
= =

+− +
 

b) Để 2A =  thì 3 2 3 2 4 4 16
2

x x x x x
x

= ⇒ = + ⇒ = ⇒ =
+

 ( thỏa mãn) 

Bài 22: Cho biểu thức 2 1:
42 2

xP
xx x

 
= +  −− − 

 với 0, 4x x≥ ≠  . 

a) Rút gọn biểu thức P  
b) Tìm giá trị nguyên của x  để biểu thức P  có giá trị nguyên. 

Bài làm: 
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a) 
( )( )

( )( )
( )
2 22 2 2 2: .

2 2 12 2 2 1

x xx x xP
x x xx x x

− ++ + +
= = =

− − +− + +
 

b) Ta có 1 1 11
1 1

xP
x x
+ +

= = +
+ +

.  

Vì 10 0 1
1

x P
x

≥ ⇒ > ⇒ >
+

  ( )1  

Mặt khác 11 1 1 2
1

x P
x

+ ≥ ⇒ ≤ ⇒ ≤
+

 ( )2  

Từ ( ) ( )1 , 2 1 2P⇒ < ≤   nên 2P = .  

Khi đó 1 11 2 1 0 0
1 1

x x
x x

+ = ⇒ = ⇒ = ⇒ =
+ +

 ( thỏa mãn) 

Bài 23: Cho biểu thức ( )2 2 12
1 1

xx x x xP
x x x x

−− +
= − +

+ + −
 với 0, 1x x> ≠   

a) Rút gọn biểu thức P  
b) Tìm các giá trị của x  để 7P = . 

Bài làm: 

a) 
( ) ( ) ( )( )3 1 2 1 2 1 1

1 1

x x x x x x
P

x x x x

− + − +
= − +

+ + −
 

( )( ) ( ) ( ) ( )
1 1

2 1 2 1 1 1 1
1

x x x x
x x x x x x

x x

− + +
= − + + + = − + = − +

+ +
. 

b) Để ( )( )7 1 7 6 0 2 3 0P x x x x x x= ⇒ − + = ⇔ − − = ⇒ + − = . 

Với 2 0 2x x+ = ⇒ = −  ( không tồn tại giá trị x ) 

Với 3 0 3 9x x x− = ⇒ = ⇒ =  ( thỏa mãn) 

Bài 24: Cho biểu thức 
1

xA
x

=
+

 và 2 2
1

x xB
x x x x

+
= + −

+ +
 với 0x >  

a) Tính giá trị của biểu thức A  khi 9x =  
b) Chứng minh rằng 3A B+ =  

Bài làm: 

a) Khi 9x =  ( thỏa mãn điều kiện) thay vào biểu thức A  ta được 9 3
49 1

A = =
+

. 

b) Ta có 
( )

( )( )
( )

( )
( )

2 1 2 2 32 2 2 3
1 11 1 1

x x x x xx x xB
x x xx x x x x x

+ + + − ++ +
= + − = = =

+ ++ + +
 

Khi đó 
( )3 12 3 3 3 3

1 1 1 1

xx x xA B
x x x x

++ +
+ = + = = =

+ + + +
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Bài 25: Cho 1
2

xA
x
−

=
+

 và 3 5 4
11 1

xB
xx x

+
= + +

−+ −
 với 0, 1x x≥ ≠   

a) Tính giá trị của A  khi 16x =  
b) Rút gọn B  
c) Tìm các số hữu tỉ x  để .P A B=   có giá trị nguyên. 

Bài làm: 

a) Khi 16x =  ( thỏa mãn điều kiện) thay vào biểu thức A , ta được 16 1 3 1
6 216 2

A −
= = =

+
 

b) Ta có 
( )( ) ( )

( )( ) ( )( )
( )( )
( )( )

3 1 5 1 4 1 67 6 6
11 1 1 1 1 1

x x x x xx x xB
xx x x x x x

+ − + + + + ++ + +
= = = =

−− + − + − +
. 

c) Ta có 1 6 6 4. . 1
2 1 2 2

x x xP A B
x x x x
− + +

= = = = +
+ − + +

  .  

Do 40 0 1
1

x P
x

≥ ⇒ > ⇒ >
+

   ( )1  

Mặt khác 42 2 2 3
2

x P
x

+ ≥ ⇒ ≤ ⇒ ≤
+

  ( )2 . 

Từ ( ) ( )1 , 2 1 3P⇒ < ≤  . 

Với 4 42 1 2 1 2 4 4
2 2

P x x
x x

= ⇒ + = ⇒ = ⇒ + = ⇒ =
+ +

 ( thỏa mãn) 

Với 4 43 1 3 2 0 0
2 2

P x x
x x

= ⇒ + = ⇒ = ⇒ = ⇒ =
+ +

 ( thỏa mãn) 

Bài 26: Cho hai biểu thức 4
6 3

xA
x

+
=

−
 và 5 2 2

4 2
xB

x x
−

= +
− −

với 0, 4x x≥ ≠   

a) Tính giá trị của biểu thức A  khi 9x =  
b) Rút gọn biểu thức .M A B=   

Bài làm: 

a) Thay 9x =  ( thỏa mãn điều kiện) vào A  ta được 
9 4 13

6 3.3 3
A + −
= =

−  
 

b) Ta có 
( ) ( )( )

4 5 2 2 3 5 2 2. . .
46 3 2 23 2 2 2

x x x xM A B
xx x xx x x

  + − + − = = + = −    −− − −− − +   
    

( )
( )

( )( )
5 2 2 24 4.

43 2 2 2

x xx x
xx x x

− − ++ − −
= =

−− − +
 . 

Bài 27: Cho biểu thức 1 1 1 1:
1 1 1

P
x x x x

   = − −   − − +   
. 

a) Tìm điều kiện của x  để giá trị của biểu thức P  được xác định. 
b) Rút gọn biểu thức P . 
c) Tính giá trị của P  khi 4x = . 

Bài làm: 
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a) ĐKXĐ: 0, 1x x> ≠  . 

b) Ta có 
( )
( )

( )
( )( ) ( )

( )( )1 1 1 1 11 1: .
2 21 1 1 1

x x x x x x xP
xx x x x x x

− − + − − − + +
= = =

− − + −
  

c) Thay 4x =  ( thỏa mãn điều kiện) vào biểu thức P  ta được 4 1 3
42 4

P +
= =  
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Bài 10. Căn bậc ba và căn thức bậc ba. 
B. BÀI TẬP VẬN DỤNG. 
Bài 1: Tính 

1) ( )33 364 4 4− = − = −  2) 3 33 216 6 6− = − == −  

3) 3 0 0− =  4) 3 3 327 8 125 3 2 5 4− − = − − = −  

5) 3 3 3 3 3 3162 48 6 27.6 8.6 6− − = − −   
3 3 33 6 2 6 6 0= − − =  

6) 3 3 38 27 64+ − + −  

( ) ( )2 3 4 5= + − + − = −  

7) 3 3 354 16 128− − +  
3 3 327. 2 8. 2 64. 2= − − +    

3 3 3 33 2 2 2 4 2 9 2= + + =  

8) 3 3 340 5 3 27− + −  
3 3 38.5 5 3 27= − + −  

3 3 32 5 5 9 5 9= − − = −  

9) ( )33 3 324 2 81 1− − − + −  
33 38.3 2 27.3 1= − − − + −   

3 3 32 3 6 3 1 4 3 1= − + − = −  

 

Bài 2:  

1) ( )( ) ( ) ( )2
33 4 2 3 3 1 3 1 3 1 3 1− − = − − = −  

2) ( )( ) ( )( )233 2 1 3 2 2 2 1 2 1 2 1+ + = + + = +  

3) ( )( ) ( )( )233 5 2 9 4 5 5 2 5 2 5 2+ + = + + = +  

4) ( )( ) ( )( )3 23 3 3 3 32 1 4 2 1 2 1 2 2 1 2 1 3+ − + = + − + = + =  

5) ( )( ) ( )( )33 2 23 3 33 3 3 3 39 6 4 3 2 3 3. 2 2 3 2 3 2 5− + + = + + + = + =  
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Các bài toán ôn thi vào 10 khu vực Hà Nội. 
Dạng 1. Tìm x  nguyên hoặc x  để biểu thức nhận giá trị nguyên 

 

Bài 1: Cho biểu thức 1
3

xA
x
+

=
−

 và 2 5 1:
93 3

x xB
xx x

 − −
= −  −+ + 

 với 0, 1, 9x x x≥ ≠ ≠     

a) Tính giá trị của biểu thức A  khi 16x = . 
b) Rút gọn biểu thức B . 
c) Tìm các giá trị nguyên của x  để hiệu A B−  có giá trị nguyên. 

Bài làm: 

a) Thay 16x =  ( thỏa mãn điều kiện) vào biểu thức A , ta được 16 1 5 5
116 3

A +
= = =

−
 

b) Ta có 
( ) ( )
( )( )

2 3 52 5 1 3 1: .
93 3 1 33 3

x xx x xB
xx x x xx x

− − − − − +
= − = =  −+ + − −+ − 

  

c) Ta có 1 1 3 3 31
3 3 3 3 3

x x xA B
x x x x x
+ − +

− = − = = = +
− − − − −

 

Xét 0 0 0A B x x− = ⇒ = ⇒ =  ( thỏa mãn) 

Xét 0A B− ≠ . Để A B−  nhận giá trị nguyên thì 3
3x −

 nhận giá trị nguyên hay 

( ) { } { } { }3 3 1; 3 4; 2; 6; 0 16; 4; 36; 0x U x x− ∈ = ± ± ⇒ ∈ ⇒ ∈               ( thỏa mãn) 

Bài 2: Cho hai biểu thức 
1

xA
x

=
+

 và 1 2
11

x xB
xx

+ +
= +

−+
 với 0, 1x x≥ ≠  

a) Tính giá trị của biểu thức A  khi 16x = . 

b) Chứng minh 1
1

xB
x
+

=
−

. 

c) Tìm tất cả các giá trị nguyên của x  để .P A B=   có giá trị nguyên. 
Bài làm: 

a) Thay 16x =  ( thỏa mãn điều kiện) vào biểu thức A , ta được 16 16
516 1

A = =
+

. 

b) Học sinh tự chứng minh 1
1

xB
x
+

=
−

. 

c) Ta có 1 1. . 1
1 1 1 1

x x xP A B x
x x x x

+
= = = = + +

+ − − −
  . 

Xét 0 0 0
1

xP x
x

= ⇒ = ⇒ =
−

 ( thỏa mãn) 

Xét 0P ≠ . Để P  nhận giá trị nguyên thì x x∈ ⇒  là số chính phương và ( )1 1x U− ∈  

Với 1 1 2 4x x x− = ⇒ = ⇒ =  ( thỏa mãn) 

Với 1 1 0 0x x x− = − ⇒ = ⇒ =  ( thỏa mãn) 
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Bài 3: Cho biểu thức 8
3

xA
x
−

=
+

 và 5 3
93

x xB
xx

+
= −

−−
 với 0, 9x x≥ ≠   

a) Tính giá trị của biểu thức A  khi 4x = . 

b) Chứng minh rằng 1
3

xB
x
+

=
+

. 

c) Với 
AM
B

= . Tìm tất cả các số nguyên x  để biểu thức M  đạt giá trị nguyên. 

Bài làm: 

a) Thay 4x =  ( thỏa mãn điều kiện) vào biểu thức A , ta được 4 8 4
54 3

A − −
= =

+
 

b) Học sinh tự chứng minh 1
3

xB
x
+

=
+

 

c) Ta có 8 1 8 1 7 7: : 1
3 3 1 1 1

x x x xA B x
x x x x x
− + − − −

= = = = − −
+ + + + +

 

Xét 0 8 0 8AM x x
B

= = ⇒ − = ⇒ =  ( thỏa mãn) 

Xét 0M ≠  để M  nhận giá trị nguyên thì x ∈  và ( ) { }1 7 1; 7x U+ ∈ = ± ±   

Với 0, 9 1 1x x x≥ ≠ ⇒ + ≥   nên  

TH1: 1 1 0 0x x x+ = ⇒ = ⇒ =  ( thỏa mãn) 

TH2: 1 7 6 36x x x+ = ⇒ = ⇒ =  ( thỏa mãn) 

Bài 4: Cho biểu thức 6 1
3

xA
x x x

−
= −

+
 và 1

3
B

x
=

+
 với 0x > . 

a) Tính giá trị của B  khi 4x = . 

b) Chứng minh 3xP A B
x
−

= + = . 

c) Tìm các giá trị nguyên của x  để biểu thức P  có giá trị nguyên. 
Bài làm: 

a) Thay 4x =  ( thỏa mãn điều kiện) vào biểu thức B , ta được 1 1
54 3

B = =
+

 

b) Học sinh tự chứng minh 3xP
x
−

= . 

c) Ta có 3 31xP
x x
−

= = − .  

Xét 0 3 0 9P x x= ⇒ − = ⇒ =  ( thỏa mãn) 

Xét 0P ≠ . Để P  nhận giá trị nguyên thì 3M
x

=  có giá trị nguyên hay ( ) { }3 1; 3x U∈ = ± ±   

Do 0x >  với mọi 0x >  nên { }1; 3x ∈     

TH1: Với 1 1x x= ⇒ =  ( thỏa mãn) 

TH2: Với 3 9x x= ⇒ =  ( thỏa mãn) 
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Bài 5: Cho biểu thức 2 1 3 11
93 3

x x xA
xx x

+ −
= + +

−+ −
 và 3

1
xB
x
−

=
+

 với 0, 9x x≥ ≠ . 

a) Tính giá trị của biểu thức B  tại 36x = . 
b) Rút gọn A . 
c) Tìm tất cả các số nguyên x  để .P A B=   là số nguyên. 

Bài làm: 

a) Thay 36x =  ( thỏa mãn điều kiện) vào biểu thức B , ta được 36 3 3
736 1

B −
= =

+
 

b) Ta có 
( ) ( )( )

( )( ) ( )( )
2 3 1 3 11 3 3 9 3

33 3 3 3

x x x x x x x xA
xx x x x

− + + + + − +
= = =

−− + − +
 

c) Ta có 3 3 3 3 3 3 3. . 3
3 1 1 1 1

x x x xP A B
x x x x x

− + −
= = = = = −

− + + + +
   

Xét 0 3 0 0P x x= ⇒ = ⇒ =  ( thỏa mãn) 

Xét 0P ≠ . Để P  nhận giá trị nguyên thì 3
1

M
x

=
+

 nhận giá trị nguyên hay ( )1 3x U+ ∈  

Nhận thấy 1 1x + ≥  với mọi { }0, 9 1 1; 3x x x≥ ≠ ⇒ + ∈      

TH1: 31 1 1 3 2 4
1

M x x x
x

= ⇒ = ⇒ + = ⇒ = ⇒ =
+

 ( thỏa mãn) 

TH2: 33 3 1 1 0 0
1

M x x x
x

= ⇒ = ⇒ + = ⇒ = ⇒ =
+

 ( thỏa mãn) 

Bài 6: Cho các biểu thức 1 6
42 2

x x xA
xx x

+ +
= − −

−− +
 và 3

2
xB

x
−

=
+

 

a) Tìm giá trị của B  khi 
4
9

x = . 

b) Rút gọn biểu thức A  
c) Tìm giá trị nguyên của x  để biểu thức B  nhận giá trị nguyên 
d) Tìm giá trị nhỏ nhất của S A B= − . 

Bài làm: 
a) ĐKXĐ của biểu thức B  là 0, 4x x≥ ≠   

Thay 4
9

x =  ( thỏa mãn điều kiện) vào biểu thức B , ta được 4 4 73 : 2
9 9 8

B
   

= − + =      
   

 

b) ĐKXĐ của biểu thức A  là 0, 4x x≥ ≠   

Ta có 
( ) ( )( ) ( )

( )( )
( )

( )( )
2 1 2 6 2 2 2

22 2 2 2

x x x x x x
A

xx x x x

+ − + − − + −
= = =

+− + − +
 

c) Ta có 3 2 5 51
2 2 2

x xB
x x x

− + − − +
= = = − +

+ + +
 

Xét 0 3 0 3 9B x x x= ∈ ⇒ − + = ⇒ = ⇒ =  ( thỏa mãn) 

Xét 0B ≠ . Để biểu thức B  nhận giá trị nguyên thì biểu thức 5
2x +

 có giá trị nguyên 
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hay ( )2 5x U+ ∈ . Mà { }2 2 2 5x x+ ≥ ⇒ + ∈  

Với 2 5 3 9x x x+ = ⇒ = ⇒ =  ( thỏa mãn) 

d) Ta có 2 3 1 31
2 2 2 2

x xS A B
x x x x

− −
= − = − = = −

+ + + +
 

Để S  nhận giá trị nhỏ nhất thì 3
2x +

 là số dương lớn nhất 2x⇒ +  có giá trị nhỏ nhất. 

Mà 2 2 2x x+ ≥ ⇒ +  có giá trị nhỏ nhất bằng 2 . Đạt được khi 0 0x x= ⇒ =  

Vậy giá trị nhỏ nhất của biểu thức 3 11
2 2

S −
= − = . Đạt được khi 0x = . 

Bài 7: Cho hai biểu thức 1
3

xA
x
+

=
−

 và 2 2
11 1

xB
xx x

= − −
−− +

 với 0, 1, 9x x x≥ ≠ ≠     

a) Tính giá trị của biểu thức A  khi 16x =  

b) Chứng minh 
1

xB
x

=
+

 

c) So sánh B  với 1. 
d) Tìm số nguyên x  để .P A B=   nhận giá trị là số tự nhiên. 

Bài làm: 

a) Thay 16x =  ( thỏa mãn điều kiện) vào biểu thức A , ta được 16 1 5 5
116 3

A +
= = =

−
 

b) Học sinh tự chứng minh 
1

xB
x

=
+

 

c) Xét 11 1 0
1 1

xB
x x

−
− = − = <

+ +
 với mọi 0, 4, 9x x x≥ ≠ ≠    . Nên 1B < . 

d) Ta có 1 3. . 1
3 1 3 3

x x xP A B
x x x x
+

= = = = +
− + − −

  . 

Xét 0 0 0P x x= ⇒ = ⇒ =  

Xét 0P ≠ . Để P  nhận giá trị là các số tự nhiên thì ( )3 3x U− ∈  và 3 1
3x
≥ −

−
 

Nên { }3 1; 3; 3x − ∈ −    { } { }4; 6; 0 16; 36; 0x x⇒ ∈ ⇒ ∈         ( thỏa mãn) 

Bài 8: Cho hai biểu thức 2xA
x
−

=  và 2 2
93 3

x x xB
xx x

= + −
−+ −

 với 0, 9x x> ≠   

a) Tính giá trị của biểu thức A  khi 16x =  
b) Rút gọn biểu thức B  
c) Tìm giá trị nguyên của x  để .P A B=   có giá trị là số tự nhiên. 

Bài làm: 

a) Thay 16x =  ( thỏa mãn điều kiện) vào biểu thức A , ta được 16 2 14 7
4 216

A −
= = =  

b) Ta có 
( ) ( )

( )( ) ( )( )
3 2 3 2 3

33 3 3 3

x x x x x x x xB
xx x x x

− + + − +
= = =

−− + − +
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c) Ta có 2 2 9 7 7. . 3
3 3 3 3

x x x xP A B x
x x x x x
− − − +

= = = = = + +
− − − −

   

Xét 0 2 0 2P x x= ⇒ − = ⇒ =  ( thỏa mãn) 
Xét 0P ≠ . Để P  nhận giá trị là số tự nhiên thì x  phải là số chính phương và ( )3 7x U− ∈  

Vì 3 3x − > −  với mọi 0, 9x x> ≠   nên { } { } { }3 1; 1; 7 2; 4; 10 4; 16; 100x x x− ∈ − ⇒ ∈ ⇒ ∈             

Vậy các giá trị nguyên cần tìm của x  là { }2; 4; 16; 100x∈         

Bài 9: Cho hai biểu thức 3 1
1

xA
x
−

=
−

 và 1 1 1
12 2 2 2

B
xx x

= + +
−− +

 với 0, 1x x≥ ≠   

a) Tính giá trị của biểu thức A  khi 9x =  
b) Rút gọn biểu thức B  
c) Tìm giá trị x  nguyên lớn nhất để biểu thức P A B= +  nhận giá trị nguyên. 

Bài làm: 

a) Thay 9x =  ( thỏa mãn điều kiện) vào biểu thức A , ta được 3 9 1 8 4
29 1

A −
= = =

−
 

b) Ta có 
( ) ( )

( )( ) ( )( )
1 1 2 2 2 1

12 1 1 2 1 1

x x xB
xx x x x

+ + − + +
= = =

−− + − +
. 

c) Ta có 3 1 1 3 3 3 3 33
1 1 1 1 1

x x xP A B
x x x x x
− − +

= + = + = = = +
− − − − −

 

Để P  nhận giá trị nguyên thì 3
1x −

 có giá trị nguyên hay ( ) { }1 3 1; 3x U− ∈ = ± ±   

Do x  là số nguyên lớn nhất nên 1x −  lớn nhất và 1 1x − ≥ −  nên ta có 

1 3 4 16x x x− = ⇒ = ⇒ =  ( thỏa mãn)  

Bài 10: Cho hai biểu thức 6
3

xA
x
+

=
−

 và 1 2 9 6
366 6

x xB
xx x

− +
= − −

−− +
 với 0, 9, 36x x x≥ ≠ ≠     

a) Tính giá trị của A  khi 16x =  

b) Chứng minh 
6

xB
x

=
+

 

c) Đặt .P A B=  . Tìm giá trị nguyên của x  để P  nhận giá trị nguyên nhỏ nhất. 
Bài làm: 

a) Thay 16x =  ( thỏa mãn điều kiện) vào biểu thức A , ta được 16 6 10 10
116 3

A +
= = =

−
 

b) Học sinh tự chứng minh 
6

xB
x

=
+

 

c) Ta có 6 3. . 1
3 6 3 3

x x xP A B
x x x x
+

= = = = +
− + − −

   

Để P  nhận giá trị nguyên thì 3
3x −

 có giá trị nguyên hay ( ) { }3 3 1; 1; 3; 3x U− ∈ = − −       

Và để P  nhỏ nhất thì 3x −  là số âm lớn nhất. 
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Nên 3 1 2 4x x x− = − ⇒ = ⇒ =  ( thỏa mãn) khi đó 31 2
1

P = + = −
−

. 

Bài 11: Cho hai biểu thức 7
8

A
x

=
+

 và 2 18
93 3

xB
xx x

= + −
−− +

 với 0, 9x x≥ ≠   

a) Tính giá trị của A  khi 36x =  
b) Rút gọn biểu thức B  
c) Đặt .P A B=  . Tìm tất cả các giá trị của x  nguyên để P  có giá trị nguyên. 

Bài làm: 

a) Thay 36x =  ( thỏa mãn điều kiện) vào biểu thức A  ta được 7 7 1
14 236 8

A = = =
+

 

b) Ta có 
( ) ( )
( )( )

( )( )
( )( )

3 2 3 18 3 8 8
33 3 3 3

x x x x x xB
xx x x x

+ + − − − + +
= = =

+− + − +
 

c) Ta có 7 8 7. .
8 3 3

xP A B
x x x

+
= = =

+ + +
   

Nhận thấy với 70 3 0 0
3

x x P
x

≥ ⇒ + > ⇒ = >
+

 ( )1  

Mặt khác 7 73 3
33

x
x

+ ≥ ⇒ ≤
+

    ( )2  

Từ ( ) ( ) 71 , 2 0 1
3

P P⇒ < ≤ ⇒ =   hoặc 2P =  vì P  nhận giá trị nguyên. 

TH1: 71 1 3 7 4 16
3

P x x x
x

= ⇒ = ⇒ + = ⇒ = ⇒ =
+

 ( thỏa mãn) 

TH2: 7 7 1 12 2 3
2 2 43

P x x x
x

= ⇒ = ⇒ + = ⇒ = ⇒ =
+

 ( không thỏa mãn) 

Bài 12: Cho hai biểu thức 2 1 3 11
93 3

x x xA
xx x

+ −
= + +

−+ −
 và 3

5
xB
x
−

=
+

 với 0, 9x x≥ ≠   

a) Tính giá trị của biểu thức B  khi 49x =  
b) Rút gọn biểu thức A . 
c) Tìm tất cả các giá trị của x  để .P A B=   có giá trị là một số nguyên. 

Bài làm: 

a) Thay 49x =  ( thỏa mãn điều kiện) vào biểu thức B , ta được 49 3 4 1
12 349 5

B −
= = =

+
 

b) Ta có 
( ) ( )( )

( )( )
( )

( )( )
2 3 3 1 11 3 3 3 3

33 3 3 3

x x x x x x x xA
xx x x x

− + + + + − +
= = =

−− + − +
 

c) Ta có 3 3 3 3 15 15 15. . 3
3 5 5 5 5

x x x xP A B
x x x x x

− + −
= = = = = −

− + + + +
   

Xét 0 3 0 0P x x= ⇒ = ⇒ =  ( thỏa mãn) 

Xét 0P ≠ . Để P  nhận giá trị nguyên thì 15
5

M
x

=
+

 có giá trị nguyên. 

Nhận thấy 0, 9 5 0 0x x x M≥ ≠ ⇒ + > ⇒ >   ( )1  
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Mặt khác 155 5 3
5

x M
x

+ ≥ ⇒ = ≤
+

   ( )2 . 

Từ ( ) ( )1 , 2 0 3M⇒ < ≤  1, 2M M⇒ = =   hoặc 3M =  ( vì M  nguyên) 

Với 151 1 10 100
5

M x x
x

= ⇒ = ⇒ = ⇒ =
+

 ( thỏa mãn) 

Với 15 15 5 252 2 5
2 2 45

M x x x
x

= ⇒ = ⇒ + = ⇒ = ⇒ =
+

 ( thỏa mãn) 

Với 153 3 5 5 0 0
5

M x x x
x

= ⇒ = ⇒ + = ⇒ = ⇒ =
+

 ( thỏa mãn) 

Bài 13: Cho hai biểu thức 3
1

xA
x
+

=
+

 và 2 10
42 2

x xB
xx x
+

= + +
−− +

 với 0, 4x x≥ ≠   

a) Tính giá trị của biểu thức A  khi 9x =  

b) Chứng minh rằng 3
2

xB
x
+

=
−

 

c) Tìm x  để biểu thức 
AP
B

=  nhận giá trị nguyên. 

Bài làm: 

a) Thay 9x =  ( thỏa mãn điều kiện) vào biểu thức A , ta được 9 3 6 3
4 29 1

A +
= = =

+
 

b) Học sinh tự chứng minh 3
2

xB
x
+

=
−

 

c) Ta có 3 3 2 1 3 3: 1
1 2 1 1 1

A x x x xP
B x x x x x

+ + − + −
= = = = = −

+ − + + +
 

Xét 0 2 0 4P x x= ⇒ − = ⇒ =  ( không thỏa mãn) 

Xét 0P ≠ . Để P  nhận giá trị nguyên thì 3
1

M
x

=
+

 có giá trị nguyên 

Với 30, 4 1 0 0
1

x x x M
x

≥ ≠ ⇒ + > ⇒ = >
+

    ( )1  

Lại có 31 1 3
1

x M
x

+ ≥ ⇒ = ≤
+

    ( )2  

Từ ( ) ( )1 , 2 0 3 1, 2M M M⇒ < ≤ ⇒ = =     hoặc 3M =  ( vì M  có giá trị nguyên) 

TH1: 31 1 1 3 2 4
1

M x x x
x

= ⇒ = ⇒ + = ⇒ = ⇒ =
+

 ( không thỏa mãn) 

TH2: 3 3 1 12 2 1
2 2 41

M x x x
x

= ⇒ = ⇒ + = ⇒ = ⇒ =
+

 ( thỏa mãn) 

TH3: 33 3 1 1 0 0
1

M x x x
x

= ⇒ = ⇒ + = ⇒ = ⇒ =
+

 ( thỏa mãn) 
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Bài 14: Cho hai biểu thức 5
2

xA
x
−

=
+

 và 2 4
164 4

x xB
xx x

= − −
−+ −

 với 0, 16x x≥ ≠   

a) Tính giá trị của biểu thức A  khi 4x =  

b) Chứng minh rằng 2
4

xB
x
+

=
+

 

c) Tìm x  để biểu thức .Q A B=   nhận giá trị nguyên. 
Bài làm: 

a) Thay 4x =  ( thỏa mãn điều kiện) vào biểu thức A , ta được 4 5 3
44 2

A − −
= =

+
 

b) Ta có 
( ) ( )

( )( ) ( )( )
( )( )
( )( )

4 2 4 4 4 22 8 2
44 4 4 4 4 4

x x x x x xx x xB
xx x x x x x

− − + + − +− − +
= = = =

+− + − + − +
 

c) Ta có 5 2 5 9. . 1
2 4 4 4

x x xQ A B
x x x x
− + −

= = = = −
+ + + +

   

Xét 0 5 0 25P x x= ⇒ − = ⇒ =  ( thỏa mãn) 

Xét 0P ≠ . Để Q  nhận giá trị nguyên thì 9
4

M
x

=
+

 có giá trị nguyên 

Do 9 9 90 0 4 4
4 44

x x x M
x

≥ ⇒ ≥ ⇒ + ≥ ⇒ ≤ ⇒ ≤
+

  ( )1  

Mặt khác 9 0 0
4

M
x

> ⇒ >
+

     ( )2  

Từ ( ) ( ) 91 , 2 0 1
4

M M⇒ < ≤ ⇒ =   hoặc 2M =  ( vì M  có giá trị nguyên) 

TH1: Với 91 1 4 9 5 25
4

M x x x
x

= ⇒ = ⇒ + = ⇒ = ⇒ =
+

 ( thỏa mãn) 

TH2: Với 9 9 1 12 2 4
2 2 44

M x x x
x

= ⇒ = ⇒ + = ⇒ = ⇒ =
+

 ( thỏa mãn) 

Bài 15: Cho biểu thức 3
1
xA

x
−

=
+

 và 
( )( )

1 9 5
3 11 3

x x xB
x xx x
− +

= − −
− ++ −

, 0, 9x x≥ ≠  . 

a) Tính giá trị của biểu thức A  khi 4x = . 
b) Rút gọn biểu thức B . 
c) Tìm x  để biểu thức .P A B=   có giá trị nguyên. 

Bài làm: 

a) Thay 4x =  ( thỏa mãn điều kiện) vào biểu thức A , ta được 3 4 1
34 1

A −
= =

+
 

b) Ta có 
( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( )
1 1 9 5 3 2 6 4

1 3 1 3

x x x x x x xB
x x x x

− + − + − − + +
= = −

+ − + −
 

( )( )
( )( )

( )2 1 2 2 2

31 3

x x x

xx x

+ + − +
= − =

−+ −
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c) Ta có 
( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 1 23 2. . 2

1 3 1 1 1

x x xxP A B
x x x x x

− + + + +−
= = = = = +

+ − + + +
   

Xét 0 2 0P x= ⇒ + =  ( không tồn tại giá trị của x ) 

Xét 0P ≠ . Để P  có giá trị nguyên thì 2
1

M
x

=
+

 có giá trị nguyên. 

Nhận thấy 20, 9 1 0 0
1

x x x M
x

≥ ≠ ⇒ + > ⇒ = >
+

   ( )1  

Mặt khác 21 1 2
1

x
x

+ ≥ ⇒ ≤
+

    ( )2  

Từ ( ) ( )1 , 2 0 2M⇒ < ≤  . Mà M  nhận giá trị nguyên nên { }1; 2M ∈    

TH1: 21 1 1 2 1 1
1

M x x x
x

= ⇒ = ⇒ + = ⇒ = ⇒ =
+

 ( thỏa mãn) 

TH2: 22 2 1 1 0 0
1

M x x x
x

= ⇒ = ⇒ + = ⇒ = ⇒ =
+

 ( thỏa mãn) 

Bài 16: Cho biểu thức 2
1

xA
x
+

=
−

 và 2 4 4
11 1

x xB
xx x

+
= − +

−+ −
 với 0, 1x x≥ ≠  . 

a) Tính giá trị của biểu thức A  khi 25x = . 

b) Chứng minh rằng 
1

xB
x

=
−

. 

c) Tìm giá trị của x  để 
2BQ
A

=  nhận giá trị nguyên. 

Bài làm: 

a) Thay 25x =  ( thỏa mãn điều kiện) vào biểu thức A , ta được 25 2 7
425 1

A +
= =

−
 

b) Học sinh tự chứng minh 
1

xB
x

=
−

 

c) Ta có 2 2 2 2 2 4 4 4: 2
1 1 2 2 2

B x x x xQ
A x x x x x

+ + −
= = = = = −

− − + + +
 

Xét 0 2 0 0Q x x= ⇒ = ⇒ =  ( thỏa mãn) 

Xét 0Q ≠ . Để Q  nhận giá trị nguyên thì 4
2

M
x

=
+

 có giá trị nguyên 

Nhận thấy 40, 1 0 0 0
2

x x x M
x

≥ ≠ ⇒ > ⇒ > ⇒ >
+

    ( )1  

Mặt khác 42 2 2 2
2

x M
x

+ ≥ ⇒ ≤ ⇒ ≤
+

 với mọi 0, 1x x≥ ≠   ( )2  

Từ ( ) ( ) { }1 , 2 0 2 1; 2M M⇒ < ≤ ⇒ ∈     ( vì M  nhận giái trị nguyên) 

TH1: 41 1 2 4 2 4
2

M x x x
x

= ⇒ = ⇒ + = ⇒ = ⇒ =
+

 ( thỏa mãn) 

TH2: 42 2 2 2 0 0
2

M x x x
x

= ⇒ = ⇒ + = ⇒ = ⇒ =
+

 ( thỏa mãn) 
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Bài 17: Cho hai biểu thức 7
2

xA
x
+

=
−

và 2 7 4
2 2 2

x xB
x x x
+

= + +
− − +

 với 0, 4x x≥ ≠   

a) Tính giá trị của A  khi 25x =  
b) Rút gọn biểu thức B  
c) Đặt .P A B=  . Tìm giá trị của x  để P  có giá trị nguyên. 

Bài làm: 

a) Thay 25x =  ( thỏa mãn điều kiện) vào biểu thức A , ta được 25 7 12 4
325 2

A +
= = =

−
 

b) Rút gọn 2
2

xB
x
−

=
+

 

c) 7 2 7 5. . 1
2 2 2 2

x x xP A B
x x x x
+ − +

= = = = +
− + + +

   

Xét 0 7 0P x= ⇒ + =  ( không tồn tại giá trị x ) 

Xét 0P ≠ . Để P  nhận giá trị nguyên thì 5
2

M
x

=
+

 có giá trị nguyên. 

Do 50 0 0
2

x M
x

≥ ⇒ > ⇒ >
+

    ( )1  

Mặt khác 5 5 50 2 2
2 22

x x M
x

≥ ⇒ + ≥ ⇒ ≤ ⇒ ≤
+

 ( )2  

Từ ( ) ( ) { }51 , 2 0 1; 2
2

M M⇒ < < ⇒ ∈     do M  nhận giá trị nguyên. 

TH1: 51 1 9
2

M x
x

= ⇒ = ⇒ =
+

 ( thỏa mãn) 

TH2: 5 12 2
42

M x
x

= ⇒ = ⇒ =
+

 ( thỏa mãn) 

Bài 18: Cho hai biểu thức 11A
x

= −  và 
( )( )

1 3
3 1 1 3

xB
x x x x

= − +
+ − − +

 với 0, 1x x> ≠   

a) Tính giá trị của A  khi 4x = . 
b) Rút gọn biểu thức .P B A=    
c) Tìm các giá trị của x  để P  nhận giá trị nguyên. 

Bài làm: 

a) Thay 4x =  ( thỏa mãn điều kiện) vào biểu thức A , ta được 1 1 11 1
2 24

A = − = − =  

b) Ta có 
( ) ( )
( )( ) ( )( )

( )
( )( )

1 3 3 22
1 3 1 3 1 3

x x x x xx xB
x x x x x x

− − + + −−
= = =

− + − + − +
 

Xét 
( )

( )( )
2 1 2. .

31 3

x x x xP B A
x xx x

− − −
= = =

+− +
   

c) Xét 0 2 0 4P x x= ⇒ − = ⇒ =  ( thỏa mãn) 
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Xét 0P ≠ . Có 2 51
3 3

xP
x x
−

= = −
+ +

. Để P  nhận giá trị nguyên thì 5
3x +

 nhận giá trị nguyên 

Vì 0x > ⇒
5 0

3x
>

+
  ( )1  

Mặt khác 5 53 3
33

x
x

+ ≥ ⇒ ≤
+

 ( )2  

Từ ( ) ( ) 5 5 51 , 2 0 1
33 3x x

⇒ < ≤ ⇒ =
+ +

  3 5 2 4x x x⇒ + = ⇒ = ⇒ =  ( thỏa mãn) 

Bài 19: Cho hai biểu thức 9
2

A
x

=
−

 và 16 1 5
4 2 2

xB
x x x
+

= + −
− + −

 với 0, 4x x≥ ≠   

a) Tính giá trị của biểu thức A  khi 25x =  

b) Chứng minh rằng 2
2

xB
x
−

=
+

 

c) Tìm x  để biểu thức .Q A B=   có giá trị là số nguyên. 
Bài làm: 

a) Thay 25x =  ( thỏa mãn điều kiện) vào biểu thức A , ta được 9 9 3
5 225 2

A = = =
−−

 

b) Ta có 
( )( ) ( )( )

( )
( )( )

2
216 1 5 4 4 2

2 2 22 2 2 2 2 2

xx x x xB
x x xx x x x x x

−+ − + −
= + − = = =

+ − ++ − + − + −
 

c) Ta có 9 2 9. . 0
2 2 2

xQ A B
x x x

−
= = = ≠

− + +
   

với 0, 4x x≥ ≠  , ta có 9 9 90 0
2 22

Q
x

< ≤ ⇔ < ≤
+

, mà { }1; 2; 3; 4Q Q∈ ⇒ ∈         

TH1: 1 2 9 49Q x x= ⇒ + = ⇒ =  ( thỏa mãn) 

TH2: 
252 2 4 9
4

Q x x= ⇒ + = ⇒ =  ( thỏa mãn) 

TH3: 3 3 6 9 1Q x x= ⇒ + = ⇒ =  ( thỏa mãn) 

TH4: 
14 4 8 9

16
Q x x= ⇒ + = ⇒ =  ( thỏa mãn) 

Bài 20: Cho hai biểu thức 1
2

xA
x
−

=
+

 và 2 4 6
11

x xB
xx

+ +
= +

−+
 với 0, 1x x≥ ≠   

a) Tính giá trị của biểu thức A  khi 16x =  

b) Chứng minh rằng 4
1

xB
x
+

=
−

 

c) Tìm tất cả các giá trị của x  để biểu thức ( )1M A B= −  có giá trị là số nguyên. 

Bài làm: 

a) Thay 16x =  ( thỏa mãn điều kiện) vào biểu thức A  ta được 16 1 3 1
6 216 2

A −
= = =

+
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b) Học sinh tự chứng minh 4
1

xB
x
+

=
−

 

c) Ta có ( ) 1 4 1 5 51 . 1 . 0
2 1 2 1 2

x x xM A B
x x x x x

 − + −
= − = − = = ≠  + − + − + 

   

Vì 50, 1 0
2

x x
x

≥ ≠ ⇒ >
+

     ( )1  

Mặt khác 5 52 2
22

x
x

+ ≥ ⇒ ≤
+

  ( )2  

Từ ( ) ( ) 51 , 2 0
2

M⇒ < ≤   và M  nhận gía trị nguyên nên { }1; 2M ∈    

Với 51 1 2 5 3 9
2

M x x x
x

= ⇒ = ⇒ + = ⇒ = ⇒ =
+

 ( thỏa mãn) 

Với 5 5 1 12 2 2
2 2 42

M x x x
x

= ⇒ = ⇒ + = ⇒ = ⇒ =
+

 ( thỏa mãn) 

Vậy với 19;
4

x  ∈ 
 

   thì biểu thức M  có giá trị là số nguyên.  

Bài 21: Cho hai biểu thức 7
8

A
x

=
+

 và 2 18
93 3

xB
xx x

= + −
−− +

 với 0, 9x x≥ ≠   

a) Tính giá trị của A  khi 25x =  

b) Chứng minh 8
3

xB
x
+

=
+

 

c) Tìm tất cả các giá trị của x  để biểu thức .M A B=   có giá trị là số nguyên. 
Bài làm: 

a) Thay 25x =  ( thỏa mãn điều kiện) vào biểu thức A , ta được 7 7
1325 8

A = =
+

 

b) 
( ) ( )
( )( ) ( )( )

( )( )
( )( )

3 2 3 18 3 85 24 8
33 3 3 3 3 3

x x x x xx x xB
xx x x x x x

+ + − − − ++ − +
= = = =

++ − + − + −
 

c) Ta có 7 7. 0
33

M A B P
x

= = ⇒ < <
+

  

Với 1 3 7 16M x x= ⇒ + = ⇒ =  ( thỏa mãn) 

Với 
7 12 3
2 4

M x x= ⇒ + = ⇒ =  ( thỏa mãn) 

Vậy để M  nguyên thì 16x =  hoặc 
1
4

x =  

Bài 22: Cho hai biểu thức 2
3 1

xA
x
+

=
+

 và 8 3 26
42

xB
xx
+

= −
−−

 với 0, 4x x≥ ≠   

a) Tính giá trị của biểu thức A  tại 9x =  

b) Chứng minh rằng 5
2

B
x

=
+

 

c) Tìm giá trị x  để .P A B=   đạt giá trị nguyên nhỏ nhất. 
Bài làm: 
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a) Thay 9x =  ( thỏa mãn điều kiện) vào biểu thức A , ta được 9 2 5 1
10 23 9 1

A +
= = =

+
 

b) Học sinh tự chứng minh 5
2

B
x

=
+

 

c) Ta có 2 5 5. .
3 1 2 3 1

xP A B
x x x
+

= = =
+ + +

   

Vì 50 0
3 1

x
x

≥ ⇒ >
+

   ( )1  

Mặt khác 53 1 1 5
3 1

x
x

+ ≥ ⇒ ≤
+

  ( )2  

Từ ( ) ( )1 , 2 0 5P⇒ < ≤  . Như vậy P  nhận giá trị nguyên nhỏ nhất là 

5 4 161 1 3 1 5
3 93 1

P x x x
x

= ⇒ = ⇒ + = ⇒ = ⇒ =
+

 ( thỏa mãn) 

Bài 23: Cho các biểu thức 2
11

x xB
xx

= −
−−

 và 1
1

xC
x x x

= −
+ +

 với 0, 1x x> ≠  . 

a) Rút gọn biểu thức B  và C . 

b) Tìm x  để 
1.
3

B C = . 

c) Chứng minh rằng với 0, 1x x> ≠   thì tích .B C  không thể nhận giá trị nguyên. 
Bài làm: 

a) Ta có 
( )

( )( ) ( )( )
1 2

11 1 1 1

x x x x x xB
xx x x x

+ − −
= = =

+− + − +
 

Và 
( )

( )( )
( )
1 1. 1 1

1 1

x xx x xC
xx x x x

− +− −
= = =

+ +

  

b) Ta có 1 1. .
1 1

x x xB C
x x x

− −
= =

+ +
  .  

Để ( )1 1 1. 3 1 1 2 4 0 2 4
3 31

xB C x x x x x
x
−

= ⇒ = ⇒ − = + ⇒ − = ⇒ = ⇒ =
+

  ( thỏa mãn) 

c) Ta có 1 2. 1
1 1

xB C
x x
−

= = −
+ +

  

Vì 1 1 0 . 0x x B C≠ ⇒ − ≠ ⇒ ≠ . 

Để .B C  có giá trị nguyên thì 2
1

M
x

=
+

 có giá trị nguyên. 

Nhận thấy 0 1 0 0x x M> ⇒ + > ⇒ >  ( )1  

Mặt khác 20 1 1 2
1

x x M
x

> ⇒ + > ⇒ = <
+

 ( )2  

Từ ( ) ( )1 , 2 0 2 1M M⇒ < < ⇒ =   ( vì M  có giá trị nguyên) 

Với 21 1 1 2 1 1
1

M x x x
x

= ⇒ = ⇒ + = ⇒ = ⇒ =
+

 ( không thỏa mãn) 
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Vậy với 0, 1x x> ≠   thì tích .B C  không thể nhận giá trị nguyên. 

Bài 24: Cho các biểu thức 2 2 1
42 2

x xA
xx x
+

= − −
−+ −

 và 2
1

xB
x
+

=
+

 với 0, 4x x≥ ≠   

a) Tính giá trị của biểu thức B  khi 100x =  

b) Chứng minh biểu thức 2
2

xA
x

=
+

 

c) Tìm giá trị nguyên lớn nhất của x  để biểu thức 3M  có giá trị là một số nguyên với .M A B=   
Bài làm: 

a) Thay 100x =  ( thỏa mãn điều kiện) vào biểu thức B  ta được 100 2 12
11100 1

B +
= =

+
 

b) Học sinh tự chứng minh 2
2

xA
x

=
+

 

c) Ta có 2 2 2. .
2 1 1

x x xM A B
x x x

+
= = =

+ + +
  . Khi đó 6 6 6 6 63 6

1 1 1
x xM

x x x
+ −

= = = −
+ + +

 

Vì 6 60 0 3 6 6
1 1

x M
x x

≥ ⇒ > ⇒ = − <
+ +

 ( )1  

Và 6 61 1 6 3 6 0
1 1

x M
x x

+ ≥ ⇒ ≤ ⇒ = − ≥
+ +

 ( )2  

Từ ( ) ( )1 , 2 0 3 6M⇒ ≤ <  . Để x  có giá trị nguyên lớn nhất thì 66
1x

−
+

 có giá trị nguyên lớn 

nhất hay 6 66 5 1 5 25
1 1

x x
x x

− = ⇒ = ⇒ = ⇒ =
+ +

 ( thỏa mãn) 

Bài 25: Cho hai biểu thức 1
1

A
x

=
+

 và 
( )( )

3 2 2
2 3 2 3

x x xB
x x x x
+ + +

= − +
− − − −

 với 0, 4, 9x x x≥ ≠ ≠     

a) Tính giá trị của biểu thức A  khi 25x =  

b) Rút gọn biểu thức 
AP
B

=  

c) Tìm số tự nhiên x  để 0P <  
Bài làm: 

a) Thay 25x =  ( thỏa mãn điều kiện) vào biểu thức A  ta được 1 1
625 1

A = =
+

 

b) Ta có 
( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )
3 3 2 2 2 3 1

22 3 2 3

x x x x x xB
xx x x x

+ − − + − + + −
= = =

−− − − −
 

Khi đó 1 1 2:
1 2 1

A xP
B x x x

−
= = =

+ − +
 

c) Để 20 0
1

xP
x
−

< ⇒ <
+

. Vì 1 0x + >  với mọi 0, 4, 9x x x≥ ≠ ≠     

Nên  2 0 4 0 4x x x− < ⇒ < ⇒ ≤ < . Vậy các số tự nhiên x  cần tìm là 0; 1; 2; 3      . 
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Bài 26: Cho hai biểu thức 2
1

xA
x
+

=
−

 và 2 2
11

xB
xx

+
= +

−+
 với 0, 1x x≥ ≠   

a) Tính giá trị của biểu thức A  khi 4x =  

b) Chứng minh rằng 
1

xB
x

=
−

 

c) Tìm các giá trị x  nguyên để 
1:
2

B A <  

Bài làm: 

a) Thay 4x =  ( thỏa mãn điều kiện) vào biểu thức A , ta được 4 2 4
4 1

A +
= =

−
 

b) Học sinh tự chứng minh 
1

xB
x

=
−

 

c) Ta có 2: :
1 1 2

x x xB A
x x x

+
= =

− − +
 

Nên 
( )

1 1 2: 0 2 0 0 4
2 22 2 2

x xB A x x
x x

−
< ⇒ < ⇒ < ⇒ − < ⇒ ≤ <

+ +
. Kết hợp với điều kiện 

Ta được các giá trị x  nguyên cần tìm là { }0; 2; 3x∈      

Bài 27: Cho hai biểu thức 2
3

xA
x

=
+

 và 15 2 3:
25 5 5

x xB
x x x

 − +
= +  − + − 

 với 0, 25x x≥ ≠  

a) Tính giá trị của biểu thức A  khi 9x =  

b) Chứng minh rằng 1
3

B
x

=
+

 

c) Đặt 6P A B= − . Tìm giá trị x  nguyên lớn nhất để 0P <  
Bài làm: 

a) Thay 9x =  ( thỏa mãn điều kiện) vào biểu thức A , ta được 2 9 6 1
63 9

A = = =
+

 

b) Học sinh tự chứng minh 1
3

B
x

=
+

 

c) Ta có 2 6 2 66
3 3 3

x xP A B
x x x

−
= − = − =

+ + +
. 

Để 2 60 0
3

xP
x
−

< ⇒ <
+

. Vì 3 0x + >  với mọi 0, 25x x≥ ≠   

Nên 2 6 0 3 0 9x x x− < ⇒ < ⇒ ≤ < . Vậy x  nguyên lớn nhất cần tìm là 8x =  ( thỏa mãn) 

Bài 28: Cho hai biểu thức 5
2 4

xA
x
+

=
−

 và 1 1
4 2 2

xB
x x x

= + +
− − +

 với 0, 4x x> ≠   

a) Tính giá trị của biểu thức A  khi 9x =  
b) Rút gọn biểu thức B  

c) Đặt 
AP
B

= . Tìm giá trị nguyên lớn nhất của x  để 2P P>  

Bài làm: 
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a) Thay 9x =  ( thỏa mãn điều kiện) vào biểu thức A , ta được 9 5 4
2 9 4

A +
= =

−
 

b) Ta có 
( )( ) ( )( )

2 2 2
22 2 2 2

x x x x x xB
xx x x x

+ + + − +
= = =

−− + − +
 

c) Ta có 5 5:
2 4 2 2

A x x xP
B x x x

+ +
= = =

− −
 

Để 2P P>  thì ( )1 0P P − >  

Với 0, 4 0x x P> ≠ ⇒ >   nên 5 51 0 1 0 0 0 25
2 2
x xP x

x x
+ −

− > ⇒ − > ⇒ > ⇒ < <  

Vậy giá trị nguyên lớn nhất của x  cần tìm là 24x = . 

Bài 29: Cho hai biểu thức 
2

xA
x

=
+

 và 5 16 2
42

xB
xx
+

= −
−−

 với 0, 4x x≥ ≠   

a) Tính giá trị của biểu thức A  khi 9x =  

b) Chứng minh 3
2

B
x

=
+

 

c) Tìm giá trị nguyên lớn nhất của x  để 5 3A B+ ≤  
Bài làm: 

a) Thay 9x =  ( thỏa mãn điều kiện) vào A , ta được 9 3
59 2

A = =
+

 

b) Ta có 
( )

( )( ) ( )( ) ( )( )
5 2 16 2 3 6

2 2 2 2 2 2

x x xB
x x x x x x

+ + −
= − =

− + − + − +

3
2x

=
+

 

c) Ta có 
5 3 5 3 95 3 3 3 3 0 5 3 3 6 0 2 3 0 0

42 2
x xA B x x x x

x x
+ +

+ ≤ ⇒ ≤ ⇒ − ≤ ⇒ + − − ≤ ⇒ − ≤ ⇒ ≤ ≤
+ +

 

Mà x  là số nguyên lớn nhất nên 2x =  ( thỏa mãn) 
 

Dạng 2. Tìm giá trị nhỏ nhất, giá trị lớn nhất của biểu thức. 

Bài 1: Cho hai biểu thức 4
1

xA
x
+

=
+

 và 
( )( )

1 3 2
2 1 2 1

x x xB
x x x x

+ −
= + −

− + − +
 với 0, 4x x≥ ≠   

a) Tính giá trị của A  khi 1x =  

b) Chứng minh rằng 
1

xB
x

=
+

 

c) Gọi P A B= + . Tìm giá trị nhỏ nhất của P . 
Bài làm: 

a) Thay 1x =  ( thỏa mãn điều kiện) và biểu thức A  ta được 1 4 5
21 1

A +
= =

+
. 

b) Học sinh tự chứng minh 
1

xB
x

=
+

 



 

   60 
 

c) 4 4 4 41 1
1 1 1 1 1

x x x xP x x
x x x x x
+ + +

= + = = + = + + −
+ + + + +

 

Do 0 1 0x x≥ ⇒ + > . Áp dụng BĐT Cô – si ta được 

( )4 41 2 1 . 4 4 1 3
1 1

x x P
x x

+ + ≥ + = ⇒ ≥ − =
+ +

  

Dấu " "=  xảy ra khi ( )21 4 1x x+ = ⇒ =  ( thỏa mãn điều kiện)  

Vậy giá trị nhỏ nhất của P  bằng 3 , đạt được khi 1x = . 

Bài 2: Cho hai biểu thức 1
2

xM
x
+

=
−

 và 2 8
42 2

xN
xx x

= + +
−− +

 với 0, 4x x≥ ≠   

a) Tính giá trị của biểu thức M  khi 9x =  

b) Chứng minh 2
2

xN
x
+

=
−

 

c) Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức 
MP
N

= . 

Bài làm: 

a) Thay 9x =  ( thỏa mãn điều kiện xác định) vào biểu thức M  ta được: 9 1 4
9 2

M +
= =

−
 

b) Ta có 
( ) ( )
( )( ) ( )( )

2 2 2 8 4 4 2
22 2 2 2

x x x x x xN
xx x x x

+ + − + + + +
= = =

−− + + −
 

c) Tìm được 1 11
2 2

M xP
N x x

+
= = = −

+ +
 

Ta có 1 1 1 1 11 1
2 2 22 2

P
x x

≤ ⇒ = − ≥ − =
+ +

. Vậy 
1
2minP =  đạt được khi 0x = . 

Bài 3: Cho biểu thức 3 12
3

xP
x
+

=
+

 và 1 2 7 3
93 3

x x xQ
xx x

+ +
= + −

−− +
 với 0, 9x x> ≠   

a) Tính giá trị của P  khhi 4x =  

b) Chứng minh 3
3

xQ
x

=
+

 

c) Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức PA
Q

= . 

Bài làm: 

a) Thay 4x =  ( thỏa mãn điều kiện) vào biểu thức P , ta được 3.4 12 24
54 3

P +
= =

+
. 

b) Ta có 
( )( )
( )( )

( )
( )( ) ( )( )

1 3 2 3 7 3
3 3 3 3 3 3

x x x x xQ
x x x x x x

+ + − +
= + −

− + − + − +
 

( )( )
3 9 3

33 3
x x x

xx x
−

= =
+− +
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c) Ta có 3 12 3 4: :
3 3

x x xA P Q
x x x
+ +

= = =
+ +

 4x
x

= +  

Áp dụng BĐT Cô – si cho hai số không âm, ta được 
4 42 . 4 4x x A
x x

+ ≥ = ⇒ ≥  

Dấu " "=  xảy ra khi 4 4x x
x

= ⇒ = . 

Bài 4: Cho các biểu thức 1
3

xA
x
+

=
−

 và 2 3 3
93 3

x x xB
xx x
+

= + +
−− +

 với 0, 9x x≥ ≠   

a) Tính giá trị của biểu thức A  khi 25x = . 

b) Rút gọn biểu thức B  và tính 
BP
A

=  

c) Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức P . 
Bài làm: 

a) Thay 25x =  ( thỏa mãn điều kiện ) vào A , ta được 25 1 3
25 3

A +
= =

−
. 

b) Ta có 
( ) ( )

( )( ) ( )( )
( )

( )( )
3 2 3 3 3 3 13 3

3 3 3 3 3 3

x x x x x xxB
x x x x x x

+ + − − − − +− −
= = =

+ − + − + −
 

Khi đó 
( )

( )( )
3 1 3 3.

1 33 3

xB xP
A x xx x

− + − −
= = =

+ +− +
  

c) Vì 3 30 3 3 1 1 1
3 3

x x M
x x

−
≥ ⇒ + ≥ ⇒ ≤ ⇒ ≥ − ⇒ ≥ −

+ +
 

Vậy min 1M = − . Dấu " "=  xảy ra khi 0x = . 

Bài 5: Cho biểu thức 10 1
9 3

x xA
x x

+ +
= −

− −
 và 1

3
B

x
=

−
 với 0, 9x x≥ ≠   

a) Tính giá trị của biểu thức B  tại 4x =  

b) Rút gọn biểu thức 
AM
B

=  

c) Tìm giá trị nhỏ nhất của M  
Bài làm: 

a) Thay 4x =  ( thỏa mãn điều kiện) vào biểu thức A  ta được 1 1
4 3

A = = −
−

. 

b) Ta có 10 1 1:
9 3 3

A x xM
B x x x

 + +
= = −  − − − 

 

( )( ) ( ) ( )
( )( ) ( )

10 310 1 7. 3 . 3
3 33 3 3 3

x x xx x xx x
x xx x x x

  + + − ++ + + = − − = − =
 − ++ − − + 

  . 

c) 7 9 16 16 163 3 6
3 3 3 3

x xM x x
x x x x
+ − +

= = = − + = + + −
+ + + +

 

Vì 0 3x x≥ ⇒ +  và 16
3x +

 là hai số dương. Áp dụng BĐT Cô – si cho hai số trên ta được 
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( ) 162 3 . 6 2 16 6 2
3

M x
x

≥ + − = − =
+

 . Dấu " "=  xảy ra khi 

( )2163 3 16 1
3

x x x
x

+ = ⇒ + = ⇔ =
+

 

Bài 6: Cho hai biểu thức 4
2

x xA
x

+ +
=

−
 và 3 4 2 1

2 2
x x xB

x x x x
− + −

= − +
− −

 với 0, 4x x> ≠   

a) Tính giá trị của biểu thức A  khi 9x =  

b) Chứng minh rằng 1
2

xB
x
+

=
−

 

c) Tìm giá trị của x  để biểu thức 
A
B

 đạt giá trị nhỏ nhất. 

Bài làm: 

a) Thay 9x =  ( thỏa mãn điều kiện) vào biểu thức A  ta được 9 9 4 16 16
19 2

A + +
= = =

−
 

b) Học sinh tự chứng minh 1
2

xB
x
+

=
−

 

c) Ta có 
( )1 44 1 4 4 4: 1 1

2 2 1 1 1 1

x xA x x x x x x x
B x x x x x x

+ ++ + + + +
= = = = + = + + −

− − + + + +
  

Áp dụng BĐT Cô – si cho hai số không âm 1x +  và 4
1x +

 ta được 

( ) 42 1 . 1 2. 2 1 3
1

A x
B x
≥ + − = − =

+
  .  

Dấu " "=  xảy ra khi 41 1 2 1
1

x x x
x

+ = ⇒ + = ⇒ =
+

 ( thỏa mãn) 

Bài 7: Cho hai biểu thức 15
3

xM
x
+

=
+

 và 2 5 1:
93 3

x xN
xx x

 − −
= −  −+ − 

 với 0, 1, 9x x x≥ ≠ ≠     

a) Tính giá trị của M  khi 81x =  
b) Rút gọn biểu thức N  
c) Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức P M N= +  

Bài làm: 

a) Thay 81x =  ( thỏa mãn điều kiện) vào biểu thức M , ta được 81 15 96 8
1281 3

M +
= = =

+
 

b) Ta có 
( ) ( )
( )( )

2 3 52 5 1 1: :
93 3 33 3

x xx x xN
xx x xx x

− − − − − −
= − =  −+ − −+ −  ( )( )

1 3.
13 3

x x
xx x

− −
=

−− +
  

1
3x

=
+

. 

c) Ta có 15 1 16 253 6
3 3 3 3

x xP M N x
x x x x
+ +

= + = + = = + + −
+ + + +

 

Áp dụng BĐT Cô – si cho hai số không âm 3x +  và 25
3x +

 ta được 
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( ) 252 3 . 6 10 6 4
3

P x
x

≥ + − = − =
+

 .  

Dấu " "=  xảy ra khi 253 4
3

x x
x

+ = ⇒ =
+

 ( thỏa mãn điều kiện) 

Bài 8: Cho biểu thức 3
3

xA
x
+

=
+

 và 3 2 1 3.
9 3 1

x x xB
x x x

 + − −
= −  − + + 

  với 0, 9x x≥ ≠   

a) Tính giá trị của A  khi 16x =  
b) Rút gọn biểu thức B  

c) Cho 
AP
B

= . Tìm giá trị nhỏ nhất của P  

Bài làm: 

a) Thay 16x =  ( thỏa mãn điều kiện) vào biểu thức A , ta được 16 3 19
716 3

A +
= =

+
 

b) Ta có 
( )

( )( )
( )

( )( )

2
3 2 3 13 1.

1 33 3 3 1

x x x xx xB
x xx x x x

+ − − − +− +
= = =

+ +− + + +
  

c) Ta có 3 1 3 4 4: 1 1 2
3 3 1 1 1

A x x xP x x
B x x x x x

+ + +
= = = = − + = + + −

+ + + + +
 

Áp dụng BĐT Cô – si cho hai số không âm 1x +  và 4
1x +

 ta được 

( ) 42 1 . 2 4 2 2
1

P x
x

≥ + − = − =
+

 . Dấu " "=  xảy ra khi 41 1
1

x x
x

+ = ⇒ =
+

 ( thỏa mãn) 

Vậy giá trị nhỏ nhất của 2P = . Đạt được khi 1x = . 

Bài 9: Cho hai biểu thức 3
2

xA
x
+

=
−

 và 1 5 2
42

x xB
xx

− −
= +

−+
 với 0, 4x x> ≠  . 

a) Tính giá trị của biểu thức A  khi 9x = . 
b) Rút gọn biểu thức B . 

c) Tìm giá trị của x  để 
AC
B

=  đạt giá trị nhỏ nhất. 

Bài làm: 

a) Thay 9x =  ( thỏa mãn điều kiện) vào biểu thức A , ta được 9 3 12
9 2

A +
= =

−
 

b) Ta có 
( )( )

( )( ) ( )( )
1 2 5 2 2

22 2 2 2

x x x x x xB
xx x x x

− − + − +
= = =

−+ − + −
 

c) Ta có 3 3 3:
2 2

A x x xC x
B x x x x

+ +
= = = = +

− −
. 

Áp dụng BĐT Cô – si cho hai số không âm x  và 3
x

 ta được 32 . 2 3C x
x

≥ =  

Dấu " "=  xảy ra khi 3 3x x
x

= ⇒ =  ( thỏa mãn)  
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Bài 10: Cho biểu thức 7
3
xP

x
+

=  và 1 2 7 3
93 3

x x xQ
xx x

+ +
= + +

−− +
 với 0, 9x x> ≠  . 

a) Tính giá trị của biểu thức P  khi 4x = . 

b) Chứng minh 3
3

xQ
x

=
+

. 

c) Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức .A P Q=  . 
Bài làm: 

a) Thay 4x =  ( thỏa mãn điều kiện) vào biểu thức P  ta được 4 7 11
63 4

P +
= =  

b) Học sinh tự chứng minh 3
3

xQ
x

=
+

 

c) Ta có 7 3 7 9 16 16 16. . 3 3 6
3 3 3 3 3 3
x x x xA P Q x x

x x x x x x
+ + − +

= = = = = − + = + + −
+ + + + +

   

Áp dụng BĐT Cô – si cho hai số không âm 3x +  và 16
3x +

 ta được 

( ) 162 3 . 6 8 6 2
3

A x
x

≥ + − = − =
+

 .  

Dấu " "=  xảy ra khi 163 3 16 13 169
3

x x x x
x

+ = ⇒ + = ⇒ = ⇒ =
+

 

Bài 11: Cho hai biểu thức 1 15
93

xP
xx
+

= +
−−

 và 3
2

xQ −
=  với 0, 9x x≥ ≠   

a) Tính giá trị của biểu thức Q  khi 25x =  
b) Rút gọn biểu thức .M P Q=   
c) Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức M . 

Bài làm: 

a) Thay 25x =  ( thỏa mãn điều kiện) vào biểu thức Q  ta được 25 3 2 1
2 2

A −
= = =  

b) Ta có 
( )( )

( )
( )( )

2 93 15
3 3 3 3

xx xP
x x x x

++ + +
= =

− + − +
. 

Khi đó 
( )

( )( )
2 9 3 9. .

2 33 3

x x xM P Q
xx x

+ − +
= = =

+− +
  . 

c) Ta có 9 61
3 3

xM
x x
+

= = +
+ +

. 

Để biểu thức M  có giá trị lớn nhất thì 6
3x +

 là số dương lớn nhất hay 3x +  có giá trị bé nhất. 

Mà 3 3x + ≥  nên 3x +  có giá trị nhỏ nhất bằng 3 . Đạt được khi 0 0x x= ⇒ =  

Vậy giá trị lớn nhất của biểu thức M  bằng 61 3
3

+ = . Đạt được khi 0x = . 
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Bài 12: Cho hai biểu thức 2 1
3

xA
x
−

=
−

 và 2 3 9
9 3

x x xB
x x
+ +

= −
− +

 với 0, 9x x≥ ≠  . 

a) Tính giá trị của biểu thức A  khi 25x = . 
b) Rút gọn biểu thức B . 

c) Đặt 
AP
B

= . Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức P . 

Bài làm: 

a) Thay 25x =  ( thỏa mãn điều kiện) vào biểu thức A , ta được 2 25 1 9
225 3

A −
= =

−
 

b) Ta có 
( )

( )( ) ( )( )
2 3 9 3 6 9 3

33 3 3 3

x x x x x x xB
xx x x x

+ + − − + + +
= = =

−− + − +
 

c) Ta có 2 1 3 2 1 2 6 7 7: 2
3 3 3 3 3

A x x x xP
B x x x x x

− + − + −
= = = = = −

− − + + +
 

Để P  đạt giá trị nhỏ nhất thì 7
3x +

 là số dương lớn nhất hay 3x +  là số dương bé nhất. 

Nhận thấy 3 3x + ≥  với mọi 0, 9x x≥ ≠  7 7 7 12
3 3 33

P
x

−
⇒ ≤ ⇒ ≥ − =

+
. 

Dấu " "=  xảy ra khi 3 3 0x x+ = ⇒ =  ( thỏa mãn) 

Bài 13: Cho hai biểu thức 1 1
4 2 2

xP
x x x

= − +
− − +

 và 2
3

xQ
x
−

=
−

 với 0, 4, 9x x x≥ ≠ ≠     

a) Tính giá trị của biểu thức Q  khi 1 3 66
3 2

x = + +
−

 

b) Rút gọn biểu thức 1P −  
c) Với x∈ . Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức ( ). 1K Q P= −  

Bài làm: 

a) Thay 1 3 23 66 3 66 3 2 3 66 64
3 43 2

x +
= + + = + + = − − + + =

−−
 ( thỏa mãn điều kiện) vào 

biểu thức Q  ta được 64 2 8 2 6
8 3 564 3

Q − −
= = =

−−
. 

b) Ta có 
( )

( )( ) ( )( )
2 2 2

22 2 2 2

x x x x x xP
xx x x x

+ + + − +
= = =

−− + − +
 

Khi đó 21 1
2 2

xP
x x

− = − =
− −

 

c) Ta có ( ) 2 2 2. 1 .
3 2 3

xK Q P
x x x
−

= − = =
− − −

   

Để K  đạt giá trị lớn nhất thì 3 0x − >  và có giá trị nhỏ nhất. 

Ta có 3 0 3 9x x x− > ⇒ > ⇒ > . Với 10x x∈ ⇒ = . Khi đó 2
10 3

K =
−

.  
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Vậy giá trị lớn nhất của 2
10 3

K =
−

 đạt được khi 10x =  

Bài 14: Cho biểu thức 2 1xA
x
−

=  và 2 1 2 3
93 3

x x x xB
xx x

− − −
= + −

−+ −
 với 0, 9x x> ≠  

a) Tính giá trị của biểu thức A  khi 25x =  
b) Rút gọn biểu thức B  
c) Tìm x∈  để biểu thức .P A B=   đạt giá trị lớn nhất. 

Bài làm: 

a) Thay 25x =  ( thỏa mãn điều kiện)  vào A , ta được 2 25 2 9
525

A −
= =  

b) Ta có 
( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )( )
3 2 1 3 2 3 3

3 3 3 3

x x x x x x x xB
x x x x

− + − + − − − +
= =

+ − + − 3
x

x
=

−
 

c) Ta có 2 1 5. 2
3 3

xP A B
x x
−

= = = +
− −

  

Để P  lớn nhất thì 3 0x − >  và 3x −  có giá trị nhỏ nhất.  

Mà 10 3 10 3 0x x x∈ ⇒ ≥ ⇒ − ≥ − >  

2 10 1 17 5 10 10
10 3maxP x−

⇒ = = + ⇔ =
−

 ( thỏa mãn điều kiện xác định) 

Bài 15: Cho 2
1

xA
x
−

=
+

 và 1 1
4 2 2

xB
x x x

= + +
− − +

 với 0, 4x x≥ ≠   

a) Tính giá trị của A  khi 25x =  
b) Rút gọn B . 
c) Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức .P A B=   

Bài làm: 

a) Thay 25x =  ( thỏa mãn điều kiện) vào biểu thức A , ta được 25 2 3 1
6 225 1

A −
= = =

+
 

b) Ta có 
( )( ) ( )( )

2 2 2
22 2 2 2

x x x x x xB
xx x x x

+ + + − +
= = =

−− + − +
 

c) Ta có 2 1. . 1
1 2 1 1

x x xP A B
x x x x
−

= = = = −
+ − + +

  . 

Để P  đạt giá trị nhỏ nhất thì 1
1x +

 là số dương lớn nhất. hay 1x +  có giá trị nhỏ nhất. 

Mà 1 1x + ≥  có giá trị nhỏ nhất bằng 1. Khi 0x =  ( thỏa mãn), thay vào 11 0
1

P = − =  

Vậy giá trị nhỏ nhất của P  bằng 0  đạt đuọc khi 0x = . 
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Bài 16: Cho hai biểu thức 2
1

xA
x

+
=

+
 và 2 21 4

6 3 2
x xB

x x x x
−

= + −
− − − +

 với 0, 9x x≥ ≠   

a) Tính giá trị của biểu thức A  khi 25x =  
b) Rút gọn biểu thức B  
c) Cho .P A B=  . Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức P  

Bài làm: 

a) Thay 25x =  ( thỏa mãn điều kiện) vào biểu thức A  ta được 25 2 7 1
61 25

A +
= = =

+
 

b) Ta có 
( ) ( )

( )( ) ( )( )
2 21 2 4 3 9 3

23 2 3 2

x x x x x xB
xx x x x

− + + − − − +
= = =

+− + − +
 

c) Ta có 2 3 3 2. . 1
1 2 1 1

x x xP A B
x x x x

+ + +
= = = = +

+ + + +
   

Nhận thấy 1 1x + ≥  với mọi 2 20, 9 2 1 3
1 1

x x P
x x

≥ ≠ ⇒ ≤ ⇒ = + ≤
+ +

  . 

Dấu " "=  xảy ra khi 1 1 0x x+ = ⇒ = .  

Bài 17: Cho biểu thức 2 1
3

xA
x
−

=
−

 và 2 3 9
9 3

x x xB
x x
+ +

= −
− +

 với 0, 9x x≥ ≠  . 

a) Tính giá trị của biểu thức A  khi 36x = . 
b) Rút gọn biểu thức B . 

c) Cho 
AP
B

= . Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức P . 

Bài làm: 

a) Thay 36x =  ( thỏa mãn điều kiện) vào biểu thức A  ta được 2 36 1 11
336 3

A −
= =

−
 

b) Ta có 
( )

( )( ) ( )( )
2 3 9 3 6 9 3

33 3 3 3

x x x x x x xB
xx x x x

+ + − − + + +
= = =

−− + − +
 

c) Ta có 2 1 3 2 1 2 6 7 7: 2
3 3 3 3 3

A x x x xP
B x x x x x

− + − + −
= = = = = −

− − + + +
 

Để P  đạt giá trị nhỏ nhất thì 7
3x +

 là số dương có giá trị lớn nhất hay 3x +  có giá trị nhỏ nhất 

Mà 3 3x + ≥  với mọi 0, 9x x≥ ≠  . Khi đó 7 12
3 3

P −
= − = . Dấu " "=  xảy ra khi 0x =  

Bài 18: Cho hai biểu thức 9xP
x
−

=  và 1 2 5
93

x xQ
xx

+ +
= −

−+
 với 0, 9x x> ≠   

a) Tính giá trị của biểu thức P  khi 4x =  

b) Chứng minh 
2
9

xQ
x
+

=
−

 

c) Tìm tất cả các giá trị của x  để biểu thức .A P Q=   đạt giá trị nhỏ nhất. 
Bài làm: 
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a) Thay 4x =  ( thỏa mãn điều kiện) vào P  ta được 4 9 5
24

P − −
= = . 

b) 
( )( )
( )( ) ( )( )

1 31 2 5 1 2 5 2 5
9 93 3 3 3 3 3

x xx x x x xQ
x xx x x x x x

+ −+ + + + +
= − = + = +

− −+ + + − − +
 

( )( )
2 3 2 5 2

93 3
x x x x

xx x
− − + + +

= =
−+ −

 

c) Ta có 
( ) ( )2 2

2 2 2. 29 2 2. . 2 2 2 2
9

x x xx x xA P Q
xx x x x

− + −− + +
= = = = = + ≥

−

 
   

Do 
( )22

0
x

x

−
≥  với 0, 9x x> ≠  . Dấu " "=  xảy ra khi 2 0 2x x− = ⇒ =  

Bài 19: Cho biểu thức 
4

xA
x

=
−

 và 
2 3 2

x x xB
x x x

+
= +

+ + +
 với 0, 4x x> ≠   

a) Tìm các giá trị của x  để 
3

5
A −
=  

b) Rút gọn biểu thức :P B A=  
c) Tìm số thực dương x  sao cho P  đạt giá trị lớn nhất. 

Bài làm: 

a) Để 3
5

A −
=  thì ( ) ( )( )3 5 3 4 3 5 12 0 3 4 3 0

4 5
x x x x x x x
x

−
= ⇒ = − − ⇒ − − = ⇒ + − =

−
 

Với 0x >  thì 3 5 0x + >  nên 3 0 9x x− = ⇒ =  ( thỏa mãn) 

b) Ta có 
( )

( )( )
( )1 1

2 2 2 21 2

x x x xx x xB
x x x xx x

+ +
= + = + =

+ + + ++ +
 

Khi đó 
( ) ( ) ( )( ) ( )( )

1 1 2 2
: : . 1 2

42 2

x x x x x xxP B A x x
xx x x

+ + − +
= = = = + −

−+ +
 

c) Ta có ( )
21 9 92 2

2 4 4
P x x x x x = − + + = − − − = − − + ≤ 

 
 

P  đạt giá trị lớn nhất bằng 9
4

 khi 1 1 10
2 2 4

x x x− = ⇒ = ⇒ =  ( thỏa mãn) 
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Dạng 3. Các bài toán tổng hợp 

Bài 1: Cho hai biểu thức 4xA
x
+

=  và 2 4
42

xB
xx
+

= +
−+

 với 0, 4x x> ≠   

a) Tính giá trị của biểu thức A  khi 9x =  
b) Rút gọn biểu thức B  
c) Cho .P A B=  . Tìm giá trị của x  khi P P=  

Bài làm: 

a) Thay 9x =  ( thỏa mãn điều kiện) vào A , ta được 9 4 7
39

A +
= =  

b) 
( )

( )( ) ( )( )
( )

( )( )
2 2 24

22 2 2 2 2 2

x x xx xB
xx x x x x x

− ++
= + = =

−− + − + − +
 

c) 4 4. .
2 2

x x xP A B
x x x

+ +
= = =

− −
    

Để 40 0
2

xP P P
x
+

= ⇔ ≥ ⇒ ≥
−

. Mà 0 0 4 0 2 0 4x x x x x≥ ⇒ > ⇒ + > ⇒ − > ⇒ >  

Bài 2: Cho hai biểu thức 1xA
x
+

=  và 3 1 2
3 2 2 1

x x xB
x x x x

+ +
= − +

− + − −
 với 0, 4, 1x x x> ≠ ≠     

a) Tính giá trị của biểu thức A  tại 49x =  
b) Rút gọn biểu thức B  

c) Cho 
AP
B

= . Tìm giá trị nguyên nhỏ nhất của x  để P P>  

Bài làm: 

a) Thay 49x =  ( thỏa mãn điều kiện) vào A  ta được: 49 1 8
749

A +
= = . 

b) Ta có 
( )( ) ( )( )

( )( )
( )3 1 1 2 2 3 1

22 1

x x x x x x
B

xx x

− + − + + − +
= =

−− −
. 

c) Tính được 2
3
xP

x
−

=   

Để 20 0
3
xP P P

x
−

> ⇔ < ⇔ < . Do 0 3 0 2 0 4x x x x> ⇒ > ⇒ − < ⇔ <  

Kết hợp với điều kiện 0 4x⇒ < <  và 1x ≠ . Do x∈  và x  nhỏ nhất nên 2x = . 

Bài 3: Cho biểu thức 2
1

xA
x
−

=
−

 và 1 2
11 1

xB
xx x

= − +
−+ −

 với 0, 1x x≥ ≠   

a) Tính giá trị của A  khi 16x =  
b) Rút gọn B  
c) Đặt .P A B=  . Tìm giá trị nguyên của x  để P P>  

Bài làm: 

a) Thay 16x =  ( thỏa mãn điều kiện) vào A , ta được 
2
3

A =  
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b) 
( )( )

( )
( )( )

1 1 21 2 1
1 1 11 1 1 1

x x xx xB
x x xx x x x

− + + + +
= + + = =

+ − −+ − + −
 

c) Ta có 2 1 2: :
1 1 1

x x xP A B
x x x
− + −

= = =
− − +

 với 0, 1x x≥ ≠   

Để 0P P P> ⇔ <  hay 2 0 0 4
1

x x
x
−

< ⇒ ≤ <
+

 và 1x ≠ . Vì x∈  nên { }0; 2; 3x∈      

Bài 4: Cho biểu thức 2
1

xA
x
−

=
−

 và 
( )( )

3 3 3 1 2
2 12 1

x x x xB
x xx x

+ − + −
= − +

+ −+ −
 với 0, 1x x≥ ≠  

a) Tính giá trị của biểu thức A  khi 16x =  
b) Rút gọn biểu thức B  
c) Đặt : .P A B=  Tìm tất cả các giá trị nguyên của x  để 2 1P <  

Bài làm: 

a) Thay 16x =  ( thỏa mãn điều kiện) vào biểu thức A , ta được 16 2 2
316 1

A −
= =

−
. 

b) Ta có 
( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

3 3 3 1 1 2 2 3 2 1
12 1 2 1

x x x x x x x x xB
xx x x x

+ − − + − − − + + + +
= = =

−+ − + −
 

c) Ta có 2 1 2:
1 1 1

A x x xP
B x x x

− + −
= = =

− − +
. 

Để 1 12 1 0
2 4

P P P< ⇒ < ⇒ ≤ < . 

Ta có 20 0 4
1

xP x
x
−

≥ ⇒ ≥ ⇒ ≥
+

     ( )1  

Ta có 
( )
( )

3 31 2 1 0 0 0 9
4 41 4 1

xxP x
x x

−−
< ⇒ − < ⇒ < ⇒ ≤ <

+ +
 ( )2  

Kết hợp ( ) ( )1 , 2   với điều kiện ta được 4 9x≤ < . Mà { }4; 5; 6; 7; 8x x∈ ⇒ ∈          . 

Bài 5: Cho 20 2 3
25 5

xA
x x
−

= +
− +

 và 2
5

xB
x
+

=
−

 với 0, 25x x≥ ≠  . 

a) Tính giá trị của B  khi 49x = . 
b) Rút gọn A . 

c) Tính giá trị của x  để 4B x
A
= − . 

Bài làm: 

a) Thay 49x =  ( thỏa mãn điều kiện) vào biểu thức B , ta được 49 2 9
249 5

B +
= =

−
 

b) Ta có 
( )

( )( ) ( )( )
20 2 3 5 5 1

55 5 5 5

x x xA
xx x x x

− + − +
= = =

−− + − +
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c) Ta có 2 1: 2
5 5

B x x
A x x

+
= = +

− −
. Để 4 2 4B x x x

A
= − ⇒ + = −  ( với 0 2 0x x≥ ⇒ + > ) 

TH1: ( )( )4 2 6 0 2 3 0x x x x x x− = + ⇒ − − = ⇒ + − =  

 Vì 2 0x + =  với mọi 0x ≥  nên 3 0 9x x− = ⇒ =  ( thỏa mãn) 

TH2: ( )( )4 2 2 0 1 2 0x x x x x x− = − − ⇒ + − = ⇒ − + =  

 Vì 2 0x + >  với mọi 0x ≥  nên 1 0 1x x− = ⇒ =  ( thỏa mãn) 

Bài 6: Cho hai biểu thức 5
3

xA
x
+

=
−

 và 4 2 13
93 3

x x xB
xx x
− −

= + +
−+ −

 với 0, 9x x≥ ≠   

a) Tính giá trị của biểu thức A  khi 25x =  

b) Chứng minh rằng 
25
9

xB
x
−

=
−

 

c) Đặt 
BP
A

= . Tìm x  để 
1
3

P <  

Bài làm: 

a) Thay 25x =  ( thỏa mãn điều kiện xác định) vào A , ta được: 25 5 5
25 3

A +
= =

−
 

b) Ta có 
( )

( )( ) ( )( )
( )

( )( )
4 3 32 13

3 3 3 3 3 3

x x xx xB
x x x x x x

− +− −
= + −

− + − + − +

( )( )
4 12 2 13 3

3 3
x x x x x

x x
− + − − − −

=
− + ( )( )

25 25
93 3

x x
xx x

− −
= =

−− +
. 

c) Rút gọn 5
3

B xP
A x

−
= =

+
. 

P  có nghĩa khi 5 0 25
3

x x
x
−

≥ ⇒ ≥
+

 

Để 1 5 1 36
3 93

xP x
x
−

< ⇒ < ⇒ <
+

. Vậy 25 36x≤ <  

Bài 7: Cho hai biểu thức 
2

xA
x

=
+

 và 1 1
4 2 2

xB
x x x

= + −
− + −

 với 0, 4x x≥ ≠   

a) Tính giá trị của biểu thức A  khi 25x =  

b) Chứng minh 
2

xB
x

=
−

 

c) Đặt :P A B= . Tìm giá trị nguyên nhỏ nhất của x  để 
1
2

P <  

Bài làm: 

a) Thay 25x =  ( thỏa mãn điều kiện) vào biểu thức A  ta được 25 5
725 2

A = =
+

 

b) Học sinh tự chứng minh 
2

xB
x

=
−
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c) Ta có 2: :
2 2 2

x x xP A B
x x x

−
= = =

+ − +
. Để 1 10

2 4
P P< ⇒ ≤ <  

Với 20 0 2 0 4
2

xP x x
x
−

≥ ⇒ ≥ ⇒ − ≥ ⇒ >
+

 ( vì 2 0x + >  với mọi 0, 4x x≥ ≠  ) ( )1  

Với 
( )

1 2 1 3 10 10 1000 0 3 10 0 0
4 4 3 92 4 2

x xP x x x
x x
− −

< ⇒ − < ⇒ < ⇒ − < ⇒ < ⇒ ≤ <
+ +

 

( vì ( )4 2 0x + > )   ( )2  

Từ ( ) ( ) 1001 , 2 4
9

x⇒ < <  . Mà x  nhận giá trị nguyên nhỏ nhất nên 5x =  

Bài 8: Cho hai biểu thức 2
5

xA
x
+

=
+

 và 20 1 6
4 2 2

xB
x x x
+

= + +
− + −

 với 0, 4x x≥ ≠   

a) Tính giá trị của biểu thức A  khi 16x =  

b) Chứng minh 3
2

xB
x
−

=
+

 

c) Tìm x  để 
1
2

AB < . 

Bài làm: 

a) Thay 16x =  ( thỏa mãn điều kiện) vào biểu thức A , ta được 16 2 6 2
9 316 5

A +
= = =

+
 

b) Học sinh tự chứng minh  3
2

xB
x
−

=
+

 

c) Ta có 2 3 3. .
5 2 5

x x xA B
x x x
+ − −

= =
+ + +

  . Để 1 1. 0 .
2 4

A B A B< ⇒ ≤ <   

Để 3. 0 0 3 0 9
5

xA B x x
x
−

≥ ⇒ ≥ ⇒ − ≥ ⇒ ≥
+

  ( vì 5 0x + >  với mọi 0, 4x x≥ ≠  ) ( )1  

Để 
( )

1 3 1 3 17. 0 0 3 17 0
4 45 4 5

x xA B x
x x
− −

< ⇒ − < ⇒ < ⇒ − <
+ +

 17 2890
3 9

x x⇒ < ⇒ ≤ <   

( vì ( )4 5 0x + > )  ( )2  

Từ ( ) ( ) 2891 , 2 9
9

x⇒ ≤ <   

Bài 9: Cho hai biểu thức 2 2 4
42 2

x x xA
xx x

+ −
= − +

−− +
 và 

( )4 2

2

x
B

x

+
=

−
 với 0, 4x x≥ ≠   

a) Tính giá trị của biểu thức B  khi 196x =  
b) Rút gọn biểu thức A  
c) Xét biểu thức :P A B= . So sánh P  và P  

Bài làm: 

a) Thay 196x =  ( thỏa mãn điều kiện) vào biểu thức B , ta được 
( )4 196 2 4.16 16

12 3196 2
B

+
= = =

−
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b) Ta có 
( ) ( )

( )( )
( )

( )( )

2 2
2 2 4 4 2 4

22 2 2 2

x x x x x xA
xx x x x

+ − − + +
= = =

−− + − +
 

c) Ta có 
( )4 24: :

2 2 2

xx xP A B
x x x

+
= = =

− − +
. Nhận thấy 0P ≥  với mọi 0, 4x x≥ ≠   

Xét 21 1 0
2 2

xP
x x

−
− = − = <

+ +
 với mọi 0, 4x x≥ ≠   nên 0 1P< < . 

Vậy P P< . 

Bài 10: Cho biểu thức 2 5
1

xA
x
+

=
−

 và 1 2 9 3
2 3 6

x xB
x x x x
+ −

= + −
− + + −

 với 0, 1, 4x x x≥ ≠ ≠     

a) Tính giá trị của A  khi 169x =  

b) Chứng minh biểu thức 1
3

xB
x
−

=
+

 

c) Với biểu thức .P A B=  . Hãy so sánh biểu thức P  với P  
Bài làm: 

a) Thay 169x =  ( thỏa mãn điều kiện) vào biểu thức A , ta được 2 169 5 2.13 5 31
13 1 12169 1

A + +
= = =

−−
  

b) Học sinh tự chứng minh 1
3

xB
x
−

=
+

 

c) Ta có 2 5 1 2 5. .
1 3 3

x x xA B
x x x
+ − +

= =
− + +

   

Xét 2 5 21 1 0
3 3

x xP
x x
+ +

− = − = >
+ +

 với mọi 0, 1, 4x x x≥ ≠ ≠     

Nên 1P P P> ⇒ > . 

Bài 11: Cho biểu thức 2
4

xA
x
−

=
+

 và 3 3 2
42 2

x xB
xx x

−
= + +

−+ −
 với 0, 4x x≥ ≠  . 

a) Tính giá trị của A  khi 16x = . 
b) Rút gọn biểu thức B . 
c) Đặt .P A B=  . So sánh giá trị của biểu thức P  với 1. 

Bài làm: 

a) Thay 16x =  ( thỏa mãn điều kiện) vào biểu thức A , ta được 16 2 2 1
8 416 4

A −
= = =

+
 

b) Ta có 
( ) ( ) ( )

( )( )
( )

( )( )

2
2 3 2 3 2 2 2

22 2 2 2

x x x x x xB
xx x x x

− + + + − + +
= = =

−+ − + −
 

c) Ta có 2 2 2. .
4 2 4

x x xP A B
x x x
− + +

= = =
+ − +

  . 

Xét 2 21 1
4 4

xP
x x
+ −

− = − =
+ +

 

Với 0, 4 4 0 1 0 1x x x P P≥ ≠ ⇒ + > ⇒ − < ⇒ <  . 
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Bài 12: Cho 6
5

xA
x
+

=
−

 và 10 5
255 5

x xB
xx x

= − −
−− +

 với 0, 25x x≥ ≠   

a) Tính giá trị của A  khi 9x = . 
b) Rút gọn B  
c) Đặt .P A B=  . So sánh P  với 1. 

Bài làm: 

a) Thay 9x =  ( thỏa mãn điều kiện) vào A  ta được 9 6 9
29 5

A + −
= =

−
 

b) 
( )

( )( ) ( )( )
( )

( )( )
5 5 510

5 5 5 5 5 5

x x xxB
x x x x x x

+ −
= − −

− + − + − + ( )( )
10 25 5

55 5
x x x

xx x
− + −

= =
+− +

. 

c) 6 5 6 1. . 1
5 5 5 5

x x xP A B
x x x x
+ − +

= = = = +
− + + +

   

Vì 1 0
5x
>

+
 nên 1P > . 

Bài 13: Cho hai biểu thức 3
12
xA +

=  và 3 15
25 5

x xB
x x

−
= +

− +
 với 0, 25x x≥ ≠   

a) Tính giá trị của biểu thức A  khi 9x =  
b) Rút gọn biểu thức B  

c) Đặt 
BC
A

= . Tìm giá trị của x  để biểu thức C  có giá trị bằng 2  

Bài làm: 

a) Thay 9x =  ( thỏa mãn điều kiện) vào biểu thức A  ta được 9 3 6 1
12 12 2

A +
= = =  

b) Ta có 
( )

( )( ) ( )( )
( )( )
( )( )

3 15 5 3 52 15 3
55 5 5 5 5 5

x x x x xx x xB
xx x x x x x

− + − + −− − +
= = = =

+− + − + − +
 

c) Ta có 3 3 12:
125 5

B x xC
A x x

+ +
= = =

+ +
. 

Để biểu thức C  có giá trị bằng 2  thì 12 2 5 6 1 1
5

x x x
x

= ⇒ + = ⇒ = ⇒ =
+

 ( thỏa mãn) 

Bài 14: Cho hai biểu thức 5
1

xA
x

=
−

 và 3 1 2
1 1

x xB
x x
+

= −
− −

 với 0, 1x x≥ ≠   

a) Tính giá trị của A  khi 36x =  
b) Rút gọn biểu thức B  

c) Cho biểu thức .P A B=  . Tìm x  để 
10
3

P =  

Bài làm: 

a) Thay 36x =  ( thỏa mãn điều kiện) vào biểu thức A , ta được 5 36 30 6
536 1

A = = =
−
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b) Ta có 
( )

( )( ) ( )( )
3 1 2 1 2 1 1

11 1 1 1

x x x x x xB
xx x x x

+ − + − + −
= = =

+− + − +
 

c) Ta có 5 1 5. .
1 1 1

x x xP A B
x x x

−
= = =

− + +
  . 

Để 10
3

P =  thì 5 10 15 10 10 5 10 2 4
31

x x x x x x
x

= ⇒ = + ⇒ = ⇒ = ⇒ =
+

 ( thỏa mãn) 

Bài 15: Cho hai biểu thức 
2 3

5
xA

x
+

=
+

 và 1 4 30 :
255 5 5

x x xB
xx x x

 +
= − +  −+ − − 

 với 0, 25x x> ≠   

a) Tính giá trị của A  khi 1x =  
b) Rút gọn biểu thức B  
c) Cho .P A B=  . Tìm x  để 4P =  

Bài làm: 

a) Thay 1x =  ( thỏa mãn điều kiện) vào biểu thức A  ta được 1 3 4 2
6 31 5

A +
= = =

+
 

b) Ta có 
( )

( )( ) ( )( )
5 5 4 30 10 25 5 5: .

55 5 5 5

x x x x x x x x xB
x xxx x x x

− + + + + + + − +
= = =

−− + − +
  

c) Ta có 
2 23 5 3. .

5
x x xP A B

x xx
+ + +

= = =
+

  .  

Để ( )( )
2

234 4 4 3 0 1 3 0xP x x x x
x
+

= ⇒ = ⇒ − + = ⇒ − − =  

Với 1 0 1x x− = ⇒ =  ( thỏa mãn) 
Với 3 0 3x x− = ⇒ =  ( thỏa mãn) 

Bài 16: Cho hai biểu thức và 2 1 xB
x x x

−
= −

+
 với 0x >  

a) Tính giá trị của biểu thức A  khi 4x =  
b) Rút gọn biểu thức B  
c) Tìm tất cả các giá trị của x  để .A B A=  

Bài làm: 

a) Thay 4x =  ( thỏa mãn điều kiện) vào A  ta được 4 2 0
4 1

A −
= =

+
 

b) Ta có 
( )( )

( )
( )1 1 12 2 1

1

x x x xB
x x x xx x

− + − +
= − = − =

+
 

c) Ta có ( )
0

. 1 0
1

A
A B A A B

B
=

= ⇒ − = ⇒  =
  

TH1: 20 0 4
1

xA x
x
−

= ⇒ = ⇒ =
+

 ( thỏa mãn) 

TH2: 11 0 1 0xB x
x

+
= ⇒ = ⇒ + =  ( không tồn tại giá trị x  thỏa mãn) 
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Bài 17: Cho biểu thức 1 1 1 2:
1 2 1

x xP
x x x x

 + + = − −    − − −   
 và 2

3
xQ

x
−

=  với 0, 1, 4x x x> ≠ ≠     

a) Tính giá trị của biểu thức Q  khi 9x = . 
b) Chứng minh P Q= . 

c) Tính giá trị của x  để biểu thức 
1
4

P = . 

Bài làm: 

a) Thay 9x =  ( thỏa mãn điều kiện) vào biểu thức Q  ta được 9 2 1
93 9

A −
= =  

b) Ta có 
( )

( )
( )( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( )( )
1 1 1 2 2 1 3: :

1 . 2 1 1 2 1

x x x x x x
P

x x x x x x x x

− − + − − + −
= =

− − − − − − 
 

( )
( )( )2 11 2.

3 31

x x x Q
xx x

− − −
= = =

−
  

c) Để 
( )4 2 31 1 2 1 80 0 0 0

4 4 43 12 12

x xx xP P
x x x

− −− −
= ⇒ − = ⇒ − = ⇒ = ⇒ = 8 64x x⇒ = ⇒ =  

( thỏa mãn) 

Bài 18: Cho hai biểu thức 1 2
11 1

x xP
xx x

= + −
−+ −

 và 1
2

xQ
x
+

=
+

 với 0, 1x x≥ ≠   

a) Tính giá trị của Q  tại 9x =  
b) Rút gọn biểu thức .M P Q=   

c) Tìm các giá trị của x  để 
1

3
M −

<  

Bài làm: 

a) Thay 9x =  ( thỏa mãn điều kiện) vào biểu thức Q  ta được 9 1 4
59 2

Q +
= =

+
 

b) Ta có 
( )
( )( )

( )
( )( )

2
1 1 2 1 1

11 1 1 1

x x x x x xP
xx x x x

− + + − − −
= = =

++ − + −
. 

Khi đó 1 1 1. .
1 2 2

x x xM P Q
x x x
− + −

= = =
+ + +

  . 

c) Để 
( )

1 1 1 1 4 1 1 10 0 0 0
3 3 3 4 162 3 2

x xM M x x
x x

− − −
< ⇒ + < ⇒ + < ⇒ < ⇒ < ⇒ ≤ <

+ +
. 

Vậy 10
16

x≤ <  thì giá trị của biểu thức 1
3

M −
< . 

 

Bài 19: Cho hai biểu thức 2
2

xA
x
+

=
−

 và 1 1 2
42 2

x xB
xx x

+
= + +

−− +
 với 0, 4x x≥ ≠   

a) Tính giá trị của biểu thức A  với 1x =  



 

   77 
 

b) Chứng minh 
2

xB
x

=
+

 

c) Tìm x  để . 0A B ≥  
Bài làm: 

a) Thay 1x =  ( thỏa mãn điều kiện) vào A , ta được 1 2 3
1 2

A +
= = −

−
 

b) Học sinh tự chứng minh 
2

xB
x

=
+

 

c) Ta có 2. .
2 2 2

x x xA B
x x x
+

= =
− + −

  . 

TH1: 0 0 . 0x x A B= ⇒ = ⇒ =   ( thỏa mãn) 

TH2: 0 0 2 0 4x x x x> ⇒ > ⇒ − > ⇒ > . Kết hợp với điều kiện, 0x =  hoặc 4x >  ( thỏa mãn) 

Bài 20: Cho hai biểu thức 1xA
x
−

=  và 4 2
4 2

xB
x x
+

= −
− −

 với 0, 4x x> ≠   

a) Tính giá trị của biểu thức A  khi 9x =  

b) Chứng minh rằng 
2

xB
x

=
+

 

c) Đặt .P A B=  . Tìm x  để 
1
2

P <  

Bài làm: 

a) Thay 9x =  ( thỏa mãn điều kiện) vào biểu thức A  ta được 9 1 2
39

A −
= = . 

b) Học sinh tự chứng minh 
2

xB
x

=
+

 

c) Ta có 1 1. .
2 2

x x xP A B
x x x
− −

= = =
+ +

  . 

Để 
( )

1 1 1 1 40 0 0
2 2 22 2 2

x xP P
x x
− −

< ⇒ − < ⇒ − < ⇒ <
+ +

 

Vì ( )2 2 0x + >  với mọi 0, 4x x> ≠   nên 4 0 4 0 16x x x− < ⇒ < ⇒ < <  

Kết hợp với điều kiện ta được 0 16x< <  và 4x ≠  

Bài 21: Cho hai biểu thức 2
3

xA
x
−

=
−

 và 2 3 12
42 2

xB
xx x

+
= − −

−− +
 với 0, 4, 9x x x≥ ≠ ≠     

a) Tính giá trị của biểu thức A  khi 25x =  

b) Chứng minh 1
2

xB
x
−

=
−

 

c) Cho biểu thức .P A B=  , tìm x  để 
1
2

P >  

Bài làm: 

a) Thay 25x =  ( thỏa mãn điều kiện) vào biểu thức A  ta được 25 2 3
225 3

A −
= =

−
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b) Học sinh tự chứng minh 1
2

xB
x
−

=
−

 

c) Ta có 2 1 1. .
3 2 3

x x xP A B
x x x
− − −

= = =
− − −

  . 

Để 
( )

1 1 1 1 10 0
2 2 23 2 3

x xP P
x x
− +

> ⇒ − > ⇒ − = >
− −

 

Vì 0, 4, 9 1 0x x x x≥ ≠ ≠ ⇒ + >     nên 3 0 9x x− > ⇒ > . 

Vậy với 9x >  thì biểu thức 1
2

P >  

Bài 22: Cho hai biểu thức 2
2

xA
x
−

=
+

 và 2 1 7 1
2 3 6

x x xB
x x x x
− +

= − −
− + + −

 với 0, 4x x≥ ≠   

a) Tính giá trị của biểu thức A  khi 9x =  
b) Rút gọn biểu thức B  

c) Tìm x  để 
1.
2

A B <  

Bài làm: 

a) Thay 9x =  ( thỏa mãn điều kiện xác định) vào A , ta được 
1
5

A =  

b) Ta có 
( )( )

2 1 7 1
2 3 2 3

x x xB
x x x x
− +

= − −
− + − +

( )( ) ( ) ( )
( )( )

2 1 3 2 7 1

2 3

x x x x x

x x

− + − − − +
=

− +
 

( )( )
( )( )
( )( )

2 24 2
32 3 2 3

x xx x
xx x x x

− +− +
= = =

+− + − +
 

c) Ta có 1 2 2 1 2 1. . 0
2 2 22 3 3

x x xA B
x x x
− + −

< ⇒ < ⇒ − <
+ + +

  
( ) ( )

( )
2 2 3

0
2 3

x x

x

− − +
⇒ <

+
 

( )
2 4 3 0

2 3
x x

x
− − −

⇒ <
+ ( )

7 0
2 3

x
x
−

⇒ <
+

. vì ( )0 2 3 0x x≥ ⇒ + > .  

Nên để 
( )

7 0 7 0 49
2 3

x x x
x
−

< ⇒ − < ⇒ <
+

. Vậy 0 49x≤ <  và 4x ≠  thì 
1.
2

A B <   

Bài 23: Cho hai biểu thức 5 xA
x
−

=  và 6 2 18
93 3

x xB
xx x
+

= − −
−− +

 với 0, 9x x> ≠   

a) Tính giá trị của biểu thức A  khi 4x =  
b) Rút gọn biểu thức B  
c) Biết .P A B=  . Tìm các giá trị của x  để 2P ≥  

Bài làm: 

a) Thay 4x =  ( thỏa mãn điều kiện) vào A , ta được 5 4 1
24

A −
= =  
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b) Ta có 
( )

( )( )
( )

( )( ) ( )( )
3 6 3 2 18

3 3 3 3 3 3

x x x xB
x x x x x x

+ − +
= − −

+ − + − + −
 

( )( )
( )

( )( )
33

33 3 3 3

x xx x x
xx x x x

− +− − −
= = =

−+ − + −
 

c) Ta có 5 5. .
3 3

x x xP A B
x x x
− − −

= = =
− −

    

Để 
( )2152 2 0 0

2 3

xxP
x x

−−
≥ ⇒ − ≥ ⇒ ≥

− −
 

TH1: 1 0 1x x− = ⇒ =  ( thỏa mãn) 

TH2: 3 0 9x x− > ⇒ >  ( thỏa mãn) 

Bài 24: Cho hai biểu thức 3
3

xA
x
+

=
−

 và 2 3 9
93 3

x x xB
xx x
+

= + −
−+ −

 với 0, 9x x≥ ≠   

a) Tính giá trị của biểu thức A  khi 16x =  

b) Chứng minh rằng 3
3

B
x

=
+

 

c) Tìm giá trị x  nguyên lớn nhất thỏa mãn . 1A B ≤ −  
Bài làm: 

a) Thay 16x =  ( thỏa mãn điều kiện) vào biểu thức A , ta được 16 3 7
16 3

A +
= =

−
 

b) Học sinh tự chứng minh 3
3

B
x

=
+

 

c) Ta có 3 3 3. .
3 3 3

xA B
x x x
+

= =
− + −

   

Để 3. 1 1 0 0
3 3

xA B
x x

≤ − ⇒ + ≤ ⇒ ≤
− −

 0 9x⇒ ≤ <  

Vì x  nguyên lớn nhất nên 8x = . 

Bài 25: Cho hai biểu thức 5
3

xA
x
−

=
−

 và 2 1 2 6
93 3

x x xB
xx x

− +
= − +

−+ −
 với 0, 9x x≥ ≠   

a) Tính giá trị của A  khi 16x =  
b) Rút gọn biểu thức B  

c) Cho .P A B=  . Tìm x  để 
1
2

P <  

Bài làm: 

a) Thay 16x =  ( thỏa mãn điều kiện) vào biểu thức A , ta được 16 5 1 1
116 3

A − −
= = = −

−
 

b) Ta có 
( ) ( )( )

( )( )
( )

( )( )

2
2 3 1 3 2 6 3 3

33 3 3 3

x x x x x x xB
xx x x x

− − − + + + − −
= = =

+− + − +
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c) Ta có 5 3 5. .
3 3 3

x x xP A B
x x x
− − −

= = =
− + +

  . 

Để 
( ) ( )

( ) ( )
2 5 31 5 1 130 0 0

2 23 2 3 2 3

x xx xP
x x x

− − +− −
< ⇒ − < ⇒ < ⇒ <

+ + +
 

Với 0, 9 3 0 13 0 13 0 169x x x x x x≥ ≠ ⇒ + > ⇒ − < ⇒ < ⇒ ≤ <   

Bài 26: Cho hai biểu thức 2
1

xA
x
+

=
+

 và 4 16
42

B
xx

= +
−−

 với 0, 4x x≥ ≠   

a) Tính giá trị của biểu thức A  khi 1x =   
b) Rút gọn biểu thức B  
c) Tìm các giá trị x  là số chẵn để . 1A B ≥  

Bài làm: 

a) Thay 1x =  ( thỏa mãn điều kiện) vào A , ta được 1 2 3
21 1

A +
= =

+
 

b) Ta có 
( )

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
4 2 16 4 8 16 4 8

2 2 2 2 2 2 1 2

x x xB
x x x x x x x x

+ + − −
= − = =

− + − + − + − +

4
2x

=
+

 

c) Ta có 2 4 4. .
1 2 1

xA B
x x x
+

= =
+ + +

   

Như vậy 4 4. 1 1 1 0
1 1

A B
x x

≥ ⇒ > ⇒ − >
+ +

 3 0
1
x

x
−

⇒ >
+

. 

Vì 1 0 3 0 9x x x+ > ⇒ − > ⇒ < . 

Kết hợp với điều kiện 0, 4x x≥ ≠   và x  là số chẵn nên { }0; 2; 6; 8x∈        

Bài 27: Cho biểu thức 2 2
1

xA
x
−

=
+

 và 3 2 1
1 1 1

xB
x x x
−

= − +
− + −

 với 0, 1x x> ≠  . 

a) Rút gọn biểu thức B . 

b) Tìm các giá trị nguyên của x  để 1A
B
< . 

Bài làm: 

a) Ta có 
( ) ( )

( )( ) ( )( )
3 2 1 1

11 1 1 1

x x x x x xB
xx x x x

− − − + + −
= = =

+− + − +
 

b) Ta có 2 2 2 2:
1 1

A x x x
B x x x

− −
= =

+ +
. Để 2 2 21 1 0 1 0A A x x

B B x x
− −

< ⇒ − < ⇒ − = <  

Mà 0x >  với mọi 0, 1 2 0 4 0 4x x x x x> ≠ ⇒ − < ⇒ < ⇒ < <   

Mà x  lấy các giá trị nguyên nên { }1; 2; 3x∈     , mà { }1 2; 3x x≠ ⇒ ∈    

Bài 28: Cho hai biểu thức 2xA
x
−

=  và 2 2
93 3

x x xB
xx x

= + −
−+ −

 với 0, 9x x> ≠  . 

a) Tính giá trị của biểu thức A  khi 16x = . 

b) Chứng minh 
3

xB
x

=
+

 



 

   81 
 

c) Tìm các giá trị nguyên của x  để 0P <  với .P A B=  . 
Bài làm: 

a) Thay 16x =  ( thỏa mãn điều kiện) vào biểu thức A , ta được 16 2 2 1
4 216

A −
= = =  

b) Học sinh tự chứng minh 
3

xB
x

=
+

 

c) Ta có 2 2. .
3 3

x x xP A B
x x x
− −

= = =
+ +

  . Để 20 0
3

xP
x
−

< ⇒ <
+

 

Nhận thấy 3 0x + >  với mọi 0, 9 2 0 0 4x x x x> ≠ ⇒ − < ⇒ < <   

Mà x  nhận giá trị nguyên nên { }1; 2; 3x∈     . 

Bài 29: Cho hai biểu thức 2 2x xA
x

− +
=  và 2 4 1

2 2
x x xB
x x x
+ − +

= −
+ +

 với 0x > . 

a) Tính giá trị của A  khi 9x = . 
b) Rút gọn B . 

c) Đặt 
AP
B

= . Tìm tất cả các giá trị nguyên của x  để P  có giá trị âm. 

Bài làm: 

a) Thay 9x =  ( thỏa mãn điều kiện) vào biểu thức A , ta được 9 2 9 2 5
39

A − +
= =  

b) Ta có 
( )

( ) ( )
2 4 1 4 2

2 2

x x x x x xB
xx x x x

+ − − + − −
= = =

+ +
 

c) Ta có 
( )21 12 2 2 2 2:

2 2

xA x x x x xP
B x x x x

− +− + − − +
= = = =

− −
 

Vì ( )21 1 1x − + ≥ . Để P  có giá trị âm thì 2 0x − < 2 0 4x x⇒ < ⇒ ≤ <  

Vì { }, 0 1; 2; 3x x x∈ > ⇒ ∈       .  

Bài 30: Cho biểu thức 1 2 2 5
42 2

x x xP
xx x

+ +
= + +

−− +
. 

a) Nêu điều kiện xác định và rút gọn P . 

b) Tính giá trị của P  khi 
1
4

x = . 

c) Tìm x  để 2P < . 
Bài làm: 

a) ĐKXĐ: 0, 4x x≥ ≠  . 

Ta có 
( )( ) ( )

( )( ) ( )( )
1 2 2 2 5 2 3 6 3

22 2 2 2

x x x x x x x xP
xx x x x

+ + + − − − −
= = =

+− + − +
 

b) Thay 1
4

x =  ( thỏa mãn điều kiện) vào biểu thức P , ta được 1 1 3 5 33 : 2 :
4 4 2 2 5

P
   

= + = =      
   
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c) Để 3 42 2 0 2 0 0
2 2

x xP P
x x

−
< ⇒ − < ⇒ − < ⇒ <

+ +
 

Vì 2 0x + >  với mọi 0, 4 4 0 4 0 16x x x x x≥ ≠ ⇒ − < ⇒ < ⇒ ≤ <  . 

Bài 31: Cho hai biểu thức 4
2

xA
x

=
−

 và 2 2
2 2

B
x x

= +
+ −

 với 0, 4x x> ≠  . 

a) Tính giá trị của biểu thức A  khi 16x = . 

b) Rút gọn biểu thức 
BP
A

= . 

c) Tìm các giá trị nguyên của x  để 
1
4

P > . 

Bài làm: 

a) Thay 16x =  ( thỏa mãn điều kiện) vào biểu thức A , ta được 4 16 16 8
216 2

A = = =
−

 

b) Ta có 
( ) ( )
( )( ) ( )( )

2 2 2 2 4
2 2 2 2

x x xB
x x x x

− + +
= =

− + − +
 

Khi đó 
( )( )

4 4 1:
2 22 2

B x xP
A x xx x

= = =
− +− +

 

c) Để 1 1 1 1 20 0 0
4 4 42 2

xP P
x x

−
> ⇒ − > ⇒ − > ⇒ >

+ +
 

Vì 2 0x + >  với mọi { }0, 4 2 0 2 0 4 1; 2; 3x x x x x x> ≠ ⇒ − > ⇒ < ⇒ < < ⇒ ∈       vì x∈ . 

Bài 32: Cho hai biểu thức 
3

xA
x

=
+

 và 1 2 3
42

x xB
xx

− −
= +

−−
 với 0, 4x x> ≠  . 

a) Tính giá trị của A  khi 9x = . 
b) Rút gọn biểu thức B . 

c) Tìm các giá trị nguyên của x  để 
5
4

B
A
> . 

Bài làm: 

a) Thay 9x =  ( thỏa mãn điều kiện) vào biểu thức A , ta được 9 3 1
6 29 3

A = = =
+

 

b) Ta có 
( )( )

( )( ) ( )( )
1 2 2 3 2

22 2 2 2

x x x x x xB
xx x x x

− + + − −
= = =

+− + − +
 

c) Ta có 3:
2 3 2

B x x x
A x x x

+
= =

+ + +
. Để 

( ) ( )
( ) ( )

4 3 5 25 3 5 20 0 0
4 42 4 2 4 2

x xB x x
A x x x

+ − ++ −
> ⇒ − > ⇒ > ⇒ >

+ + +
 

Vì ( )4 2 0x + >  với mọi 0, 4x x> ≠   nên 2 0 2 0 4x x x− > ⇒ < ⇒ < <  

Vì x  cần tìm có giá trị nguyên nên { }1; 2; 3x∈     . 
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Bài 33: Cho biểu thức ( )25 5 80 5 1A = − − − và 2 1 3 11
93 3

x x xB
xx x

+ −
= + −

−+ −
 với 0, 9x x≥ ≠   

a) Rút gọn biểu thức A  và B  
b) Hãy tìm các giá trị của x  để biểu thức A  và B  thỏa mãn B A>  

Bài làm: 

a) Ta có ( )5 5 4 5 5 1 5 5 1 1A = − − − = − + =  

Ta có 
( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )( )
2 3 1 3 3 11 3 9 3

33 3 3 3

x x x x x x x xB
xx x x x

− + + + − − −
= = =

++ − + −
 

b) Để 3 3 2 31 1 0 0
3 3 3

x x xB A
x x x

−
> ⇒ > ⇒ − > ⇒ >

+ + +
 

Với 3 90, 9 3 0 2 3 0
2 4

x x x x x x≥ ≠ ⇒ + > ⇒ − > ⇒ > ⇒ >  . 

Vậy với 9
4

x >  và 9x ≠  thì B A> . 

Bài 34: Cho hai biểu thức 4xA
x
+

=  và 4 4
2 2

x xB
x x x

−
= −

− −
 với 0, 4x x> ≠  

a) Tính giá trị của biểu thức A  khi 64x =  
b) Rút gọn biểu thức B  
c) Đặt :P B A= . So sánh P  với 2 . 

Bài làm: 

a) Thay 64x =  ( thỏa mãn điều kiện) vào biểu thức A  ta được 64 4 8 4 12 3
8 8 264

A + +
= = = =  

b) Ta có 
( )

( ) ( )
. 4 4 4 4 2

2 2

x x x x x xB
xx x x x

− − − + −
= = =

− −

 
 

c) Ta có 2 4 2 6: : 1
4 4

x x xP B A
x x x x
− + −

= = = = −
+ +

 

Vì 6 0
4x
>

+
 với mọi 0, 4x x> ≠   nên 1 2 2P P< < ⇒ < . 

Bài 35: Cho các biểu thức 2
2

xA
x
−

=
+

 và 2 3 12
42 2

xB
xx x

+
= − −

−− +
 với 0, 4x x≥ ≠   

a) Tính giá trị của biểu thức A  khi 25x =  
b) Rút gọn biểu thức B  
c) Tìm các giá trị của x  để 3.P AB=   đạt giá trị nguyên âm. 

Bài làm: 

a) Thay 25x =  ( thỏa mãn điều kiện) vào biểu thức A , ta được 25 2 3
725 2

A −
= =

+
 

b) Ta có 
( ) ( )

( )( )
( )( )
( )( )

2
2 3 2 12 1 2 1

22 2 2 2

x x x x xB
xx x x x

+ − − − − + −
= = =

−− + − +
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c) Ta có 2 1 3 33. 3. .
2 2 2

x x xP AB
x x x
− − −

= = =
+ − +

    

Để P  nhận giá trị nguyên âm thì 
( )3 1

0
2

x

x

−
<

+
. 

Nhận thấy với 0, 4 2 0x x x≥ ≠ ⇒ + >   nên 1 0 1 0 1x x x− < ⇒ < ⇒ ≤ <  

Bài 36: Cho hai biểu thức 
2

xA
x

=
+

 và 4 4 2:
1 12

x x x x xB
x xx x

 + + +
= +  − −+ − 

 với 0, 1x x≥ ≠   

a) Tính giá trị của biểu thức A  khi 4x =  

b) Chứng minh biểu thức 1xB
x
+

= . 

c) Đặt .P A B=  . Tìm tất cả các giá trị của m  để có giá trị x  thỏa mãn P m=  
Bài làm: 

a) Thay 4x =  ( thỏa mãn điều kiện) vào A  ta được 4 2 1
4 24 2

A = = =
+

 

b) Học sinh tự chứng minh 1xB
x
+

=  

c) Ta có 1 1. .
2 2

x x xP A B
x x x

+ +
= = =

+ +
  .  

Để P m=  hay 

( )1 2 11 2 2 1 1 2 1
12

x mm x m x m x m x m x m m x
mx

+ −
= ⇒ + = + ⇒ − = − ⇒ − = − ⇒ =

−+
 

Do 0x ≥  và 1x ≠  nên 2 1 10 1
1 2
m m

m
−

≥ ⇒ ≤ <
−

 và 22 1 1
3

m m m− ≠ − ⇒ ≠ . 

Vậy tất cả các giá trị của m  thỏa mãn 1 1
2

m≤ <  và 2
3

m ≠ . 

Bài 37: Cho hai biểu thức 2
2

A
x

=
−

 và 3 1 2
42 2

x xB
xx x

+
= + −

−− +
 với 0, 4x x≥ ≠   

a) Tính giá trị của biểu thức A  khi 64x =  

b) Chứng minh rằng 2
2

xB
x
+

=
−

 

c) Cho 
AP
B

= . Tìm các giá trị của x  để 
2

2
P

x
≥

+
 

Bài làm: 

a) Thay 64x =  ( thỏa mãn điều kiện) vào biểu thức A  ta được 2 1
364 2

A = =
−

. 

b) Ta có 
( ) ( )( )

( )( ) ( )( )
3 2 2 1 2 4 4 2

22 2 2 2

x x x x x x xB
xx x x x

+ + − + + + + +
= = =

−− + − +
. 

c) Với 0, 4x x≥ ≠   thì 2 2 2:
2 2 2

A xP
B x x x

+
= = =

− − +
. Để 2 2 2

2 22
P

x xx
≥ ⇒ ≥

+ ++
. 
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Do 2 0>  và ( )2 0, 2 0 2 2 1 0x x x x x x+ > + > ⇒ + ≤ + ⇒ − ≥   

TH1: ( )1 0x x − =  nên 0 0x x= ⇒ =  (  

TH2: ( )1 0 1 0x x x− > ⇒ − >  vì 0x ≥  nên 1x > . 

 Kết hợp với điều kiện 0, 4x x≥ ≠   ta được 0x =  hoặc 1, 4x x≥ ≠  . 

Bài 38: Cho biểu thức 2
5

xA
x
+

=
−

 và 3 20 2
255

xB
xx
−

= +
−+

 với 0, 25x x≥ ≠   

a) Tính giá trị của biểu thức A  khi 16x =  

b) Chứng minh rằng 1
5

B
x

=
−

. 

c) Tìm tất cả các số nguyên tố x  để ( )2 5A B x> +  

Bài làm: 

a) Thay 16x =  ( thỏa mãn điều kiện) vào biểu thức A  ta được 16 2 6 6
116 5

A +
= = = −

−−
 

b) Học sinh tự chứng minh 1
5

B
x

=
−

 

c) Từ ( ) ( )2 1 2 2 5 32 5 2 5 0 0
5 5 5 5 5

x x x xA B x x
x x x x x
+ + + − −

> + ⇒ > + ⇒ − > ⇒ >
− − − − −

 

Vì 3 3 0x− − < − <  nên 5 0 0 5 0 25x x x− < ⇒ < < ⇒ < <   

Vì x  là số nguyên tố nên { }2; 3; 5; 7; 11; 13; 17; 19; 23x∈                 . 

Bài 39: Cho biểu thức 2 2
11 1

xA
xx x

= − −
−− +

 với 0, 1x x≥ ≠   và 1xB
x
−

=  với 0x >  

a) Rút gọn biểu thức A  
b) Tính giá trị của biểu thức B  khi 24 5 0x x+ − =  
c) Tìm m  để có giá trị x  thỏa mãn 2 0A mB+ =  

Bài làm: 

a) Ta có 
( ) ( )
( )( ) ( )( )

1 2 1 2

11 1 1 1

x x x x x xA
xx x x x

+ − − − −
= = =

+− + − +
 

b) Khi ( )( )24 5 0 4 5 1 0x x x x+ − = ⇒ + − =  

Với 54 5 0
4

x x −
+ = ⇒ =  ( không thỏa mãn) nên không tồn tại giá trị của biểu thức B  

Với 1 0 1x x− = ⇒ =  ( thỏa mãn điều kiện của biểu thức B ) thay vào biểu thức B , ta được 
1 1 0

1
B −
= = . 

c) Ta có 
( )122 0 0

1

m xxA mB
x x

−
+ = ⇒ + =

+

( )( )
( )

2x 1 1
0

1

m x x

x x

+ − +
⇒ =

+
 

( ) ( )2 1 0 2 0 2
2

mx m x x mx m m x m x
m

⇒ + − = ⇒ + − = ⇒ + = ⇒ =
+

 ( ĐK: 2m ≠ − ) 
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Vì 0x >  nên 0 0
2

m m
m

> ⇒ >
+

 hoặc 2m < −  

và 1x ≠  nên 1 2
2

m m m
m

≠ ⇒ ≠ +
+

 ( luôn đúng) 

Vậy với mọi giá trị m  thỏa mãn 0m >  hoặc 2m < − . 

Bài 40: Cho các biểu thức 2
2

xA
x

=
−

 và 1 3
11 1

x xB
xx x
−

= + +
−+ −

 với 0, 1, 4x x x≥ ≠ ≠     

a) Tính giá trị của A  khi 9x =  
b) Rút gọn biểu thức B  

c) Đặt .P A B=  . Tìm x  để 9
8

xP +
≥  

Bài làm: 

a) Thay 9x =  ( thỏa mãn điều kiện) vào biểu thức A , ta được 2 9 6 6
3 29 2

A = = =
−−

 

b) Ta có 
( ) ( )

( )( ) ( )( )
( )( )
( )( )

1 1 3 1 23 2 2
11 1 1 1 1 1

x x x x x xx x xB
xx x x x x x

− − + + − − −− + −
= = = =

+− + − + − +
 

c) Ta có 2 2 2. .
2 1 1

x x xP A B
x x x

−
= = =

− + +
  . 

Để 
( )
( )

2
39 2 9 2 9 0 0

8 8 81 1 8 1

xx x x x xP
x x x

− −+ + +
≥ ⇒ ≥ ⇒ − ≥ ⇒ ≥

+ + +
 

Nhận thấy 
( )
( )

2
3

0
8 1

x

x

−
− ≤

+
 với mọi 0, 1, 4x x x≥ ≠ ≠     nên chỉ xảy ra trường hợp 

3 0 9x x− = ⇒ =  ( thỏa mãn). 

Bài 41: Cho biểu thức 2
3

xA
x
−

=
+

 và 1 2 5
42

x xB
xx

− −
= −

−+
 với 0, 4x x≥ ≠   

a) Tính giá trị của biểu thức A  tại 16x =  
b) Rút gọn biểu thức .P A B=   
c) Tìm tất cả các giá trị của x  để ( )6 18 . 9x P x+ ≥ +  

Bài làm: 

a) Thay 16x =  ( thỏa mãn điều kiện) vào A , ta được 16 2 2
16 3 19

A −
= =

+
 

b) 
( )( )

( )( ) ( )( )
1 2 2 5 2

22 2 2 2

x x x x x xB
xx x x x

− − − + +
= = =

−− + − +
 

Khi đó 2. .
3 32

x x xP A B
x xx
−

= = =
+ +−

  . Vậy 
3

xP
x

=
+

 

c) Ta có ( ) ( ) ( )26 18 . 9 6 3 . 9 6 9 0 3 0
3

xx P x x x x x x
x

+ ≥ + ⇒ + ≥ + ⇒ − + ≤ ⇒ − ≤
+

   

3 0 9x x⇒ − = ⇒ =  
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Chương 4. Hệ thức lượng trong tam giác vuông. 
Bài 1. Tỉ số lượng giác của góc nhọn. 

B. BÀI TẬP VẬN DỤNG. 
Bài 1:  

a) 0 076 14A tan cot= −   

( )0 0 076 90 14tan tan= − −   
0 076 76 0tan tan= − =   

b) 0 033 57B sin cos= −   

( )0 0 033 90 57sin sin= − −   
0 033 33 0sin sin= − =   

c) 0 030 30C sin cos= +  1 3 1 3
2 2 2

+
= + =  d) 0 0 1 3 1 330 60

2 2 2
D sin sin +
= + = + =   

e) 0 0 330 60 3
3

E tan cot= + = +   f) 0 02. 45 60 2 3F tan cot= − = −    

Bài 2:  

a) 
( )

0 0 0

0 00 0
25 25 25 1
65 2590 65

sin sin sinA
cos sinsin

= = = =
−

   
   

 b) 
( )

0 0 0

0 00 0
50 50 50 1
40 5090 40

tan tan tanB
cot tancot

= = = =
−

   
   

 

c) 
0 0

0 0
0 0

70 7070 : 70
70 70

sin sinC sin cos
tan cos

= = =
    
  

 
 

Bài 3:  
a) 0 0 0 0 0 0 0 0 2 0 2 010 . 80 10 . 80 10 . 10 10 . 10 10 10 1M sin cos cos sin sin sin cos cos sin cos= + = + = + =              

b) 
0

0 0 0 0
0

58 60 37 . 53 30
32

sinN cos tan tan sin
cos

= − + +
      
 

 

0
0 0 0 0

0
58 30 37 . 37 30
58

sin sin tan cot sin
sin

= − + +
      
 

1 1 2= + =  

Bài 4:  
a) Tỉ số lượng giác của góc B  là: 

ACsin B
BC

=  ABcos B
BC

=  

ACtan B
AB

=  ABcos B
AC

=  

b) Tỉ số lượng giác của góc E  là: 
DFsin E
EF

=  EDcos E
EF

=  DFtan E
DE

=  DEcot E
DF

=  

Bài 5:  
a) Tỉ số lượng giác của góc B  trong ΔABC  là 

ACsin B
BC

=  ABcos B
BC

=  ACtan B
AB

=  ABcot B
AC

=  

Tỉ số lượng giác của góc B  trong ΔABH  là 
AHsin B
AB

=  BHcos B
AB

=  AHtan B
BH

=  BHcot B
AH

=  

b) Vì sin . .AC AHB AB AC AH BC
BC AB

= = ⇒ =  . 

 
 
 

Hình 1

FE

D

C

B

A

Hình 2
H

A

B C
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Bài 6: (Hình 3) 

a) Ta có 
3 4 3

2 8
AC xsin B x cm
BC

= ⇒ = ⇒ =   

b) Ta có 1 4
2 8

AB ABcos B AB cm
BC

= ⇒ = ⇒ =   

 
Bài 7: (Hình 4) 

a) Ta có 
3 4 3

3 4 3
AC ACtan B AC cm
AB

= ⇒ = ⇒ =   

Ta có 3 4 8
2 3

ABcos B BC cm
BC BC

= ⇒ = ⇒ =   

 

b) Ta có 
2 2 2 2 2

2 0 2 0
2 230 30 1AC AB AC AB BCsin cos

BC BC BC BC
+   + = + = = =   

   
   

 
Bài 8: (Hình 5) 
 ΔABC  vuông cân tại 

045A B⇒ =  

 Ta có 
2 5 2

2 10
AC ACsin B AC cm AB
BC

= ⇒ = ⇒ = =   

 
Bài 9: (Hình 6) 

a) Ta có 3 9
4 12

AC ACtan B AC cm
AB

= ⇒ = ⇒ =   

Áp dụng định lý Pythagore ta có: 
2 2 2 212 9 15BC AB AC cm= + = + =   

b) Ta có 

09 36,8
15

ACsin B B
BC

= = ⇒ ≈  . 

 
 
Bài 10: (Hình 7) 

 Ta có 5 25
12 30 2

AB ABtan C AB cm
AC

= ⇒ = ⇒ =   

 
Bài 11: (Hình 8) 

 Ta có 5 15 39
13

ABcot B AC cm
AC AC

= ⇒ = ⇒ =   

 
Bài 12: (Hình 9) 
 Ta có  

090B C+ =   

 Nên 4 4
5 5

cos C sin B= ⇒ =   

 Mà 2 2 1sin B cos B+ =   

 2 216 9 31
25 25 5

cos B cos B cos B⇒ + = ⇒ = ⇒ =    
Hình 9

C

B

A

Hình 3

600

CB

A

x

8 cm

Hình 4

300

4 cm

CB

A

Hình 6

12 cm

CB

A

15 cm

Hình 8
CB

A

Hình 5

10 cm

C

B

A

Hình 7

30 cm

CB

A
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 Lại có 4 3 4: :
5 5 3

tan B sin B cos B= = =     và 1 3
4

cot B
tan B

= = 
 

. 

Bài 13: (Hình 10) 
 Ta có 0,766sin B ≈ 0,766cos C⇒ ≈  

 Lại có 2 2 2 21 0,766 1sin C cos C sin C+ = ⇒ + =   

 2 0, 413 0,642sin C sin C⇒ = ⇒ ≈   

 0,642: 0,838
0,766

tan C sin C cos C= = ≈    

 0,766: 1,193
0,642

cot C cos C sin C= = ≈     

Bài 14: (Hình 11) 
 Từ 0,6 0,6cos B sin C= ⇒ =   

 Lại có 2 2 21 1 0,36 0.64sin C cos C cos C+ = ⇒ = − =   
 0,8cos C⇒ =  

 0,6 3:
0,8 4

tan C sin C cos C= = =    và 41:
3

cot C tan C= =   . 

Bài 15: (Hình 12) 
 Áp dụng định lý Pythagore ta có  
 2 2 2 2 26 8 100 10BC AB AC BC cm= + = + = ⇒ =   

 8 4
10 5

ACsin B cos C
BC

= = = =   

 6 3
10 5

ABcos B sin C
BC

= = = =   

 8 4
6 3

ACtan B cot C
AB

= = = =   và 6 3
8 4

ABcot B tan C
AC

= = = =  . 

 
Bài 16: (Hình 13) 

Áp dụng định lý Pythagore ta có  
 2 2 2 2 20,9 1,2 2, 25 1,5AB AC BC AB dm= + = + = ⇒ =   

 1, 2 4
1,5 5

BCsin A cos B
AB

= = = =   

 0,9 3
1,5 5

ACcos A sin B
AB

= = = =   

 1, 2 4
0,9 3

BCtan A cot B
AC

= = = =   và 0,9 3
1,2 4

ACcot A tan B
BC

= = = =  . 

Bài 17: (Hình 14) 
Áp dụng định lý Pythagore ta có  

 2 2 2 2 21,6 1,2 4 2BC AB AC BC cm= + = + = ⇒ =   

 1,6 4
2 5

ABsin C cos B
BC

= = = =   

 1, 2 3
2 5

ACcos C sin B
BC

= = = =   

Hình 11
CB

A

1,2 dm

A

B C

1,6 dm

Hình 14

1,2 dm0,9 dm

C

A B
Hình 13 

  

500

Hình 10
CB

A

  

 Hình 12

A

B C

8 cm6 cm
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 1,6 4
1,2 3

ABtan C cot B
AC

= = = =   và 3
4

ACcot C tan B
AB

= = =  . 

Bài 18: (Hình 15) 
a) Ta có 2 235 1225BC cm= =   

 Và 2 2 2 221 28 1225AB AC cm+ = + =   
 Nên 2 2 2BC AB AC= +  vậy ΔABC  vuông tại A . 

b) Ta có 28 4
35 5

ACsin B
BC

= = =  và 21 3
35 5

ABsin C
BC

= = =  

 
Bài 19: (Hình 16) 

a) Ta có ( )22 25 5AB a a= =  

Và ( ) ( )2 22 2 2 2 22 3 2 3 5AC BC a a a a a+ = + = + =  

Như vậy 2 2 2AB AC BC= +  nên ΔABC  vuông tại A . 

b) Ta có 3 3
5 5

BC asin B
AB a

= = = 3
5

cos C⇒ =  

2 2
5 5

AC acos B
AB a

= = = 2
5

sin C⇒ =  

3 3 3
2 2 2

BC atan B cot C
AC a

= = = ⇒ =   và 2 2 2
3 3 3

AC acot B tan C
BC a

= = = ⇒ =  . 

Bài 20: (Hình 16) 
a) ΔAHB  vuông tại H , ta có 



04 36,8
5

BHcos B B
AB

= = ⇒ ≈   

Khi đó  

0 0 0 090 90 36,8 53,2C B= − ≈ − =   
b) Ta có 9BC BH HC cm= + =   

Áp dụng định lý Pythagore ta có: 
2 2 2 2 29 5 56 56AC BC AB AC cm= − = − = ⇒ =   

Khi đó chu vi ΔABC  là: ( )5 9 56 14 56AB BC AC cm+ + = + + = +    

Diện tích ΔABC  là ( )21 1. .5. 56
2 2

AB AC cm=      

Bài 21:  
a) Chứng minh ( )ΔCAB ΔCDE g g−  ∽  

2. . 2 .5 10AB CA DE CA AB CD a a a
DE CD

⇒ = ⇒ = = =   . 

b) Ta có 

02 41,5
3

ABsin C C
BC

= = ⇒ ≈   

Áp dụng Pythagore ta có 
2 2 2 2 2 29 4 5 5AC BC AB a a a AC a cm= − = − = ⇒ =   

Từ câu a) ta có 
2

2 10 10. 10
5 5

a aDE CA a DE cm
a

= ⇒ = =   

  

a 5

a 3a 2

BA

C

Hình 16

Hình 18
3 a

2 a

E

D CB

A

Hình 17

5 cm4 cm

5 cm

CHB

A

CB

A

35 cm

28 cm21 cm

Hình 15
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Bài 22:  
a) Áp dụng Pythagore ta có 

2 2 2 2 2 23 4 5 5BC AB AC BC cm= + = + = ⇒ =   

Lại có 1 1 . 12. .
2 2 5

AB ACAH BC AB AC AH cm
BC

= ⇒ = =
     

b) Ta có 

04 53,7
5

ACsin B B
BC

= = ⇒ ≈  . 

Khi đó  

0 0 0 090 90 53,7 36, 2C B= − ≈ − ≈    
c) AE  là đường phân giác của ΔABC  nên ta có  

5 15
3 4 3 4 7 7

BE CE BE CE BE CE BE cm
AB AC

+
= = = = = ⇒ =

+
  và 20

7
CE cm=  . 

 
Bài 23:  

a) Ta có 2 210 100EF cm= =   
Và 2 2 2 26 8 100DE DF cm+ = + =   
Nên 2 2 2EF DE DF= + . Vậy ΔDEF  vuông tại D . 

b) Ta có 1 1 . 48 24. .
2 2 10 5

DE DFDK EF DE DF DK cm
EF

= ⇒ = = =
     

Áp dụng Pythagore ta có 
2

2 2 2 2 24 1024 328
5 25 5

FK DF DK FK cm = − = − = ⇒ = 
 

 . 

c) Ta có 

08 53,7
10

DFsin E E
EF

= = ⇒ ≈  . Khi đó  

0 090 36,2F E= − ≈   

d) Vì DM  là đường phân giác của ΔDEF  nên ta có 10 5
6 8 6 8 14 7

ME MF ME MF ME MF
DE DF

+
= ⇒ = = = =

+
 

30
7

ME cm⇒ =   và 40
7

MF cm=  . 

 
 
 
 
  

Hình 19

EH

A

B C

4 cm3 cm

6 cm 8 cm

FE

D

K M

Hình 20
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Bài 12: Một số hệ thức giữa cạnh, góc trong tam giác vuông và ứng dụng. 
B. BÀI TẬP VẬN DỤNG. 
Bài 1:  
Hình 1: 
 0. 11. 38 6,77x AH AC sin C sin cm= = = ≈      

 0
6,77. 13,54

30
AHAH AB sin B y AB cm

sin B sin
= ⇒ = = = ≈   

  
 

Hình 2:  

 0 1. 30 8. 4
2

x AH AB sin cm= = = =     

 0
0 0

4. 50 6,22
50 50

AHAH AC cos y AC cm
cos cos

= ⇒ = = = ≈   
  

 

 
Hình 3: 
 0. 7. 40 4,5x AC BC sin B sin cm= = = ≈      

 0. 4,5. 60 2,6y AD AC cot D cot cm= = = ≈      
 
Bài 2:  
Hình 4: 
  

0 0 0 090 90 30 60B C= − = − =   
0. 10. 30 5,77AB AC tan C tan cm= = ≈      

 3 20. 10 :
2 3

ACAC BC sin B BC cm
sin B

= ⇒ = = =   
 

 

Hình 5: 
  

0 0 0 090 90 65 25C B= − = − =   
 0. 10. 65 4, 23AB BC cos B cos cm= = ≈       

 0. 10. 65 9,06AC BC sin B sin cm= = ≈     . 
 
 
Hình 6: 
  

0 0 0 090 90 35 55C B= − = − =   
 0. 20. 55 16,38AB BC sin C sin cm= = ≈      

 0. 20. 55 11,47AC BC cos C cos cm= = ≈      
 
 
Hình 7: 
 Ta có 2 2 2 2 221 28 1225 35BC AB AC BC cm= + = + = ⇒ =   

 

028 53 7 '
35

ACsin B B
BC

= = ⇒ ≈    

  

0 0 0 ' 090 90 53 7 36 53'C B= − = − ≈   
  

 Hình 1

11y
x

300 380

H CB

A

y

7x

400600

Hình 3

A B

C

D

Hình 6

350 20 m
CB

A

 

 
 

 

  Hình 7

  
  28 cm21 cm

CB

A

Hình 2

x
y8

300

500

A

HB C

 

 

 

 

 
Hình 4

10 m

300

CB

A

 

 

Hình 5

650 10 m
CB

A
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Hình 8: 
 Ta có 2 2 2 2 27 12 193 13,9BC AB AC BC cm= + = + = ⇒ ≈   

 

012 59 40 '
7

ACtan B B
AB

= = ⇒ ≈   

  

0 0 0 090 90 59 40 ' 30 20 'C B= − = − =  . 
Hình 9: 
 Ta có 2 2 2 2 213 12 313 17,7BC AB AC BC cm= + = + = ⇒ ≈   

 

012 42 42 '
13

ACtan B B
AB

= = ⇒ ≈   

  

0 0 0 090 90 42 42 ' 47 18'C B= − = − =   
 
Hình 10: 
 Ta có 2 2 2 2 215 10 125 11,18AB BC AC AB cm= − = − = ⇒ =   

 

010 2 41 48'
15 3

ACsin B B
BC

= = = ⇒ ≈   

  

0 0 0 090 90 41 48' 48 12 'C B= − = − =   
 
 
Hình 11:  
 Ta có 2 2 2 2 215 8 161 12,69AC BC AB AC cm= − = − = ⇒ ≈   

 

08 32 13'
15

ABsin C C
BC

= = ⇒ ≈   

  

0 0 0 090 90 32 13' 57 48'B C= − = − =  . 
Hình 12: 
 Ta có 2 2 2 2 210 6 8AB BC AC AB cm= − = − ⇒ =   

 

06 36 52 '
10

ACsin B B
BC

= = ⇒ =   

  

0 0 0 090 90 36 52 ' 53 8'C B= − = − =   
 
 
Bài 3:  
Hình 13: 
  

0 0 0 090 90 45 45B C= − = − =   
 ΔABC  cân tại A  nên 10AC AB cm= =   

0
10. 10 2

45
ABAB BC sin C BC cm

sin C sin
= ⇒ = = =   

  
 

Hình 14: 
  

0 0 0 090 90 42 48C B= − = − =   

 0
16. 23,9

42
ACAC BC sin B BC cm

sin B sin
= ⇒ = = ≈   

  
 

 0. 16. 48 17,77AB AC tan C tan cm= = ≈      
 
 

  Hình 12

10 cm

6 cm

CB

A

 

  

 

Hình 13   

  

450

10 cm

CB

A

 Hình 14  

 16 cm

420

CB

A

 

Hình 9  

12 cm13 cm

CB

A

    

 Hình 8 

  
12 cm7 cm  

CB

A

Hình 10   

 

 

 

 10 cm

15 cm

A

B C

 Hình 11  

 

 

A

B C
15 cm

8 cm 
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Hình 15: 
  

0 0 0 090 90 42 48C B= − = − =   

 0
16. 21,53

42
ABAB BC cos B BC cm

cos B cos
= ⇒ = = ≈   

  
 

 0. 16. 42 14,4AC AB tan B tan cm= = ≈       
Hình 16: 
  

0 0 0 090 90 48 42C B= − = − =   
 0. 25. 42 16,73AB BC sin C sin cm= = ≈      

 0. 25. 48 18,58AC BC sin B sin cm= = ≈      
Hình 17: 

 

0 0 0 090 90 50 40B C= − = − =   
0. 10. 50 7,66AB BC sin C sin cm= = ≈      
0. 10. 40 6,43AC BC sin B sin cm= = ≈      

Hình 18: 
  

0 0 0 090 90 60 30B C= − = − =   

 0 11 3. 11. 60
2

AB BC sin C sin cm= = =      

 0 11. 11. 30
2

AC BC sin B sin cm= = =      

 
 
Bài 4:  

Gọi chiều dài của thang là 3,5AB m=  , khoảng cách từ chân thang tới tường là AH  

Và góc tạo bởi thang với mặt đất là HAB  
 ΔABH  vuông tại H  nên 

0. 3,5. 70 1,2AH AB cos HAB cos m= = ≈      
 
 
Bài 5:  
 Gọi chiều dài của chiếc thang là 3BH m=   
 Khoảng cách chân thang tới tường là AB  
 ΔABH  vuông tại A  nên  
 0. 3. 63 1,4AB BH cos B cos m= = ≈      
 
 
 
Bài 6:  

Xét ΔABH  vuông tại H  nên 
0 3,636 6,1AHsin B sin AB m

AB AB
= ⇒ = ⇒ =    

 
  

  Hình 15

A

B C

16 cm

420

  

H

B

A

700

3,5 m

H

B

A
630

3 m

H

B

A

3,6 m

360

 

 

 

 

B 25 cm

A

480

C

Hình 16

 

 

B 10 cm

A

500

C

Hình 17

 

 

B
11 cm

A

600

C

Hình 18
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Bài 7:  
 Xét ΔABH  vuông tại H , ta có 

 0
2,1. 4, 47

28
BHBH AB sin A AB m

sin A sin
= ⇒ = = ≈   

  
 

 
 
Bài 8:  
 Độ dài mặt cầu là AB . Xét ΔABH  vuông tại H , ta có 

 0
55. 110
30

AHAH AB sin B AB cm
sin B sin

= ⇒ = = =   
  

 

 
 
Bài 9:  
 Gọi độ dài bay của máy bay để đạt đến độ cao 2 000 m   là AB  
 Xét ΔABH  vuông tại H , ta có: 

 0
2 000. 4732,4

25
BHBH AB sin A AB m

sin A sin
= ⇒ = = =

    
  

 

 
 
 

Bài 10: Đổi 5  phút 1
12

=  giờ. 

 Độ cao máy bay đạt được là 10 565 m   nên 10 565AB m=    

 Ta có 0
10565 24, 999

25
AB ABsin C AC km
AC sin C sin

= ⇒ = = ≈   
  

 

 Do đó vận tốc trung bình mà máy bay đạt được là 

( )24, 999 299, 987 /1
12

sv km h
t

= = =
    

Bài 11:  
 Gọi quãng đường tàu ngầm di chuyển là ( )AB km . 

 Xét ΔAHB  vuông tại H , ta có 

 0
300 877

20
BH BHsin A AB m
AB sin A sin

= ⇒ = = ≈  
  

. 

Bài 12:  
 Gọi chiều cao của cột cờ là AH , bóng của cột cờ trên mặt đất là AB  
 Xét ΔABH  vuông tại A , ta có 
 0. 12. 40 10AH AB tan B tan m= = ≈      
Bài 13: 
 Gọi chiều cao của cột đèn là AH ,  

bóng của cột đèn trên mặt đất là BH  
 Xét ΔABH  vuông tại H , ta có 
 0. 8,5. 38 6,64AH BH tan B tan m= = ≈       
 
 
Bài 14: 

H

B

A
280

2,1 m

A H

B

250

2 000 m

10 565 m

250

A

BC

B

   

300

HB

A

300 m

200
A

B

H

  

H

B A
400 12 m

 

H
8,5 m380

A

B
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 Gọi chiều cao của cột tháp là BH , bóng của tháp trên mặt đất là AH  
 Xét ΔABH  vuông tại H , ta có: 
 0. 96. 50 114,4BH AH tan A tan m= = ≈      
Bài 15:  
 Gọi chiều cao của cột tháp là AH , 

bóng của tháp trên mặt đất là BH  
 Xét ΔABH  vuông tại H , ta có: 
 0. 48. 51 59,3AH BH tan B tan m= = ≈      
 
Bài 16: 
 Gọi chiều cao của cột cờ là AH , bóng của cột cờ trên mặt đất là AB  
 Xét ΔABH  vuông tại A , ta có 
 0. 6. 50 7,15AH AB tan B tan m= = ≈      
 
 
Bài 17:  

Gọi chiều cao của cột đèn là AH , bóng của cột đèn trên mặt đất là BH  
 Xét ΔABH  vuông tại H , ta có 
 0. 6. 40 5AH BH tan B tan m= = ≈      
 
 
Bài 18:  
 Gọi chiều cao của tòa nhà là BH , bóng của tòa nhà trên mặt đường là AH  
 Xét ΔABH  vuông tại H , ta có 
 0. 36. 55 51,4BH AH tan A tan m= = ≈      
 
Bài 19:  
 Gọi chiều cao của tòa tháp là BH , 

bóng của tháp trên mặt đất là AB  
 Xét ΔABH  vuông tại B , ta có 
 0. 53. 34 35,7BH AB tan A tan m= = ≈      
 
 
 
Bài 20:  
 Gọi chiều cao của ngôi nhà là BH , bóng của ngôi nhà trên mặt đất là AB  
 Xét ΔABH  vuông tại B , ta có 

 0
12 4 3

60
BH BHtan A AB m
AB tan A tan

= ⇒ = = ≈  
  

 

  

H

BA
600

12 m

B

A

400 6 m

H
  

B

A H
36 m550

A

H

B
34053 m

  

A

BH
48 m 510

 6 m500

AB

H
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Bài 21:  
 Gọi chiều cao của tượng đài là BC ,  

bóng của tượng đài trên mặt đất là AB  
 Xét ΔABC  vuông tại B , ta có 

 010 51 20 '
8

BCtan A A
AB

= = ⇒ ≈  

 
Bài 22:  
 Gọi chiều cao của ngọn đèn biển là AH , khoảng cách tàu tới ngọn đèn là BH  
 Xét ΔABH  vuông tại H , ta có 
 

036B =  (so le trong) 

 0
45 61,9
36

AH AHtan B BH m
BH tan B tan

= ⇒ = = ≈  
  

 

 
 
Bài 23:  
 Gọi chiều cao cẩu môn là BC , khoảng cách bóng tới cầu môn là AC  
 Xét ΔABC  vuông tại C , ta có 

 02, 44 5 34 '
25

BCtan A A
AC

= = ⇒ ≈  

 
 
Bài 24:  

a) Xét ΔAHC  vuông tại H , ta có 

0
20 190

6
CH CHtan A AH m
AH tan A tan

= ⇒ = = ≈  
  

 

Xét ΔBCH  vuông tại H , ta có 

0
20 142

8
CH CHtan B BH m
BH tan B tan

= ⇒ = = ≈  
  

. Vậy 190 142 332AB AH BH m= + = + =   

b) Xét ΔAHC  vuông tại H , ta có 

0
20 191 0,191

6
CH CHsin A AC m km
AC sin A sin

= ⇒ = = ≈ =   
  

 

Thời gian đi lên dốc là 0,191 0,047
4

st
v

= = =  (giờ) 

Xét ΔBCH  vuông tại H , ta có 
20 143,7 0,1437

8
CH CHsin B BC m km
BC sin B sin

= ⇒ = = = =   
  

 

Thời gian đi xuống dốc là 0,1437 0,014
10

st
v

= = =  (giờ) 

Thời gian đi từ nhà đến trường là 0,047 0,014 0,061+ =  giờ 3,66=  phút. 
Bạn Hùng đến trường khoảng lúc 7  giờ 14  phút 

Bài 25:  

 0
21 25
40

AB ABtan C AC m
AC tan C tan

= ⇒ = = ≈  
  

 

45 m

HB

A
360

C

BA
8 m

10 m

8060

C

H BA

CA

B

2, 44 m

25 m

Hình 2 

A

B C

D

400

21 m 
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 0
21 32, 67
40

AB ABsin C BC m
BC sin C sin

= ⇒ = = ≈   
  

 

 BD  là đường phân giác ΔABC  nên 

 25 9,8
21 32,67 21 32,67 53, 67 53,67

AD DC AD DC AD DC AC AD m
AB BC

+
= ⇒ = = = = ⇒ =

+
 

 
 

 Ta có   



0 0 090 50 25
2

ABCABC C ABD= − = ⇒ = =
     

 



0
21 23, 2

25
AB ABcos ABD BD m
BD coscos ABD

= ⇒ = = =  
  

 

Bài 26:  
a) ΔABH  vuông tại H , ta có 



0. . 30BH AH tan BAH AH tan= =     
ΔAHC  vuông tại H , ta có 



0. . 50CH AH tan HAC AH tan= =     

Mà 0 0 21. 30 . 50 .0,6 35
0,6 0,6
BCBC BH HC AH tan AH tan AH AH m= + = + ≈ ⇒ = = =       

0
35 54,45
40

AH AHsin C AC m
AC sin C sin

= ⇒ = = ≈  
  

. 

b) Diện tích ΔABC  là 21 1. . .35. 21 367,5
2 2

S AH BC m= = =     

Bài 27:  
a) ΔABN  vuông tại N , ta có 



0. . 52BN AN tan BAN AN tan= =     
ΔANC  vuông tại N , ta có 



0. . 60NC AN tan NAC AN tan= =     

Mà ( )0 0 0 0. 52 . 60 . 52 60 .3BC BN NC AN tan AN tan AN tan tan AN= + = + = + ≈         

11
3 3

BCAN cm⇒ = =  . 

b) ΔANC  vuông tại N , ta có 0
11 22

33. 30
AN ANsin C AC cm
AC sin C sin

= ⇒ = = =  
   

 

Bài 28:  
 ΔAHC  vuông tại H , ta có 

 

0. . 70AH CH tan ACH CH tan= =     
 ΔCHB  vuông tại H , ta có 

 

0. . 60BH CH tan HCB CH tan= =     

 Mà ( )0 0 0 0. 70 . 60 . 70 60AB AH BH CH tan CH tan CH tan tan= + = + = +        

 0 0 13,4
70 60

ABCH cm
tan tan

⇒ = ≈
+

 
  

. 

 Khi đó 0. 70 36,8AH CH tan cm= ≈    và 60 36,8 23,2BH AB AH cm= − = − =   
 
 
  

200 300

60 cm

C

B
H

A

H
600 400

A

B C21 m

300380

A

B N C
11 cm
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Bài 29:  
a) ΔABC  vuông tại A , ta có 

2 2 2 2 28 6 100 10BC AB AC BC cm= + = + = ⇒ =   



06 36 52 '
10

ACsin B B
BC

= = ⇒ ≈   

 

0 0 0 090 90 36 52 ' 53 8'C B= − = − =  . 

b) Ta có 1 1 . 8.6 24. .
2 2 10 5ABC

AB ACS BC AH AB AC AH cm
BC

= = ⇒ = = =
      

ΔABH  vuông tại H , ta có 
2

2 2 2 2 24 1024 328
5 25 5

BH AB AH BH cm = − = − = ⇒ = 
 

  

c) M  là trung điểm của 3
2

ACAC AM cm⇒ = =   

ΔABM  vuông tại A  có  

08 69 26 '
3

ABtan AMB AMB
AM

= = ⇒ ≈ . 

 
Bài 30:  

a) ΔABC  vuông tại A , ta có 
2 2 2 2 26 8 100 10BC AB AC BC cm= + = + = ⇒ =   



08 4 53 7 '
10 5

ACsin B B
BC

= = = ⇒ ≈  . 

 

0 0 0 090 90 53 7 ' 36 53'C B= − = − =   

b) Ta có 
2 2 2

. . . .AB AC AB AC BCAB cos B AC cos C AB AC BC
BC BC BC BC

+
+ = + = = =       

c) Từ A  hạ AH BC⊥ . 
2

2 2 2
1 1 1 1. . . .
2 2 . .ΔABC

BC BCS AH BC AB AC AH BC AB AC
AH AB AC AH AB AC

= = ⇒ = ⇒ = ⇒ =    
  

 

2 2

2 2 2 2 2
1 1 1

.
AB AC

AH AB AC AB AC
+

⇒ = = +
 

 ( )1  

DE AH ⇒∥
2 3
3 2

DE DCΔCED ΔCHA AH DE
AH AC

⇒ = = ⇒ =  ∽   thay vào ( )1  ta được 

2 2 2
1 1 4

9AB Ac DE
+ = . 

Bài 31:  
a) Ta có 

00,6 36 52 'sin C C= ⇒ =   

Khi đó  

0 0 0 090 90 36 52 ' 53 8'B C= − = − =   

Ta có . 20.0,6 12ABsin C AB BC sin C cm
BC

= ⇒ = = =      

Ta có 2 2 2 2 2 2 2 220 12 256 16BC AB AC AC BC AB AC cm= + ⇒ = − = − = ⇒ =   

b) Chứng minh ( ) . . . .
2

CF CE ACΔCFE ΔCAB g g CA CE CF CB CA CF CB
CA CB

− ⇒ = ⇒ = ⇒ =      ∽  

2 2 .AC CF CB⇒ =   

c) Chứng minh ( )ΔCFA ΔCEB c g c− −  ∽ CF AF
CE BE

⇒ =
. .BE CFAF BE cos C

CE
⇒ = =

    

H
Hình 7

6 cm 8 cm
D

E CB

A

Hình 8
F

E

A

B C

H

M8 cm
6 cm

CB

A
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Bài 32:  
a) Chứng minh ( )ΔAEH ΔAHB g g−  ∽  

2 .AE AH AH AE AB
AH AB

⇒ = ⇒ =   ( )1  

Chứng minh ( )ΔAFH ΔAHC g g−  ∽  

2 .AF AH AH AF AC
AH AC

⇒ = ⇒ =   ( )2  

Từ ( ) ( )1 , 2 . .AE AB AF AC⇒ =     

b) Từ ( )
2 91

4
AHAE cm
AB

⇒ = =  . Khi đó 9 74
4 4

BE AB AE cm= − = − =  . 

c) Chỉ ra AEHF  là hình chữ nhật 9
4

HF AE cm⇒ = =  . 

Từ  

0 030 60HAC C= ⇒ = . ΔHFC  vuông tại F , ta có  

09 3 3: 60
4 4

HF HFtan C FC tan cm
FC tan C

= ⇒ = = =    
 

. 

Bài 34:  
a) 0. 6. 60 3AB BC cos B cos cm= = =      

0 3. 6. 60 6. 3 3
2

AC BC sin B sin cm= = = =       

b) Chứng minh ( )ΔBHA ΔBAC g g−  ∽  
2

2 9 3.
6 2

AB BH ABAB BH BC BH cm
BC AB BC

⇒ = ⇒ = ⇒ = = =   

3 96
2 2

HC BC BH cm= − = − =   

c) Chỉ ra ΔBDC  cân tại B  D BCD⇒ =   

Chỉ ra ABC  là góc ngoài của ΔBDC  nên   

02. 30ABC BCD BCD= ⇒ =    

Chỉ ra CB  là đường phân giác của AB BD AB ACΔACD
AC DC BD DC

⇒ = ⇒ =  

d) Gọi tia phân giác CBD  là BE .  
Chỉ ra BE DC⊥  rồi suy ra AK DC⊥ . 

Chỉ ra 
2 2 2

2 2 2 2 2
1 1 1 1. .
2 2 . . .ΔABC

DC DC AD ACS AK DC AD AC
AK AD AC AK AD AC AD AC

+
= = ⇒ = ⇒ = =  

   
 

2 2 2
1 1 1

AK AD AC
⇒ = + . Ta cần chứng minh 2 .AK KD KC=   

Chứng minh ( ) 2 .DK AKΔDKA ΔAKC g g AK DK KC
AK KC

− ⇒ = ⇒ =   ∽  (đpcm) 

Bài 35:  

a) 
0. 6. 60 3AB BC cos B cos cm= = =       

0 3. 6. 60 6. 3 3
2

AC BC sin B sin cm= = = =       

b) Chỉ ra ΔBDC  cân tại B  D BCD⇒ =   

E

 

A

B C

H

600

Hình 9

3 cm

4 cm

E
F

CHB

A

E

Hình 11

H
600

K

D

CB

A
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Chỉ ra ABC  là góc ngoài của ΔBDC  

nên   

02. 30ABC BCD BCD= ⇒ =    
Chỉ ra CB  là đường phân giác của ΔACD  

AB BD
AC DC

⇒ = . .AB CD AC BD⇒ =   

c) Gọi tia phân giác CBD  là BE .  
Chỉ ra BE DC⊥  rồi suy ra AH DC⊥ . 

Chỉ ra 
2 2 2

2 2 2 2 2
1 1 1 1. .
2 2 . . .ΔABC

DC DC AD ACS AH DC AD AC
AH AD AC AH AD AC AD AC

+
= = ⇒ = ⇒ = =  

   
 

2 2 2
1 1 1

AH AD AC
⇒ = + .  

Bài 36:  
a) Chứng minh ( )ΔABE ΔADF g c g= − −   

AE AF⇒ = . 

b) Chỉ ra  

045FAK ACF= =  
Chứng minh ( )ΔAKF ΔCAF g g−  ∽  

2 .AF KF AF KF CF
CF AF

⇒ = ⇒ =  . 

c) Ta có 3 3
4

BE BC cm= =   

Tính 2 2 2 2 2 24 3 5 5AE AB BE AE cm= + = + = ⇒ =  . 

Khi đó 21 1 25. .5.5
2 2 2ΔAEFS AE AF cm= = =      

d) Chỉ ra AE AF= . Chứng minh 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1

AE AM AF AM AD
+ = + =  (không đổi) 

Bài 37:  
a)  

0 090 32N P= − =   
0. 72. 58 38AP PN cos P cos cm= = ≈      
0. 72. 58 61AN PN sin P sin cm= = ≈      

b) Chứng minh ( )ΔABM ΔADP g c g= − −   

AP AM⇒ = . Vậy ΔAPM  cân. 
c) Chứng minh AI PM⊥  

Chỉ ra ( )ΔPIA ΔPAM g g−  ∽ 2 .AP PI PM⇒ =    ( )1  

Chỉ ra ( ) . .ΔPIK ΔACM g g PI PM PK PC− ⇒ =    ∽  ( )2  

Từ ( ) ( ) 21 , 2 .AP PK PC⇒ =    

d) Chỉ ra AM AP= . Chứng minh 2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 1

AB AD AP AN AM AN
= = + = +  

 
 
  

K

I
M

D C

B

NP

A

Hình 13

M

I

E

KF D C

BA
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Bài tập ôn tập chương 4. 
Bài 1: Cho ΔABC  vuông tại A , đường cao AH . 

a) Biết 4 , 2BH cm CH cm= =   . Tính độ dài các đoạn thẳng ,AH AB   (làm tròn đến một chữ số thập 
phân) 

b) Gọi ,D E   lần lượt là chân đường vuông góc của H  trên ,AB AC  . Chứng minh 3 BDcos B
BC

=  

c) Gọi M  là trung điểm của HC , N  là hình chiếu của M  trên AC . 

Chứng minh 3 21 . .
2

MC NC BC=   . 

Bài làm: 

a) Chứng minh ( )ΔBHA ΔAHC g g−  ∽  

2 . 4. 2 2 2BH AH AH BH CH AH cm
AH HC

⇒ = ⇒ = = ⇒ =    

Chứng minh ( )ΔBHA ΔBAC g g−  ∽  

2 . 4. 6 2 6BA BH BA BH BC BA cm
BC BA

⇒ = ⇒ = = ⇒ =   . 

b) Ta có BDcos B
BH

= 
 

 hoặc BHcos B
AB

=  hoặc ABcos B
BC

= . 

Khi đó 3 . .BD BH AB BDcos B
BH AB BC BC

= =   . 

c) Chỉ ra MN  là đường trung bình của ΔEHC  

Chứng minh 
2

2 . ACAC HC BC BC
HC

= ⇒ = .  

Khi đó 
2 2 2 2 4 3

21 1 .. . .
2 2 4 8. 8. 8

CE AC CE AC HC CHNC BC
HC HC HC

= = = =
    

  
 

Mặt khác 
3 3

3

2 8
HC HCMC  = = 

 
. Vậy 3 21 . .

2
MC NC BC=   . 

Bài 2: Cho hình chữ nhật ABCD  có 9 , 12AB cm BC cm= =    . Kẻ AH BD⊥  tại H . 

a) Tính ,BD AH  , góc BDA  
b) Kẻ HI AB⊥ . Chứng minh rằng . .AI AB DH HB=   
c) Đường thẳng AH  cắt BC  tại M  và cắt DC  tại N . 

Chứng minh 2 .HA HM HN=   

Bài làm: 

a) 2 2 2 2 2 29 12 15 15BD AB AD BD cm= + = + = ⇒ =   

Chứng minh 1 1 . 9.12 36. .
2 2 15 5ΔABD

AB ADS AB AD AH BD BD cm
BD

= = ⇒ = = =
      

 

09 36
15

ABsin BDA BDA
BD

= = ⇒ ≈ . 

b) Chứng minh ( ) 2 .ΔAIH ΔAHB g g AH AI AB− ⇒ =   ∽  ( )1  

N

M

A

B CH

D

E

N

M

I H

D

CB

A
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Chứng minh ( ) 2 .ΔDHA ΔAHB g g AH DH HB− ⇒ =   ∽  ( )2  

Từ ( ) ( )1 , 2 . .AI AB DH HB⇒ =     

c) AH HDBM AD
HM HB

⇒ =∥  và HN HDAB DN
HA HB

⇒ =∥  

Khi đó 2 .AH HN AH HM HN
HM HA

= ⇒ =  . 

Bài 3: Cho ΔABC  vuông tại A , đường cao AH . Biết 3 , 6AB cm BC cm= =     

a) Giải tam giác vuông ΔABC . 
b) Tính ,HB HC   

c) Từ H  kẻ ( ), ,HE AB HF AC E AB F AC⊥ ⊥ ∈ ∈      .  

Chứng minh rằng 


2

. . HEEA EB AF FC
sin HAE

 + =  
 

  
 

 

Bài làm: 

a) 2 2 2 2 26 3 27 3 3AC BC AB AC cm= − = − = ⇒ =  . 



03 3 3 60
6 2

ACsin B B
BC

= = = ⇒ =  . Khi đó  030C = . 

b) Chứng minh ( )
2 9 3

6 2
BH AB ABΔBHA ΔBAC g g BH cm
AB BC BC

− ⇒ = ⇒ = = =   ∽  

3 96
2 2

HC BC BH cm⇒ = − = − =  . 

c) Chứng minh ( ) 2.EH BEΔHEB ΔAEH g g AE BE EH
AE EH

− ⇒ = ⇒ =   ∽  

Chứng minh ( ) 2.HF CFΔHFA ΔCFH g g AF CF HF
AF HF

− ⇒ = ⇒ =   ∽  

Khi đó 2 2 2. .EA EB AF FC EH HF AH+ = + =  . 

Mặt khác 
 

2 2 2
2 2

22 :HE HE HEHE AH
AHsin HAE sin HAE

  = = = 
   

. 

Bài 4: Cho ΔABC  vuông tại ( ),A AB AC< , đường cao AH . Vẽ HM  vuông góc với AB  tại M , HN  

vuông góc với AC  tại N  

a) Cho biết 6 , 8AB cm AC cm= =    . Tính độ dài ,BC AH   và số đo các góc ,B C  . 
b) Chứng minh rằng . .AM AB AN AC=    
c) Qua A  kẻ đường thẳng vuông góc với MN  cắt BC  tại D . 

Chứng minh D  là trung điểm của BC . 

Bài làm: 

a) 2 2 2 2 2 26 8 10 10BC AB AC BC cm= + = + = ⇒ =  . 

Chứng minh 1 1. .
2 2ΔABCS AH BC AB AC= =   

F

E

H CB

A

1

1

1

I

D

N

M

H
CB

A
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. 6.8 24
10 5

AB ACAH cm
BC

⇒ = = =
    

 

0 08 53 37
10

ACsin B B C
BC

= = ⇒ ≈ ⇒ =   . 

b) Chứng minh ( ) 2.ΔAMH ΔAHB g g AM AB AH− ⇒ =   ∽  

Chứng minh ( ) 2.ΔANH ΔAHC g g AN AC AH− ⇒ =   ∽ . Khi đó . .AM AB AN AC=   

c) Chỉ ra  

1 1N H=  và  

1H B=   nên  

1N B=  .  

Lại có  

0
1 1 90A N+ =  

0
1 90A B⇒ + =  mà    

0
190C B A C+ = ⇒ =   AD DC⇒ =  

Tương tự chỉ ra 
 

 

 

0
1

0
1

90

90

BAD A
BAD B AD BD

B A

 + = ⇒ = ⇒ =
+ =

 
 

. Như vậy DB DC=  

Bài 5: Cho ΔABC  vuông tại A , đường cao ( ),AH H BC∈  

a) Biết 12 , 20AB cm BC cm= =    . Tính ,AC AH   và ABC  (làm tròn đến độ) 
b) Kẻ HM  vuông góc với AB  tại M , HN  vuông góc với AC  tại N . Chứng minh AH MN=  và 

2. .AM MB AN NC AH+ =   

c) Chứng minh rằng 

3 BMtan C
CN

=    

Bài làm: 

a) 2 2 2 2 220 12 256 16AC BC AB AC cm= − = − = ⇒ =  . 
1 1 . 12.16 48. .
2 2 20 5ΔABC

AB ACS AB AC AH BC AH cm
BC

= = ⇒ = = =
      

 

016 53
20

ACsin ABC ABC
BC

= = ⇒ ≈ . 

b) Chứng minh AMHN  là hình chữ nhật AH MN⇒ =  
Chứng minh ( ) 2.ΔAMH ΔHMB g g AM AB MH− ⇒ =   ∽  

Chứng minh ( ) 2.ΔHNA ΔCNH g g AN NC HN− ⇒ =   ∽  

Từ đó 2 2 2 2. .AM MB AN NC MH HN MN AH+ = + = =  . 

c) Chứng minh 
2BHBM

AB
=  và 

2CHCN
AC

= . 

Khi đó 
2

2.BM BH AC
CN AB CH

=  . Mặt khác 
2 4

2
2

AB ABBH BH
BC BC

= ⇒ =  thay vào ta được 

4 3 3 3
3

2 2 2 2 4 3
. ..

. .
BM AB AC AB AC AB AC AB tan C
CN BC AB CH BC CH AC AC

= = = = =
    

  
. 

Bài 6: Cho ΔABC  vuông tại C , có độ dài cạnh AC  và BC  lần lượt là 20 , 15cm cm    . Vẽ đường cao CH , 
kẻ HE  vuông góc với AC  tại E , HF  vuông góc với BC  tại F  

a) Tính số đo A , độ dài ,AB EF   
b) Chứng minh rằng . .AC EC BC FC=   

N

M

H CB

A

F
E

H BA

C
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Bài làm: 

a) 

015 37
20

BCtan A A
AC

= = ⇒ ≈  . 2 2 2 2 215 20 625 25AB AC BC AB cm= + = + = ⇒ =  . 

Chỉ ra CEHF  là hình chữ nhật CH EF⇒ = . 
1 1 . 15. 20. . 12
2 2 25ΔABC

AC BCS AC BC CH AB CH cm EF
AB

= = ⇒ = = = =
     . 

b) Chứng minh ( )ΔCEH ΔCHA g g− ⇒  ∽ 2.AC CE CH=  

Chứng minh ( )ΔCFH ΔCHB g g− ⇒  ∽ 2.BC CF CH=  suy ra . .AC EC BC FC=   

Bài 7: Cho ΔMNP  vuông tại M  có độ dài cạnh 6MN cm=   và 8MP cm=  . Vẽ đường cao MK , kẻ KI  
vuông góc với MN  tại I , KH  vuông góc với MP  tại H  

a) Tính độ dài ,NP IH   và số đo góc P  
b) Chứng minh rằng . .MI MN MH MP=   

Bài làm: 

a) 2 2 2 2 2 26 8 10 10NP MN MP NP cm= + = + = ⇒ =   
Chứng minh MIKH  là hình chữ nhật IH MK⇒ =  

1 1 . 6.8 24. .
2 2 10 5ΔMNP

MN MPS MK NP MN MP MK cm
NP

= = ⇒ = = =
      



06 37
8

MNtan P P
MP

= = ⇒ ≈  . 

b) Chứng minh ( ) 2.ΔMIK ΔMKN g g MI MN MK− ⇒ =   ∽  

Chứng minh ( ) 2.ΔMHK ΔMKP g g MH MP MK− ⇒ =   ∽ . Suy ra . .MI MN MH MP=   

Bài 8: Cho ΔABC  vuông tại A  có đường cao AH . 

a) Cho biết 3 , 4AB cm AC cm= =    . Tính độ dài các đoạn thẳng , ,BC HB AH     
b) Vẽ HE  vuông góc với AB  tại E , HF  vuông góc với AC  tại F . Chứng minh rằng 

2.AE EB EH=  và 2. .AE EB AF FC EF+ =   

c) Chứng minh rằng 

3.BE BC cos B=     

Bài làm: 

a) 2 2 2 2 2 23 4 5 5BC AB AC BC cm= + = + = ⇒ =  . 
Chứng minh ( )ΔBHA ΔBAC g g−  ∽  

2 2
2 3 9.

5 5
ABAB BH BC BH cm
BC

⇒ = ⇒ = = =  . 

1 1 . 3. 4 12. .
2 2 5 5ΔABC

AB ACS AH BC AB AC AH cm
BC

= = ⇒ = = =
     . 

b) Chứng minh ( ) 2.ΔAEH ΔHEB g g AE EB EH− ⇒ =   ∽  

Chứng minh ( ) 2.ΔHFA ΔCFH g g AF FC HF− ⇒ =   ∽  

Khi đó 2 2 2. .AE EB AF FC EH HF EF+ = + =  . 

H

I

K PN

M

F

E

H
CB

A
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c) Ta có  

3 3 3
3 3

3 3 2. . .AB AB ABcos B BC cos B BC
BC BC BC

= ⇒ = =      

Chứng minh 
2BHBE

AB
=  và 

2 4
2

2
AB ABBH BH
BC BC

= ⇒ =  thay vào ta được 
4 3

2 2.
AB ABBE

BC AB BC
= =

 
.  

Bài 9: Cho ΔABC  vuông tại ( ),A AB AC< , đường cao AH . 

a) Giả sử 5 , 12AB cm AC cm= =    . Tính độ dài ,BC AH   và số đo ABC  
b) Kẻ ,HD HE   lần lượt vuông góc với ,AB AC  . Chứng minh rằng . .AD AB AE AC=   
c) Lấy điểm G  nằm giữa E  và C . Kẻ AK  vuông góc với BG  tại K . Chứng minh rằng 

 . HKsin AGB cos ABC
CG

=      

Bài làm: 

a) 2 2 2 2 2 25 12 13 13BC AB AC BC cm= + = + = ⇒ =   
1 1. .
2 2ΔABCS AB AC AH BC= =   

. 5.12 60
13 13

AB ACAH cm
BC

⇒ = = =
    và  

012 67
13

ACsin ABC ABC
BC

= = ⇒ ≈ . 

b) Chứng minh ( )ΔADH ΔAHB g g− ⇒  ∽ 2.AD AB AH=  

Chứng minh ( ) 2.ΔAEH ΔAHC g g AE AC AH− ⇒ =   ∽ . Khi đó . .AD AB AE AC=   

c) Chứng minh ( )2. .BH BC BK BG AB= =    

Chỉ ra ( ) BH HKΔBKH ΔBCG c g c
BG CG

− − ⇒ =  ∽  

 

2 .. .
. .

AB AB AB BH BC BH HKsin AGB cos ABC
BG BC BG BC BG BC BG CG

⇒ = = = = =
     

  
 

 
 
 

K

G
E

D

H CB

A



 

   1 
 

Chương 5. Đường tròn. 
Bài 13. Mở đầu về đường tròn. 

B. BÀI TẬP VẬN DỤNG. 
Bài 1: Cho ΔABC  vuông tại A  có 6 , 8AB cm AC cm= =    . Chứng minh rằng ba điểm , ,A B C     cùng 
thuộc một đường tròn. Tính bán kính của đường tròn đó. 

Bài làm: 
 Gọi O  là trung điểm của BC . 
 ΔABC  vuông tại A  có AO  là đường trung tuyến 

ứng với cạnh huyền BC  nên 
2

BCOA OB OC= = = . 

Vậy ba điểm , ,A B C     cùng thuộc đường tròn tâm O , bán kính OB . 

Ta có 2 2 2 2 2 26 8 10 10BC AB AC BC cm= + = + = ⇒ =  5
2

BCOB cm⇒ = =  . 

Bài 2: Cho hình vuông ABCD  có E  là giao điểm của hai đường chéo. 
a) Chứng minh rằng có một đường tròn đi qua bốn điểm , , ,A B C D     . Xác định tâm đối xứng và hai 

trục đối xứng của đường tròn đó. 
b) Tính bán kinh của đường tròn đó nếu hình vuông có cạnh bằng 3 cm . 

Bài làm:  
a) Hình vuông ABCD  có E  là giao điểm của hai đường chéo 

Nên EA EB EC ED= = = . Vậy bốn điểm , , ,A B C D       cùng thuộc 
đường tròn tâm E , bán kính EA .  
E  là tâm đối xứng của đường tròn 
và ,BD AC   là hai trục đối xứng của đường tròn này. 

b) Ta có 2 2 2 2 2 23 3 2.3 3 2BD AB AD BD cm= + = + = ⇒ =   

Như vậy 3 2 3
2 2 2

BDBE cm= = =  . 

Vậy bán kính của đường tròn tâm E  là 3
2

cm . 

Bài 3: Cho hình chữ nhật ABCD  có 12 , 5AB cm BC cm= =    .  
Chứng minh rằng bốn điểm , , ,A B C D       cùng thuộc 
một đường tròn. Tính bán kính của đường tròn đó.  

Bài làm: 
 Gọi O  là giao điểm của hai đường chéo AC  và BD . 

Khi đó OA OB OC OD= = = . Như vậy bốn điểm , , ,A B C D       cùng thuộc một đường tròn tâm O  
bán kính OB . 

Ta có 2 2 2 2 2 212 5 13 13BD AB AD BD cm= + = + = ⇒ =  13
2

OB cm⇒ =  . 

Bài 4: Cho hình chữ nhật ABCD  có 8 , 15AB cm BC cm= =    .  
Chứng minh rằng bốn điểm , , ,A B C D       cùng thuộc 
một đường tròn. Tính bán kính của đường tròn đó. 

Bài làm: 
  Gọi O  là giao điểm của hai đường chéo AC  và BD . 

Khi đó OA OB OC OD= = = .  
Như vậy bốn điểm , , ,A B C D       cùng thuộc một đường tròn tâm O , bán kính OB . 

 Ta có 2 2 2 2 2 215 8 17 17BD AB AD BD cm= + = + = ⇒ =  17
2

BO cm⇒ =  . 

O

12 cm

5 cm

D C

BA

O

15 cm

8 cm

D C

BA

O

8 cm

6 cm

C

B

A

3 cm

E

D

CB

A
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Bài 5: Cho đường tròn ( ); 3O cm   . Điểm ( )A O∈ . Đường thẳng d  

vuông góc với OA  tại trung điểm của OA  cắt đường tròn ( )O  
tại B  và C . 
a) Chứng minh rằng ΔOAB  là tam giác đều. 
b) Tính độ dài đoạn BC . 

Bài làm: 
a) ΔOAB  có OA OB=  ( cùng bằng bán kính) nên cân tại O  

Gọi đường thẳng d  cắt OA  tại M . 
ΔOAB  có BM  vừa là đường cao vừa là trung tuyến nên ΔOAB  cân tại B  

OB AB⇒ = . Vậy ΔOAB  có OA OB AB= =  nên là tam giác đều. 

b) Ta có 3
2 2

OAOM cm= =  . Áp dụng Pythagore ta có:  

2
2 2 2 2 3 27 3 33

2 4 2
BM OB OM BM cm = − = − = ⇒ = 

 
 3 3BC cm⇒ =   

Bài 6: Cho đường tròn ( )O  và ba điểm , ,A B C     thuộc đường tròn đó sao cho ΔABC  cân tại A . 

a) Giả sử 6BC cm=  , đường cao AM  của ΔABC  bằng 4 cm . Tính AB . 
b) Gọi 'B  là điểm đối xứng với B  qua O . Vẽ 'AH CB⊥  tại H . Tứ giác AHCM  là hình gì? 

Bài làm: 
a) ΔABC  cân tại A , nên đường cao AM  cũng là đường trung tuyến 

3
2

BCBM CM cm⇒ = = =  . 

Áp dụng định lý Pythagore ta có  
2 2 2 2 2 24 3 5 5AB AM BM AB cm= + = + = ⇒ =   

b) 'ΔBCB  có 'OB OB=  nên OC  là đường trung tuyến, mà '
2

BBOC =  

Nên 'ΔBB C  vuông tại C .  
Tứ giác AHCM  có ba góc vuông nên là hình chữ nhật. 

Bài 7: Cho ΔABC  nhọn. Vẽ đường tròn ( )O  đường kính BC , đường tròn 

này cắt ,AB AC   lần lượt tại D  và E . Gọi H  là giao điểm của BE  
và CD . 

a) Chứng minh rằng CD AB⊥  và BE AC⊥ . 
b) Chứng minh rằng AH BC⊥ . 

Bài làm: 
a) ΔBDC  có BO CO=  nên DO  là đường trung tuyến, 

mà 
2

BCDO R= =  nên ΔBDC  vuông tại D CD AB⇒ ⊥ . 

ΔBEC  có BO CO=  nên EO  là đường trung tuyến, 

mà 
2

BCEO R= =  nên ΔBEC  vuông tại E BE AC⇒ ⊥ . 

b) ΔABC  có hai đường cao BE  và CD  cắt nhau tại H , nên H  là trực tâm AH BC⇒ ⊥ . 
  

O

B'

H

M CB

A

O

H

E
D

CB

A

M

d

C

B

AO
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Bài 8: Cho ΔABC  vuông tại A  có 6 , 8AB cm AC cm= =    . 

Vẽ đường tròn ( )O  đường kính AB  cắt BC  tại H . 

a) Tính AH  và CH . 
b) Kẻ OK AH⊥  tại K , tia OK  cắt AC  tại D . 

Chứng minh rằng DH OH⊥  
Bài làm: 

a) Áp dụng định lý Pythagore ta có 2 2 2 2 2 26 8 10 10BC AB AC BC cm= + = + = ⇒ =   

ΔABH  có OA OB HO= ⇒  là trung tuyến, mà 
2

ABOH OA OB= = =  nên ΔAHB  vuông tại H  

Lại có 1 1 . 6.8 24. .
2 2 10 5ΔABC

AB ACS AH BC AB AC AH cm
BC

= = ⇒ = = =
     . 

Chứng minh ( )
2 28 32

10 5
CA CH CAΔCHA ΔCAB g g CH cm
CB CA CB

− ⇒ = ⇒ = = =   ∽  

b) Chỉ ra ( )  

090ΔAOD ΔBOD c c c OAD OHD= − − ⇒ = =   

Bài 9: Cho ΔABC  vuông tại A , đường cao AH . Vẽ đường tròn ( )I  đường kính BH  cắt AB  tại D , vẽ 

đường tròn ( )K  đường kính HC  cắt AC  tại E . 

a) Chứng minh ADHE  là hình chữ nhật. 
b) Chứng minh rằng . .AD AB AE AC=   
c) Giả sử 3 , 5AB cm BC cm= =    . 

Tính DE  và diện tích tứ giác DEKI . 
Bài làm:  

a) Chứng minh ΔBDH  vuông tại D HD AB⇒ ⊥  
Chứng minh ΔHEC  vuông tại E HE AC⇒ ⊥  
Tứ giác ADHE  có ba góc vuông nên là hình chữ nhật. 

b) Chứng minh ( ) 2 .AH ADΔADH ΔAHB g g AH AB AD
AB AH

− ⇒ = ⇒ =   ∽  ( )1  

Chứng minh ( ) 2 .AH AEΔAEH ΔAHC g g AH AE AC
AC AH

− ⇒ = ⇒ =   ∽  ( )2  

Từ ( ) ( ) ( )21 , 2 . .AD AB AE AC AH⇒ = =    . 

c) Áp dụng Pythagore tính được 4AC cm=  . 

Tính 1 1 . 2. 4 8. .
2 2 5 5ΔABC

AB ACS AH BC AB AC AH cm DE
BC

= = ⇒ = = = =
     . 

Tính diện tích 21 3. 4. 6
2 2

ΔABC AB AC cm= = =
    . 

Chỉ ra , ,DBI DHI DAE DHE EHK ECKS S S S S S= = =     nên 21 6 3
2 2DEKI ABCS S cm= = =   

Bài 10: Cho nửa đường tròn ( );O R   đường kính BC . A  là một điểm thay đổi trên đường tròn sao cho 

AB AC> . Tia phân giác BAC  cắt đường trung trực BC  tại D . Hạ DH  và DK  lần lượt vuông góc với 
AB  và AC . 

a) Chứng minh rằng AHDK  là hình vuông. 
b) Chứng minh , , ,A B C D       cùng thuộc một đường tròn. 

Bài làm: 

a) Chỉ ra AHDK  là hình chữ nhật. lại có AD  là tia phân giác  

045BAC HAD⇒ =  
Nên ΔAHD  vuông cân tại H HA HD⇒ = . Vậy AHDK  là hình vuông. 

CB I KH

E

D

A

D
K

O

H CB

A
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b) Chứng minh , ,A B C     cùng thuộc đường tròn ( );O OB   
Chỉ ra DB DC=  ( vì D  nằm trên đường trung trực của BC ) 
Chứng minh ΔDHB ΔDKC=  ( cạnh huyền – cạnh góc vuông) 

  HDB CDK⇒ = . Khi đó  

090BDC HDK= =  
 Chứng minh , ,B D C     cùng thuộc đường tròn ( );O OB   

 Kết luận , , ,A B C D       cùng thuộc một đường tròn ( );O OB   

Bài 11: Cho ΔABC  vuông tại A  có AB AC< , đường cao AH  

a) Cho 4 , 9HB cm HC cm= =   . Tính AH  và số đo ABC  ( làm tròn đến độ) 
b) Gọi D  là hình chiếu của H  trên AB , E  là hình chiếu của H  trên AC . 

Chứng minh rằng: 
1) Tứ giác ADHE  là hình chữ nhật. 
2) 2. . 2.AD AB AE AC DE+ =    

3) 
2 2

2 2 1HC BD
AC BH

+ = . 

Bài làm: 

a) Chứng minh ( ) 2 . 4.9 6CH AHΔCHA ΔAHB g g AH BH CH AH cm
AH BH

− ⇒ = ⇒ = = ⇒ =     ∽  

 

06 3 56
4 2

AHtan ABH ABH
BH

= = = ⇒ ≈ . 

b)  
1) Chỉ ra tứ giác ADHE  có ba góc vuông nên là hình chữ nhật. 

2) Chứng minh ( ) 2 .AH ADΔADH ΔAHB g g AH AB AD
AB AH

− ⇒ = ⇒ =   ∽  

Chứng minh ( ) 2 .AH AEΔAEH ΔAHC g g AH AE AC
AC AH

− ⇒ = ⇒ =   ∽  

Khi đó 2 2. . 2. 2.AD AB AE AC AH DE+ = =    . 

3) Chứng minh ( )
2 4

2
2

BH BA AB ABΔBHA ΔBAC g g BH BH
BA BC BC BC

− ⇒ = ⇒ = ⇒ =  ∽  

Chứng minh ( )
2 4

2
2

CH CA CA CAΔCHA ΔCAB g g CH CH
CA CB CB BC

− ⇒ = ⇒ = ⇒ =  ∽  

Chứng minh ( )
2 4

2
2

BD BH BH BHΔBDH ΔBHA g g BD BD
BH BA BA AB

− ⇒ = ⇒ = ⇒ =  ∽  

Thay vào ta được:
2 2 4 4 2 2 2 4 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 1
. . .

HC BD CA BH CA BH CA AB CA AB
AC BH BC AC AB BH BC AB BC BC AB BC

+
+ = + = + = + = =

   
 

  

9 cm4 cm

E

D

H CB

A

O

K

D

H

CB

A
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Bài 12: Cho ΔABC  vuông tại A , đường cao AH .  

a) Biết 5 , 13AB cm BC cm= =    . Tính độ dài cạnh AH  và số đo góc BAH   
b) Gọi O  là trung điểm của AC , K  là hình chiếu của O  trên BC . 

Chứng minh 4  điểm , , ,A B O K       cùng nằm trên một đường tròn.  
c) Đường thẳng qua A  và vuông góc với BO  cắt đường thẳng 

qua C  vuông góc với AC  tại M . Chứng minh ΔABO ΔCAM∽  
và ba điểm , ,O K M     thẳng hàng 

Bài làm: 

a) 2 2 2 2 2 213 5 12 12AC BC AB AC cm= − = − = ⇒ =  . 
1 1 . 5.12 60. .
2 2 13 13ΔABC

AB ACS AH BC AB AC AH cm
BC

= = ⇒ = = =
      

 

060 60 22 37 '
13.5 65

AHcos BAH BAH
AB

= = = ⇒ ≈ 
 

 

b) Lấy I  là trung điểm của BO . 
ΔABO  vuông tại A  có AI  là đường trung tuyến ứng với cạnh huyền BO AI OI BI⇒ = =  
ΔBKO  vuông tại K  có KI  là đường trung tuyến ứng với cạnh huyển BO KI OI BI⇒ = =  
Vậy bốn điểm , , ,A B O K       cùng nằm trên một đường tròn. 

c) Chỉ ra   ( )OAM ABO ΔABO ΔCAM g g= ⇒ −    ∽  

AB BO
AC AM

⇒ =  

Chứng minh ( ) AB BHΔAHB ΔCHA g g
AC AH

− ⇒ =  ∽  

Từ đó BO BH
AM AH

=  và  HBO HAI=  

Chỉ ra ( )   

090ΔHBO ΔHAM c g c BHO AHM OHM− − ⇒ = ⇒ =  ∽  

Chứng minh ΔOHM ΔOCM=  ( cạnh huyền – cạnh góc vuông) 
MH MC M⇒ = ⇒  nằm trên đường trung trực của HC . 

Mà ,O K   nằm trên đường trung trực của HC  nên , ,O K M     thẳng hàng. 

Bài 13: Cho ΔABC  cân tại A , vẽ hai đường cao BE  và CF  cắt nhau tại H . 

a) Chứng minh rằng bốn điểm , , ,B F E C       cùng thuộc một 
đường tròn và chỉ ra tâm của đường tròn đó. 

b) Gọi ,I K   lần lượt là hai điểm trên BH  và CH  sao cho  
,HE HI HF HK= =  . Chứng minh rằng bốn điểm 

, , ,E F I K       cùng thuộc một đường tròn. 
c) Gọi M  là trung điểm của AH . Tìm điều kiện của ΔABC  

để điểm M  thuộc đường tròn đi qua bốn điểm , , ,E F I K      . 

Bài làm: 
a) Lấy O  là trung điểm của BC  

Chỉ ra FO BO CO= =  và EO BO CO= = . 
Vậy bốn điểm , , ,B F E C       cùng thuộc đường tròn tâm O . 

O

M

KI H

F E

CB

A

I
H

M

K

O

CB

A

I
H

M

K

O

CB

A
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b) ΔABC  cân tại A  có ,BE CF   là hai đường cao nên BE CF=  

Và AH  vừa là đường cao vừa là phân giác góc BAC  
Chứng minh ΔAFH ΔAEH=  ( cạnh huyền – góc nhọn) 

HF HE⇒ = . 
Như vậy HF HE HI HK= = =  nên , , ,E F I K       cùng thuộc một đường tròn. 

c) Đường tròn đi qua bốn điểm , , ,E F I K       có tâm là H và bán kinh HE . 
ΔAEH  vuông tại E  có EM  là trung tuyến ME MH MA ΔEHM⇒ = = ⇒  cân tại M  
Để M  thuộc đường tròn ( );H HE   thì HM HE=  khi đó ΔHME  là tam giác đều 
  

0 0 060 30 60MHE HAE BAC⇒ = ⇒ = ⇒ = . Vậy ΔABC  đều thì điểm M  thuộc đường tròn ( )H . 
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Bài 2. Cung và dây của một đường tròn. 
B. BÀI TẬP VẬN DỤNG. 
Bài 1: Cho đường tròn ( ); 5O cm    và AB  là một dây bất kì của đường tròn đó. Biết 6AB cm=  . 

a) Tính khoảng cách từ O  đến dây AB . 
b) Tính tanα  nếu góc ở tâm chắn cung AB  bằng 2α . 

Bài làm: 
a) Gọi OH AB⊥ . 

ΔOAB  cân tại O OH⇒  vừa là đường cao, đường trung tuyến 

3
2

ABAH BH cm⇒ = = =  . 

2 2 2 2 2 25 3 4 4OH OA HA OH cm= − = − = ⇒ =   

b) Vì  2AOB AOHα α= ⇒ = . 3
4

HAtan
OH

α = =  

Bài 2: Tâm O  của một đường tròn cách dây AB  của nó một khoảng 3 cm . Tính bán kính của đường tròn 
( )O , biết rằng cung nhỏ AB  có số đo 0100  ( làm tròn đến kết hàng phần mười) 

Bài làm: 
 Gọi 3OH cm=   khoảng cách từ tâm O  đến AB . 
 ΔOAB  cân tại A , nên đường cao OH  cũng là đường phân giác 
 Mà  0100AOB =  nên  050AOH =  

 



0
3 4,67
50

OH OHcos AOH OA cm
OA coscos AOH

= ⇒ = = ≈  
  

 

  
Bài 3: Cho đường tròn ( ); 4O cm    và dây AB . Biết rằng sđ  090AB = .  

a) Tính khoảng cách từ tâm O  đến dây AB . 
b) Tính độ dài dây AB . 

Bài làm: 
a) Gọi OH AB⊥  tại H .  

0 090 90AB AOB= ⇒ =  
ΔABO  vuông cân tại A , 

Ta có 0 2. 4. 45 4. 2 2
2

OH OA sin A sin cm= = = =       

b) 2 2 2 2 24 4 4 2AB OA OB AB cm= + = + ⇒ =   
 
 
Bài 4: Cho đường tròn ( )O  đường kính BC , điểm A  nằm trên đường tròn sao cho  0120AOC = . 

a) Chứng minh rằng dây AB  bằng bán kính. 
b) Tính sđ AB . 

Bài làm: 
a) Vì  0120AOB = ⇒   0120AOC = 

060AOB⇒ =  

ΔABO  cân tại O  lại có  060AOB ΔOAB= ⇒  là tam giác đều. 
AB OA OB⇒ = = . 

b) Ta có sđ AB 

060AOB= = . 
 
 
 

3 cm

H

B

AO

α

H

B

A
5 cmO

H

4 cmO

B

A

A

CB
O
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Bài 5: Cho đường tròn ( );O R   và dây AB R= . Trên tia đối của tia BA  lấy điểm C  sao cho BC R= . Kéo 

dài CO  cắt ( )O  lần lượt tại D  và E . 

a) Chứng minh rằng  3.AOD ACD=    

b) Tính sđ  ,BE AD  . 
Bài làm: 

a) ΔAOC  có OB  là đường trung tuyến, mà OB BA BC= =  

Nên  090AOC =  
ΔOAB  có OB AB OA R= = =  nên là tam giác đều  
 

0 060 30A C⇒ = ⇒ =  . Vậy  3.AOD ACD=   . 

b) Chỉ ra   

0 030 150BOC BCO BOE= = ⇒ =  

Khi đó sđ  

0150BE BOE= = , sđ  

090AD AOD= =  
 
Bài 6: Cho đường tròn ( ); 10O cm    có dây EF , biết khoảng cách từ tâm O  tới dây EF  bằng 8 cm . 

a) Tính độ dài dây EF . 
b) Tính sđ EF . 

Bài làm: 
a) Gọi OH EF⊥  tại H  

ΔOEF  cân tại O , có OH  là đường cao, nên cũng là trung tuyến 
EH FH⇒ = . 
2 2 2 2 2 210 8 6 6HE OE OH HE cm= − = − = ⇒ =  12EF cm⇒ =  . 

b)  

06 37
10

HEsin HOE HOE
OE

= = ⇒ ≈  

Mà OH  vừa là đường cao vừa là phân giác nên  

02. 74EOF EOH= =  

sđ  

074EF EOF= =  
Bài 7: Cho đường tròn ( )O , dây AC  bằng dây BD  cắt nhau tại I . ( D  nằm giữa A  và C ) 

a) Chứng minh rằng sđ AC =  sđ BD  

b) Chứng minh rằng sđ AD =  sđ BC  
Bài làm: 

a) sđ  AC AOC= , sđ  BD BOD=  
Chứng minh ( )  ΔAOC ΔDOB c c c AOC DOB= − − ⇒ =   

Vậy sđ AC =  sđ BD . 
b) sđ AD = sđ AC − sđ CD  

và sđ BC = sđ BD − sđ CD . mà sđ AC =  sđ BD  nên sđ AD =  sđ BC . 
Bài 8: Cho đường tròn ( )O , dây AB . Trên cung nhỏ AB  lấy hai điểm ,M N   sao cho AM BN=   

( M  nằm trên cung AN ). 

a) Chứng minh rằng sđ AN =  sđ BM  
b) Chứng minh rằng hai dây ,AN BM   bằng nhau. 

Bài làm: 

a) Sđ AN = sđ AM + sđ MN  
Sđ BM = sđ BN + sđ MN  

10 cm H

F

EO
8 cm

E

D

C

O

B

A

I

D

B

C

A
O

N

M
B

A
O
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Mà sđAM = sđ BN ⇒  sđ AN =  sđ BM  
b) Vì sđ AN =  sđ BM  AON BOM⇒ = . 

Chứng minh ( )ΔAON ΔMOB c g c AN MB= − − ⇒ =  . 
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Bài 15. Độ dài cung tròn, diện tích hình quạt tròn và hình vành khuyên. 
B. BÀI TẬP VẬN DỤNG. 
Bài 1: Cho đường tròn ( ); 4O cm    và ba điểm , ,A B C     trên đường tròn đó sao cho ΔABC  cân tại A  và số 

đo cung nhỏ BC  bằng 070 . 
a) Chứng minh rằng cung AB  và cung AC  bằng nhau. 
b) Tính độ dài cung ,BC AB   và AC  ( làm tròn đến hàng phần mười) 

Bài làm: 
a) ΔABC  cân tại A AB AC⇒ =  

Chứng minh ( )  ΔAOB ΔAOC c c c AOB AOC= − − ⇒ =   

Khi đó AB = AC . 
b) Vì sđ  

0 070 70BC BOC= ⇒ = . 

Độ dài cung tròn BC  là 70 70 .3,14. 4 4,9
180 180

l R cmπ= = ≈   . 

Ta có  

0 0
0360 70 145

2
AOB AOC −

= = = . 

Độ dài cung tròn AB  là 1
145 145. .3,14. 4 10,1
180 180

l R cmπ= = ≈    , độ cài cung AC  là 2 10,1l cm≈  . 

Bài 2: Tính diện tích của hình quạt tròn có bán kính 4 cm , ứng với cung 036  
Bài làm: 

 Diện tích hình quạt tròn là 2 2 2
1

36 .3,14. 4 5,024
360 360

nS R cmπ= = ≈    

 
Bài 3: Tính diện tích hình vành khuyên nằm giữa hai đường tròn đồng tâm có bán kính là 8 cm  và 5 cm  

Bài làm: 
 Diện tích hình vành khuyên là  

 ( ) ( )2 2 2 2 2
1 3,14. 8 5 122,46S R r cmπ= − = − ≈   

 
Bài 4: Cho đường tròn ( ); 6O cm   , hai điểm ,A B   thuộc đường tròn 

sao cho  090AOB = . 
a) Tính diện tích hình quạt tròn tạo bởi cung AB . 
b) Tính diện tích hình viên phân ( hình giới hạn bởi cung AB  và dây AB ) ( Hình bên) 

Bài làm: 
a) Diện tích hình quạt tròn tạo bởi cung AB  là 

2 2 2
1

90. .3,14.6 28,26
360 360

nS R cmπ= = ≈    . 

b) Diện tích ΔAOB  là 
2 21 1. . 6 18

2 2ΔAOBS OA OB cm= = =    

Diện tích hình viên phân giới hạn bởi cung AB  và dây AB  là 
2

2 1 28,26 18 10,26ΔAOBS S S cm= − = − =  . 

 
  

H CB

A

O

360

4 cm
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Bài 5: Một chiếc quạt giấy khi xòe ra có hình dạng của một hình quạt tròn với bán kính 25 cm  và khi xòe 
hết thì góc tạo bởi hai thanh nan ngoài cùng của chiếc quạt là 0150 . 

a) Tính chiều dài cung tròn của chiếc quạt. 
b) Tính diện tích phần giấy làm quạt, biết rằng phần giấy của quạt là một hình vành khuyên có bán 

kính đường tròn nhỏ là 10 cm . 
Bài làm: 

a) Chiều dài cung tròn của chiếc quạt là 
0

0 0
150. .3,14. 25 65,4

180 180
nl R cmπ= = ≈     

b) Diện tích hình quạt tròn với bán kính 25 cm  là  
2 2 2

1
150. .3,14. 25 817,7

360 360
nS R cmπ= = ≈     

Diện tích hình quạt tròn với bán kính 10 cm  là 
2 2 2

2
150. .3,14.10 130,8

360 360
nS R cmπ= = ≈     

Diện tích phần làm giấy là 2
1 2 817,7 130,8 686,9S S S cm= − = − =  . 

Bài 6: Cho ΔABC  là tam giác nhọn cân tại A . Kẻ hai đường cao BH  và CK . 
a) Chứng minh rằng đường tròn tâm O  đường kính BC  đi qua K  và H . 
b) Chứng minh rằng cung BH  và cung CK  bằng nhau. 

c) Tính số đo của cung KH  nếu  040BAC = . 
Bài làm: 

a) ΔKBC  vuông tại K  có KO  là trung tuyến KO OB OC⇒ = =  
ΔHBC  vuông tại H  có HO  là trung tuyến HO OB OC⇒ = =  
Vậy ,H K   thuộc đường tròn tâm O  đường kính BC . 

b) ΔOBK  cân tại  

0180 2.O BOK KBO⇒ = −   

ΔOCH  cân tại  

0180 2.O HOC HCO⇒ = −   

Mà ΔABC  cân tại  A KBO HCO⇒ = . Từ đó  BOK HOC= ⇒ sđ BK = sđ HC  BK HC⇒ =  

Ta có 
  

  

 

BH BK KH
BH CK

CK CH KH

 = + ⇒ =
= +

. 

c) Từ    

0 0 0 040 70 40 100A ABC BOK KOH= ⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ sđ  0140HK = . 
Bài 7: Cho ΔABC  đều có 2 3AB cm=  . Đường tròn đường kính BC  cắt hai cạnh ,AB AC   lần lượt tại 
D  và E . 

a) Chứng minh rằng ba cung ,BD DE   và EC  bằng nhau. Tính số đo mỗi cung ấy. 
b) Tính diện tích phần viên phân giới hạn bởi dây CE  và cung CE . 

Bài làm: 
a) Chỉ ra   

060BOD DOE EOC= = =  
  BD DE EC⇒ = = . 

b) ΔABC  đều nên 2 3 3BC cm OC cm= ⇒ =   
Diện tích hình quạt tròn tạo bởi cung CE  là 

( )22 2
1

60. .3,14. 3 1,57
360 360

nS R cmπ= = =     

Tính được diện tích ΔABC  bằng 23 3
2

cm .  

400

O

K H

CB

A

O

ED

CB

A
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Diện tích ΔOEC  là 2
2

1 3 3
4 8ΔABCS S cm= =  . 

Bài 8: Cho ΔABC  vuông tại A  có 3 , 6AB cm BC cm= =    , đường tròn đường kính BC . 
a) Chứng minh rằng đỉnh A  thuộc đường tròn. 
b) Tính diện tích hình quạt tròn tạo bởi cung AC  và diện tích phần viên phân giới hạn bởi dây AC  và 

cung AC . 
Bài làm: 

a) Lấy O  là trung điểm của BC . 
ΔABC  vuông tại A  có AO  là trung tuyến nên OA OB OC= =  
Vậy A  thuộc đường tròn tâm O  đường kính BC . 

b) Tính được 3OC cm=   và 

01 60
2

ABcos B B
BC

= = ⇒ =   

Chỉ ra  0120AOC = . Diện tích hình quạt tròn tạo bởi cung AC  là 
2 2 2

1
120 1. .3,14.3 9,42
360 3

S R cmπ= = =    . 

Tính 2 2 2 3 3AC BC AB AC cm= − ⇒ =  . Diện tích ΔABC  là 2
1 9 3. .
2 2

S AB AC cm= =   . 

Ta có 21 9 3
2 4ΔOAC ΔABCS S cm= =  .  

Khi đó diện tích hình viên phân tạo bởi dây AC  và cung AC  là  

2
1

9 39,42 5,52
4OACS S S cm= − = − ≈   

Bài 9: Cho đường tròn ( ); 5O cm    và hình lục giác đều ABCDEF  sao cho 6  đỉnh của hình lục giác đều 
đều thuộc đường tròn. 

a) Chứng minh rằng cung AC  và cung BD  bằng nhau. 
b) Tính diện tích hình quạt tròn tạo bởi cung BD  và diện tích phần viên 

phân tạo bởi cung AC  và dây AC  
Bài làm: 

a) Ta có sđ  

0120AC AOC= =  

Và sđ  

0120BD BOD= = . Vậy  AC BD= . 

b) Diện tích hình quạt tròn tạo bởi cung BD  là 2 2 2
1

120. .3,14.5 26,2
360 360

nS R cmπ= = ≈     

Diện tích hình quạt tròn tạo bởi cung AC  là 2 2 2
2

120. .3,14.5 26,2
360 360

nS R cmπ= = ≈     

Tính diện tích ΔOAB  được 225 3
4

cm  suy ra 1
2ΔOAC ΔOAB ABCOS S S= =  

Diện tích phần viên phân tạo bởi cung AC  và dây AC  là  

2
2

25 326,2 15,4
4ΔOACS S S cm= − = − ≈  . 
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Bài 16. Vị trí tương đối của đường thẳng và đường tròn. 
B. BÀI TẬP VẬN DỤNG. 
Bài 1: Cho ,SA SB   là hai tiếp tuyến cắt nhau của đường tròn ( )O  ( ,A B   là hai tiếp điểm). Gọi M  là một 

điểm tùy ý trên cung nhỏ AB . Tiếp tuyến của ( )O  tại M  cắt SA  tại E  và cắt SB  tại F . 

a) Chứng minh rằng chu vi của ΔSEF  bằng SA SB+  
b) Giả sử M  là giao điểm của đoạn SO  với đường tròn ( )O . Chứng minh SE SF= . 

Bài làm: 
a) Vì E  là giao của hai tiếp tuyến tại A  và M  của đường tròn 

( )O  nên EA EM= . 
Và F  là giao của hai tiếp tuyến tại M  và B  của đường tròn 
( )O  nên FM FB= . 
Chu vi của ΔSEF  là SE SF EF SE SF EM MF+ + = + + +  

SE SF EA FB SA SB= + + + = + . 
b) Ta có SM EF⊥  nên SM  là đường cao của ΔSEF  

Ngoài ra SM  là đường phân giác của ΔSEF  
Nên ΔSEF  cân tại S SE SF⇒ = . 

Bài 2: Cho đường tròn ( )O  và điểm A  nằm bên ngoài đường tròn, kẻ các tiếp tuyến ,AM AN   với đường 
tròn ( ,M N   là các tiếp điểm) 

a) Chứng minh rằng OA MN⊥  
b) Vẽ đường kính NOC . Chứng minh rằng MC AO∥ . 
c) Giả sử 3 , 5OM cm OA cm= =    . Tính các cạnh của ΔAMN . 

Bài làm: 
a) Chỉ ra AM AN=  nên A  nằm trên đường trung trực của MN  

OM ON R= =  nên O  nằm trên đường trung trực của MN  
AO⇒  là đường trung trực của MN AO MN⇒ ⊥ . 

b) Chứng minh MC MN⊥ , mà AO MN AO MC⊥ ⇒ ∥  
c) Tính 4AM cm AN= = . Gọi AO  cắt MN  tại H  

Khi đó 1 1 . 4.3 12. .
2 2 5 5AMO

AM MOS AM MO MH AO MH cm
AM

= = ⇒ = = =
       

Chỉ ra 242
5

MN MH cm= =  . 

Bài 3: Cho nửa đường tròn ( )O  đường kính AB . Về cùng phía với nửa đường tròn, vẽ hai tia ,Ax By   
vuông góc với AB . Gọi M  là một điểm bất kì thuộc tia Ax . Qua M  kẻ tiếp tuyến với nửa đường tròn, cắt 
By  tại N . 

a) Tính MON . 
b) Chứng minh rằng MN AM BN= +  
c) Chứng minh rằng 2.AM BN R=  

Bài làm: 
a) Gọi tiếp tuyến thứ hai kẻ từ M  có tiếp điểm C . 

Chỉ ra    

1 2 3 4,O O O O= =   

Khi đó   

0
0

2 3
180 90

2
MON O O= + = = . 

b) Chỉ ra MN MC CN MA NB= + = +  
c) Chứng minh 2 2. .AM BN MC CN OC R= = =   

5 cm

3 cm

A

M

N

C

O

O

F

E

M

B

A

S

4
32

1
A BO

M

N

y

x

C
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Bài 4: Cho nửa đường tròn ( )O  đường kính MN , tiếp tuyến Nx . Qua A  trên nửa đường tròn ( A  không 
trùng với ,M N  ) kẻ tiếp tuyến với nửa đường tròn cắt Nx  ở B . Tia MA  cắt Nx  ở C . 

a) Chứng minh bốn điểm , , ,O A B N       cùng thuộc một đường tròn. 
b) Chứng minh OB AN⊥  
c) Chứng minh B  là trung điểm của NC . 

Bài làm: 
a) Chỉ ra bốn điểm , , ,O A B N       cùng thuộc đường tròn 

có tâm là trung điểm của OB , bán kinh 
2

OB . 

b) Chỉ ra OB  là trung trực của AN OB AN⇒ ⊥  
c) Chi ra OB MC∥  vì cùng vuông góc với AN  

ΔNMC  có 
OM ON

BN BC
OB MC

=
⇒ =

 ∥
.  

Bài 5: Cho đường tròn ( );O R   đường kính AB . Gọi H  là trung điểm của OA . Qua H  kẻ đường thẳng 

vuông góc với AB  cắt ( )O  tại C  và D . 

a) Tứ giác ACOD  là hình gì? 
b) Qua D  kẻ tiếp tuyến với đường tròn ( )O  cắt OA  tại M . Chứng minh MC  là tiếp tuyến của ( )O  

và ΔMCD  đều. 
Bài làm: 

a) Chỉ ra CH DH=  
Tứ giác ACOD  có hai đường chéo AO  và CD  
vuông góc với nhau và cắt nhau tại trung điểm 
của mỗi đường nên là hình thoi. 

b) Chỉ ra  

0 060 30MOD AMD= ⇒ = AM AD⇒ =  
Chỉ ra MA AO AC= = . 
Chỉ ra ΔCMO  vuông tại C MC OC⇒ ⊥  
Vậy MC  là tiếp tuyến của đường tròn ( )O . 

Chỉ ra MC MD ΔMCD= ⇒  cân tại M , mặt khác chỉ ra  060MAD =  nên ΔMCD  đều. 
 
Bài 6: Cho đường tròn ( )O  đường kính AD . Vẽ tiếp tuyến tại A  của đường tròn, từ C  trên tiếp tuyến đó 

vẽ tiếp tuyến thứ hai CM  của đường tròn ( )O  ( M  là tiếp điểm và M  khác A ) cắt AD  tại B . 

a) Giả sử 6 , 8AC cm AB cm= =    . Tính BC  và BM . 
b) Chứng minh rằng . .BM AC BA MO=  . 

Bài làm: 
a) Tính 10BC cm=  . 

Chỉ ra 6CA CM cm= =  10 6 4BM BC CM cm⇒ = − = − =   
b) Chứng minh ( )ΔBMO ΔBAC g g−  ∽  

. .BM MO BM AC BA MO
BA AC

⇒ = ⇒ =  . 
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Bài 7: Cho ( );O R   đường kính BC , lấy điểm ( )A O∈ . Gọi H  là trung điểm của AC . Tia OH  cắt ( )O  

tại M . Từ A  vẽ tiếp tuyến với ( )O  cắt tia OM  tại N . 

a) Chứng minh rằng OM AB∥  
b) Chứng minh rằng CN  là tiếp tuyến của ( )O . 

Bài làm: 
a) Chứng minh ΔABC  vuông tại A AB AC⇒ ⊥  

Chỉ ra OM AC⊥ . Khi đó AB OM∥ . 
b) Chỉ ra  AOH COH ΔAON ΔCON= ⇒ =  ( cạnh huyền – góc nhọn) 

 

090OCN OAN⇒ = = . Vậy CN  là tiếp tuyến của ( )O . 

 
 
Bài 8: Cho đường tròn ( )O  đường kính AB . Gọi I  là trung điểm của OB . Qua I  kẻ dây CD  vuông góc 

với OB . Tiếp tuyến của ( )O  tại C  cắt AB  tại E . 

a) Chứng minh 2.OI OE R=  
b) Chứng minh ED  là tiếp tuyến của đường tròn ( )O . 

c) Gọi F  là trung điểm của dây AC . 
Chứng minh , ,D O F     thẳng hàng. 

Bài làm: 

a) Chứng minh ( ) 2 2.ΔOIC ΔOCE g g OI OE OC R− ⇒ = =   ∽  

b) Chỉ ra OE  là tia phân giác  ( )COD ΔCOE ΔDOE c g c⇒ = − −  
 

090ODE OCE ED⇒ = = ⇒  là tiếp tuyến của đường tròn ( )O . 
c) Chỉ ra 2AO OB OI= =  và AI  là trung tuyến của ΔACD O⇒  là trọng tâm. 

Khi đó DO  là đường trung tuyến nên đi qua trung điểm của , ,AC D O F⇒      thẳng hàng. 
 
Bài 9: Cho đường tròn ( )O  và dây AB . Qua O  kẻ đường thẳng vuông góc với AB  cắt tiếp tuyến tại A  
của đường tròn tại C . 

a) Chứng minh CB  là tiếp tuyến của đường tròn.  
b) Vẽ đường kính BOD . Chứng minh AD OC∥  
c) Cho biết bán kính của đường tròn là 15 , 24cm AB cm=    . 

Tính OC . 
Bài làm: 

a) Giả sử OC  cắt AB  tại H . 
Chỉ ra  AOH BOH= ( )ΔAOC ΔBOC c g c⇒ = − −   
 

090OAC OBC⇒ = = . Vậy CB  là tiếp tuyến của đường tròn. 
b) Chứng minh ΔABD  vuông tại A AD AB⇒ ⊥  mà CO AB⊥  nên AD OC∥ . 
c) 24 12AB cm AH cm= ⇒ =  . Tính 9HO cm=  . 

Chỉ ra ( )
2 215 25

9
AOΔOHA ΔOAC g g OC cm
OH

− ⇒ = = =   ∽  
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Bài 10: Cho đường tròn ( )O  đường kính AB  và C  là một điểm trên đường tròn ( C  khác A  và B ). Kẻ 

CH AB⊥ . Gọi I  là trung điểm của AC , OI  cắt tiếp tuyến tại A  của ( )O  tại M , MB  cắt CH  tại K . 

a) Chứng minh OI AC⊥  và ΔABC  vuông tại C . 
b) Chứng minh MC  là tiếp tuyến của đường tròn ( )O . 
c) Chứng minh K  là trung điểm của CH . 

Bài làm: 
a) Chỉ ra ΔOAC  cân tại O  OI AC⇒ ⊥  

Chỉ ra ΔABC  có CO là đường trung tuyến 

Mà 
2

ABCO =  nên ΔABC  vuông tại C . 

b) Chỉ ra   ( )AOI BOI ΔAOM ΔCOM c g c= ⇒ = − −   
 

090MCO MAO⇒ = =  nên MC  là tiếp tuyến của đường tròn ( )O . 
c) Gọi AM  và BC  cắt nhau tại N . 

Chỉ ra MI NC AM MN⇒ =∥ . 

Vì CH AN∥  ( cùng vuông góc với AB ) nên KH BK
AM BM

=  và CK BK
MN BM

=  

Từ đó ta có KH KC
AM MN

= KH KC⇒ =  ( vì AM MN= ) 

Bài 11: Cho nửa đường tròn ( )O  đường kính AB . Lấy điểm C  nằm trên đường tròn ( )O . Gọi K  là trung 

điểm của dây cung BC . Qua B  dựng tiếp tuyến với ( )O  cắt OK  tại D . 

a) Chứng minh rằng DO BC⊥  và ΔABC  vuông 
b) Chứng minh DC  là tiếp tuyến của đường tròn ( )O  

c) Vẽ CH AB⊥  tại H . Gọi I  là trung điểm của CH . Tiếp tuyến tại A  của đường tròn ( )O  cắt BI  
tại E . Chứng minh , ,E C D     thẳng hàng. 

Bài làm: 
a) Chỉ ra OK BC DO BC⊥ ⇒ ⊥  

ΔABC  có trung tuyến CO  mà 
2

ABCO =  

ΔABC⇒  vuông tại C  
b) Chỉ ra   ( )COK BOK ΔCOD ΔBOD c g c= ⇒ = − −   

 

090DCO DBO⇒ = =  
nên DC  là tiếp tuyến của đường tròn ( )O  

c) Gọi BC  cắt AE  tại F . Chỉ ra IH BICH AF
AE BE

⇒ =∥  và BI CI
BE EF

= . 

Từ đó IH CI AE EF
AE EF

= ⇒ = . ΔACF  vuông tại C  có CE  là trung tuyến CE AE⇒ =  

Chứng minh ( )  

090ΔOEA ΔOEC c c c OCE OAE= − − ⇒ = =  . Chỉ ra   

0180ECD ECO OCD= + =  
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Bài 12: Cho đường tròn ( )O  đường kính AB . Lấy điểm C  thuộc đường tròn ( C  khác A  và B ). Tiếp 

tuyến tại A  của đường tròn ( )O  cắt BC  tại M . 

a) Chứng minh rằng ΔABC  vuông và 2 .AB BC BM=   
b) Gọi K  là trung điểm của MA . Chứng minh rằng KC  là tiếp tuyến của đường tròn ( )O  

c) KC  cắt tiếp tuyến tại B  của đường tròn ( )O  tại D . Chứng minh rằng ΔKOD  vuông. 

Bài làm:  

a) ΔABC  có trung tuyến CO  mà 
2

ABCO =  

Nên ΔABC  vuông tại C . 
Chứng minh ( ) 2 .ΔBCA ΔBAM g g AB BC BM− ⇒ =   ∽  

b) Chỉ ra KC KA= ( )ΔCKO ΔAKO c c c⇒ = − −   
 

090KCO KAO⇒ = = , nên KC  là tiếp tuyến của đường tròn ( )O  

c) Chỉ ra    

1 2 3 4,O O O O= =   

Khi đó   

0
0

2 3
180 90

2
KOD O O= + = = . 

 
Bài 13: Cho đường tròn ( )O  đường kính AB . Qua A  vẽ tiếp tuyến Ax  của đường tròn ( )O . Trên Ax  lấy 
điểm M  ( M  khác A ), từ M  vẽ tiếp tuyến MC  của đường tròn ( C  là tiếp điểm). Gọi H  là giao điểm 
của OM  và AC . Đường thẳng MB  cắt đường tròn ( )O  tại D  ( D  nằm giữa M  và B ) 

a) Chứng minh OM AC⊥  tại H . 
b) Chứng minh rằng . .MD MB MH MO=   và  MHD MBA=   
c) Gọi K  là trung điểm của BD . Tiếp tuyến tại B  của đường tròn ( )O  cắt OK  tại E . Chứng minh 

, ,A E C     thẳng hàng. 
Bài làm: 

a) Chỉ ra MO  là trung trực của AC  nên OM AC⊥  
b) Chỉ ra 2.MD MB MA=  và 2.MH MO MA=  

Nên . .MD MB MH MO=  . 
Chứng minh ( )ΔMDH ΔMOB c g c− − ⇒  ∽  MHD MBA=  . 

c) Chỉ ra 2.OK BM OK OE OB⊥ ⇒ =  
Và 2.OH OM OA=  mà . .OA OB OH OM OK OE= ⇒ =   
Khi đó ( )  

090ΔOHE ΔOKM c g c OHE OKM− − ⇒ = =  ∽  

Mà  090OHC = , nên , ,H C E     thẳng hàng. 
 
Bài 14: Cho nửa đường tròn ( )O  đường kính AB . Qua điểm C  thuộc nửa đường tròn, kẻ tiếp tuyến d  
của đường tròn. Gọi ,E F   lần lượt là chân đường vuông góc từ A  và B  tới d . Gọi H  là chân đường 
vuông góc kẻ từ C  đến AB . 

a) Chứng minh rằng CE CF= . 
b) Chứng minh AC  là tia phân giác BAE . 
c) Chứng minh rằng 2 .CH AE BF=   

Bài làm: 
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a) Gọi OC  cắt BE  tại D . Chỉ ra AE OC BF BD DE EC CF⇒ = ⇒ =∥ ∥  
b)  AE CO EAC ACO⇒ =∥  ( so le trong)  

Mà ΔOAC  cân tại  O ACO CAO⇒ = , suy ra  EAC CAO= ⇒ AC  là tia phân giác BAE . 
c) Chỉ ra ΔAEC ΔAHC=  ( cạnh huyền – góc nhọn) AE AH⇒ =  

Chỉ ra ΔBHC ΔBFC=  ( cạnh huyền – góc nhọn) BH BF⇒ =  
Chứng minh ( ) 2 . .ΔBHC ΔCHA g g CH AH BH AE BF− ⇒ = =    ∽ . 

Bài 15: Cho nửa đường tròn ( );O R   đường kính AB , C  là điểm thuộc nửa đường tròn sao cho AC BC>  
( C  khác A  và B ). Kẻ CH AB⊥  và OI AC⊥ . 

a) Chứng minh , , ,C H O I       cùng thuộc một đường tròn. 

b) Kẻ tiếp tuyến Ax  của đường tròn. Tia OI  cắt Ax  tại M . Chứng minh 2.OI OM R=  
c) Gọi giao điểm của BM  với CH  là K . Chứng minh ΔAMO ΔHCB∽  và CK KH=  

Bài làm: 
a) Chứng minh , , ,C H O I       cùng thuộc một đường tròn có tâm 

là trung điểm OC . 
b) Chứng minh ( ) 2 2.ΔOIA ΔOAM g g OI OM OA R− ⇒ = =   ∽  

c) Chỉ ra OM BC∥  vì cùng vuông góc với AC  
( )ΔAMO ΔHCB g g⇒ −  ∽ . 

Gọi AM  cắt BC  tại N . Chứng minh  

1 2O O=  

( )ΔAOM ΔCOM c g c⇒ = − −  MA MC⇒ = . 

Chỉ ra MC MN=  suy ra MA MN=  

Vì KH BKCH NA
AM BM

⇒ =∥  và BK CK
BM MN

=  

Suy ra CK HK=  ( vì MA MN= ). 
 
Bài 16: Cho nửa đường tròn ( )O  đường kính 2AB R= . Trên nửa đường tròn lấy điểm C  ( C  khác A  và 

B ). Kẻ OK BC⊥  tại K . Gọi D  là giao điểm của BC  với tiếp tuyến tại A  của nửa đường tròn ( )O  và I  
là trung điểm của AD . 

a) Chứng minh OK AC∥  và 2. 4BC BD R=  
b) Chứng minh IC  là tiếp tuyến của nửa đường tròn ( )O  
c) Từ C  kẻ CH AB⊥ , BI  cắt CH  tại N . Chứng minh rằng N  là trung điểm của CH . 

Bài làm: 
a) Chỉ ra AC BC⊥  rồi suy ra OK AC∥  ( cùng BC⊥ ) 

Chứng minh ( )ΔBCA ΔBAD g g−  ∽  

( )22 2. 2 4BC BD BA R R⇒ = = = . 
b) Chỉ ra ΔACD  vuông tại C CI AI⇒ =  

Chứng minh ( )  

090ΔOAI ΔOCI c c c ICO IAO= − − ⇒ = =   

Vậy IC  là tiếp tuyến của nửa đường tròn ( )O . 

c) NH BNCH AD
AI BI

⇒ =∥  và BN CN
BI DI

= . Do đó NH CN NH CN
AI DI

= ⇒ =  vì AI DI= . 
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Bài 17: Cho đường tròn ( );O R  , đường kính AB . Lấy C  thuộc đường tròn ( )O  ( C  khác A  và B ). Tiếp 

tuyến tại A  của đường tròn ( )O  cắt đường thẳng BC  tại M . 

a) Chứng minh ΔABC  vuông và 2. 4BC BM R=  
b) Gọi K  là trung điểm của MA . Chứng minh KC  là tiếp tuyến của ( )O . 

c) Tia KC  cắt tiếp tuyến tại B  của đường tròn ( )O  tại D . Chứng minh MO AD⊥ . 

Bài làm: 

a) ΔABC  có CO  là trung tuyến mà 
2

ABCO =  

ΔABC⇒  vuông tại C .  
Chứng minh ( )ΔBCA ΔBAM g g−  ∽  

( )22 2. 2 4BC BM AB R R⇒ = = = . 

b) Chứng minh KC KA KM= =  

( )ΔCKO ΔAKO c c c⇒ = − −   

090KCO KAO⇒ = =  

c) Chứng minh OK OD⊥  
Chứng minh ( )ΔOCK ΔDCO g g−  ∽  

KC CO KA OB AM AB
CO CD AO BD AO BD

⇒ = ⇒ = ⇒ = ( )  ΔMAO ΔABD c g c AMO BAD⇒ − − ⇒ =  ∽  

Gọi AD  cắt MO  tại I    

090AMI MAI IAO MAI MI AI⇒ + = + = ⇒ ⊥ . 
 

Bài 18: Cho ΔABC  cân tại A , các đường cao AD  và BE  cắt nhau tại H . Vẽ đường tròn ( )O  đường 
kính AH . 

a) Chứng minh E  là điểm nằm trên đường tròn ( )O . 

b) Chứng minh DE  là tiếp tuyến của ( )O  

Bài làm:  
a) Chứng minh ΔAHE  vuông tại E  có EO  là trung tuyến 

Nên 
2

AHEO OA OH= = =  nên E  thuộc đường tròn ( )O  

b) Chỉ ra BD CD DE= =  
Khi đó  DBE DEB=  mà  OE OH OEH OHE= ⇒ =  
Nên     

090OED OEH HED OHE HBD= + = + = . Vậy DE  là tiếp tuyến của ( )O  

 
Bài 19: Cho ΔABC  cân tại A , đường cao AH  và BK  cắt nhau tại I . 

a) Chứng minh đường tròn đường kính AI  đi qua K . 
b) Chứng minh HK  là tiếp tuyến của đường tròn đường kính AI . 

Bài làm: 
a) Gọi O  là trung điểm của AI  

Chỉ ra OA OI OK= =  nên K  thuộc đường tròn đường kính AI . 

b) Chỉ ra  

1HB HC HK B HKB= = ⇒ =  và   

2 1OKI I I= =  

Khi đó     

0
1 1 90OKH OKI IKH I B= + = + = . 

Vậy HK  là tiếp tuyến của đường tròn đường kính AI . 
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Bài 20: Cho ΔABC  đều, đường cao BD  và CE  cắt nhau tại H , AH  cắt BC  tại M . 
a) Chứng minh 4  điểm , , ,A D H E       cùng thuộc một đường tròn. 
b) Chứng minh MD  là tiếp tuyến của đường tròn đi qua bốn điểm , , ,A D H E       

Bài làm: 
a) Gọi O  là trung điểm của AH . Chỉ ra OA OD OH OE= = = .  

Khi đó , , ,A D H E       cùng thuộc một đường tròn. 

b) Chỉ ra  

1BM CM B MDB= ⇒ =  và   

2 1OHD H H= = . 

Khi đó     

0
1 1 90ODM ODH HDM H B= + = + =  

Nên MD  là tiếp tuyến của đường tròn ( )O . 

 
 
 
Bài 21: Cho ,B C   là hai điểm trên đường tròn ( );O R  . Từ B  kẻ đường thẳng vuông góc với OB  cắt 

đường phân giác BOC  tại A . H  là giao điểm của OA  và BC . 
a) Chứng minh ΔBOH  vuông và 2 .OB OH OA=   
b) Chứng minh AC  là tiếp tuyến của ( );O R   

c) CD  là đường kính của ( );O R  . Qua O  dựng đường 

thẳng vuông góc với AD  tại E  và cắt CB  tại F .  

Chứng minh  090ODF = . 
Bài làm: 

a) ΔOBC  cân tại O  có OH  là phân giác nên cũng là trung trực 
OH BC⇒ ⊥ . Chứng minh ( ) 2 .ΔOHB ΔOBA g g BO OH OA− ⇒ =   ∽  

b) Chứng minh ΔABO ΔACO=  ( cạnh huyền – góc nhọn)  

090ACO ABO⇒ = =  
Vậy nên AC  là tiếp tuyến của ( );O R  . 

c) Chứng minh ( ) . .OH OFΔOHF ΔOEA g g OH OA OE OF
OE OA

− ⇒ = ⇒ =    ∽  

Chứng minh 2 2 2.OH OA OB R OD= = = . Khi đó 2.OE OF OD= OE OD
OD OF

⇒ =  

Chứng minh ( )  

090ΔOED ΔODF c g c ODF OED− − ⇒ = =  ∽ . 

 
Bài 22: Cho điểm C  thuộc đường tròn ( )O  đường kính AB  sao cho AC BC< . Gọi H  là trung điểm của 

BC . Tiếp tuyến tại B  của đường tròn ( )O  cắt OH  tại D . 

a) Chứng minh 2.DH DO DB=  
b) Chứng minh DC  là tiếp tuyến của đường tròn ( )O  

c) Đường thẳng AD  cắt ( )O  tại E . Gọi M  là trung điểm của AE . 
Chứng minh , , ,D B M C       cùng thuộc một đường tròn. 

d) Gọi I  là trung điểm của DH , BI  cắt ( )O  tại F .  
Chứng minh , ,A H F     thẳng hàng. 

Bài làm: 
a) Chứng minh OH BC⊥ . 
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Chứng minh ( ) 2.ΔDHB ΔDBO g g DH DO DB− ⇒ =   ∽  

b) Chỉ ra   ( )  

090COH BOH ΔCOD ΔBOD c g c OCD OBD= ⇒ = − − ⇒ = =   

Nên DC  là tiếp tuyến của đường tròn ( )O   
c) Chứng minh OM AD⊥  

Chỉ ra , , ,D B M C       cùng cách đều trung điểm của OD  
Nên cùng thuộc đường tròn có tâm là trung điểm của OD . 

d) Gọi N  là trung điểm của HB  
Chỉ ra ,ON IN  là các đường trung bình 
Chỉ ra ,IN OB BH OI ON BI⊥ ⊥ ⇒ ⊥   
Mà ON AH AH BI⇒ ⊥∥  mà AF BI⊥  
Vậy , ,A H F     thẳng hàng. 

Bài 23: Cho ΔABC  nội tiếp đường tròn ( )O  có BC  là đường kính. Gọi H  và G  lần lượt là hình chiếu 

của điểm O  trên AB  và AC . Tiếp tuyến tại A  của đường tròn ( )O  cắt OH  tại E . 

1) Chứng minh OH AC∥  và EB  là tiếp tuyến của đường tròn ( )O  

2) Tiếp tuyến tại C  của đường tròn ( )O  cắt AB  tại D . Chứng minh: 

a) . 2 .CD BC BD GC=    

b)  BOD CGD=   

Bài làm:  

1) Chỉ ra 
OH AB

OH AC
AC AB

⊥
⇒ ⊥

∥  

Chỉ ra ( )  

090ΔAOE ΔBOE c g c OBE OAE OB EB= − − ⇒ = = ⇒ ⊥    

Kết luận BE  là tiếp tuyến của ( )O  

2)  
a) Chỉ ra AG GC= . Từ . 2 . .CD BC BD GC BD AC= =    

Chứng minh ( ) . .BC ACΔBAC ΔBCD g g BC DC AC BD
BD DC

− ⇒ = ⇒ =    ∽  

b) Từ . 2 . . 2 . CD CGCD BC BD GC CD BO BD GC
BD BO

= ⇒ = ⇒ =     

Chỉ ra  ABC ACD=  ( cùng phụ ACB ) ( )  ΔGCD ΔOBD c g c CGD BOD⇒ − − ⇒ =  ∽ . 

Bài 24: Cho ( );O R . Từ một điểm M  ở bên ngoài đường tròn, kẻ các tiếp tuyến ,MA MB   với đường tròn 
( ,A B   là các tiếp điểm). Gọi H  là giao điểm của MO  và dây AB . 

a) Chứng minh 4  điểm , , ,M A O B       cùng nằm trên một đường tròn. 

b) Kẻ đường kính AC  của ( )O , vẽ BK  vuông góc với AC  ( K AC∈ ). Chứng minh 

. .MB BC BK MO=   
c) MC  cắt BK  tại I . Chứng minh I  là trung điểm của BK . 

Bài làm: 

a) Chứng minh bốn điểm , , ,M A O B       cùng thuộc đường tròn có tâm là trung điểm của MO  
b) Gọi AO  cắt AB  tại H  
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Chứng minh   BCK AOM BOM= =  

Suy ra ( ) MB MOΔMBO ΔBKC g g
BK BC

− ⇒ =  ∽  

. .MB BC BK MO⇒ =  . 
c) Gọi N  là giao của AM  với BC . 

Chỉ ra MO NC∥  ( cùng AB⊥ ) 
MO  là đường trung bình MN MA⇒ =  

Chỉ ra BI CIBK AN
MN CM

⇒ =∥  và CI IK
CM MA

=
BI IK BI IK

MN MA
⇒ = ⇒ =  ( vì MN MA= ) 

Bài 25: Cho nửa đường tròn tâm O , đường kính 2AB R= . Trên nửa đường tròn lấy điểm C  bất kì ( C  
khác A  và B ). Tiếp tuyến tại C  và tiếp tuyến tại A  cắt nhau tại M  

a) Chứng minh bốn điểm , , ,O A M C       cùng thuộc một đường tròn. 

b) AC  cắt OM  tại H . Chứng minh AC  vuông góc với OM  và 2.OH OM R=  
c) Tia BH  cắt nửa đường tròn tại D . Chứng minh ΔODM ΔOHD∽  
d) Tia AD  cắt MH  tại I . Chứng minh I  là trung điểm của MH  

Bài làm:  

a) Chứng minh , , ,O A M C       cùng thuộc đường tròn 
có tâm là trung điểm của MO . 

b) Chỉ ra MO  là trung trực của AC  nên AC MO⊥  
Chứng minh ( ) 2 2.ΔOHC ΔCOM g g OH OM OC R− ⇒ = =  ∽  

c) Từ ( )2 2. OH ODOH OM R OD ΔODM ΔOHD c g c
OD OM

= = ⇒ = ⇒ − −   ∽  

d) Chỉ ra     ( )1 1 1M D B MAD ΔIMD ΔIAM g g= = = ⇒ −  ∽  

2.IM ID ID IA IM
IA IM

⇒ = ⇒ =  ( )1  

Chứng minh ( ) 2 .ΔIDH ΔIHA g g IH ID IA− ⇒ =   ∽  ( )2  

Từ ( ) ( ) 2 21 , 2 IM IH IM IH⇒ = ⇒ =  . 
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Bài 17. Vị trí tương đối của hai đường tròn. 
B. BÀI TẬP VẬN DỤNG. 
Bài 1: Cho đoạn thẳng ' 3OO cm=  . Xác định vị trí tương đối của hai đường tròn ( ); 5O cm    và ( )'; 2O cm  . 

Bài làm: 
 Ta có ( )' 3 5 2OO R r cm cm cm= − = −      

 Nên đường tròn ( )O  và đường tròn ( )'O  tiếp xúc trong. 
 
Bài 2: Cho hai điểm O  và 'O  sao cho ' 5OO cm=  .  
Giải thích tại sao hai đường tròn ( ); 3O cm    và ( )'; 2O cm    tiếp xúc với nhau.  
Chúng tiếp xúc trong hay tiếp xúc ngoài? 

Bài làm: 
 Ta có ( )' 5 3 2OO R r cm cm cm= + = +       

 Nên đường tròn ( )O  và đường tròn ( )'O  
tiếp xúc ngoài với nhau. 

 
 
 
Bài 3: Cho hai đường tròn ( )O  và đường tròn ( )'O  tiếp xúc ngoài 

với nhau tại A . Một đường thẳng qua A  cắt ( )O  tại B  và cắt ( )'O  tại C .  
Chứng minh rằng 'OB O C∥ . 

Bài làm: 
 Chứng minh 'ΔO AC  cân tại  

1'O C A⇒ =  

 Chứng minh ΔOAB  cân tại  

2O B A⇒ =  

 Mà    

1 2A A B C= ⇒ =  , mà hai góc  ,B C     so le trong 
 Nên 'O C OB∥ . 
 
 
Bài 4: Cho I  là trung điểm của đoạn thẳng AB . Vẽ hai đường tròn ( );I IA   và đường tròn ( );B BA   

a) Hai đường tròn ( )I  và ( )B  có vị trí như thế nào? 

b) Kẻ đường thẳng đi qua A , cắt ( )I  và ( )B  làn lượt tại M  và N . 

So sánh AM  và MN . 
Bài làm: 

a) Ta có IB AB AI= −  
Nên đường tròn ( )I  và đường tròn ( )B  tiếp xúc trong. 

b) Chỉ ra ΔABN  cân tại B . 
Chỉ ra BM AN AM MN⊥ ⇒ =  

 
Bài 5: Cho hai đường tròn ( );O R   và ( )';O r   cắt nhau tại A  và B . Gọi M  là điểm đối xứng với A  qua 
O , N  là điểm đối xứng với A  qua 'O . 

a) Chứng minh rằng ( )M O∈  và ( )'N O∈  và ba điểm , ,M B N     thẳng hàng. 

b) Chứng minh rằng đường thẳng MN  tiếp xúc với đường tròn đường kính AB . 
Bài làm: 

N

M

I BA

O'O

2 cm
3 cmO O'

2
1
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O' OA
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a) Vì M  đối xứng với A  qua O OA OM⇒ =  nên ( )M O∈  

Vì N  đối xứng với A  qua ( )' ' ' 'O O A O N N O⇒ = ⇒ ∈  

Chỉ ra  

0 090 , 90ABM ABN= =   


0180 , ,MBN M B N⇒ = ⇒      thẳng hàng. 
b) Gọi 'OO  cắt AB  tại H  

Chỉ ra 'OO  là trung trực của AB H⇒  là trung điểm AB  
Khi đó HB  là khoảng cách từ tâm H  đến đường thẳng MN . 
Vậy MN  tiếp xúc với đường tròn đường kính AB . 

 
Bài 6: Cho đường tròn ( )O  đường kính AB , tiếp tuyến 'xx  tại A  và tiếp tuyến 'yy  tại B  của ( )O . Một 

tiếp tuyến thứ ba của ( )O  tại điểm P  ( P  khác A  và B ) cắt 'xx  tại M  và cắt 'yy  tại N . 
a) Chứng minh rằng MN MA NB= +  
b) Đường thẳng đi qua O  và vuông góc với AB  cắt MN  tại Q . Chứng minh rằng Q  là trung điểm 

của MN . 
c) Chứng minh rằng AB  tiếp xúc với đường tròn đường kính MN . 

Bài làm:  
a) Chỉ ra ,MA MP NP NB= =  MN MP PN MA NB⇒ = + = +  
b) Gọi MB  cắt OQ  tại I . Chỉ ra MA QO BN∥ ∥  

Chứng minh MI IB=  và MQ QN=  

c) Chứng minh  090MON QO QM QN= ⇒ = =  

Nên QO  là bán kính đường tròn ( );Q QM   

Và QO  là khoảng cách từ tâm Q  đến AB  
Vậy AB  tiếp xúc với đường tròn đường kính MN . 

 
 
Bài 7: Cho hai đường tròn ( )O  và ( )'O  tiếp xúc ngoài với nhau tại A  và cùng tiếp xúc với đường thẳng 

d  tại B  và C  ( khác A ), trong đó ( )B O∈  và ( )'C O∈ . Tiếp tuyến của ( )O  tại A  cắt BC  tại M . 
Chứng minh rằng: 

a) Đường thẳng MA  tiếp xúc với ( )'O  

b) Điểm M  là trung điểm của đoạn thẳng BC  từ đó suy ra ΔABC  vuông. 
Bài làm: 

a) Vì MA  là tiếp tuyến của đường tròn ( )O  tại A  

Nên 'MA OA MA AO⊥ ⇒ ⊥  
Như vậy MA là một tiếp tuyến của đường tròn ( )'O . 

b) Vì d  tiếp xúc với ( ) ( ), 'O O   tại hai điểm ,B C   

nên d  là tiếp tuyến MB MA MC⇒ = =   

Chứng minh ΔABC  có AM  là trung tuyến mà 
2

BCAM =  

Nên ΔABC  vuông tại A . 
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Bài 8: Cho ΔABC  vuông tại A , vẽ đường tròn ( );B BA   và đường tròn ( );C CA   chúng cắt nhau tại D   

( D  khác A ). Chứng minh rằng CD  là tiếp tuyến của đường tròn ( )B . 
Bài làm: 

 Chứng minh ( )ΔABC ΔDBC c c c= − −   

  

090BDC BAC DC⇒ = = ⇒  là tiếp tuyến của ( )B . 
 
 
 
 
 
Bài 9: Cho đường tròn ( )O  và đường tròn ( )'O  cắt nhau tại A  và B . Trong đó 'O  nằm trên đường tròn 

( )O . Kẻ đường kính 'O OC  của đường tròn ( )O . 

a) Chứng minh rằng ,CA CB   là hai tiếp tuyến của ( )'O  

b) Đường vuông góc với 'AO  tại 'O  cắt CB  tại I , đường 
vuông góc với AC  tại C  cắt đường thẳng 'O B  tại K . 
Chứng minh rằng , ,O I K     thẳng hàng. 

Bài làm: 
a) Chỉ ra 'ΔAO C  vuông tại A 'CA AO⇒ ⊥  

Nên CA  là tiếp tuyến của đường tròn ( )'O  

Chỉ ra 'ΔO BC  vuông tại 'B BC O B⇒ ⊥  
Nên CB  là tiếp tuyến của đường tròn ( )'O  

b) Chỉ ra  

1 1' 'O I AC C O⇒ =∥  mà  

1 2C C=  nên  

1 2'O C=  
Hay 'ΔIO C  cân tại I I⇒  nằm trên đường trung trực của 'O C  

Chỉ ra  

2' ' 'O A KC O O CK⇒ =∥  mà  

2' 'O BO C=  nên  ' 'O CK BO C=  
Hay 'ΔKO C  cân tại K K⇒  nằm trên đường trung trực của 'O C  và O  là trung điểm của 'O C  
Vậy , ,O I K     thẳng hàng.  

Bài 10: Cho đường tròn ( )O  và ( )'O  tiếp xúc ngoài tại A . Kẻ các đường kính AOB  và 'AO C . Gọi DE

là tiếp tuyến chung của hai đường tròn với ( )D O∈  và ( )'E O∈ . Gọi M  là giao điểm của BD  và CE . 

a) Tính DAE . 
b) Tứ giác ADME  là hình gì? 
c) Chứng minh MA  là tiếp tuyến chung của hai đường tròn. 

Bài làm: 
a) Chỉ ra  

0
1 1' ' 180O E OD O O⇒ + =∥  ( trong cùng phía) 

Chỉ ra 


0
1

1
180 '

2
OA −

=  và 


0
1

2
180

2
OA −

=  

Khi đó  

0
1 2 90A A+ = 

090DAE⇒ = . 
b) Tứ giác ADME  có ba góc vuông nên là hình chữ nhật. 
c) Hình chữ nhật có hai đường chéo MA  và DE  cắt nhau tại I IA ID IM IE⇒ = = =  

Chỉ ra      

0
1' ' 90IAO IAE A IEA AEO IEO= + = + = =  nên MA  là tiếp tuyến của ( )'O  và ( )O  

 
 

2
1 2

1

K

I

C

B

A

O'
O

I

11 1 2

M

E

D

C BAO' O

D

CB

A



 

   26 
 

Bài 11: Cho đường tròn ( );O R   đường kính AB . Trên OA  lấy điểm E . Gọi I  là trung điểm của AE , 

qua điểm I  vẽ dây cung CD AB⊥ , vẽ đường tròn ( )'O  đường kính EB  cắt BC  tại F . 

a) Chứng minh ( )O  và ( )'O  tiếp xúc tại B . 
b) Tứ giác ACED  là hình gì? 
c) Chứng minh IF  là tiếp tuyến của ( )'O  

Bài làm: 
a) Ta có ' 'OO OB O B= −  nên ( )O  và ( )'O  tiếp xúc tại B . 

b) Chỉ ra AO  là trung trực của CD  nên ,EC ED AC AD= =   
ΔCAE  có CI  vừa là đường cao vừa là trung tuyến 

ΔCAE⇒  cân tại C CA CE⇒ =  
Khi đó CA CE DE DA= = = . Vậy ACED  là hình thoi. 

c) Chỉ ra ΔABC  vuông tại C  nên AC BC⊥  và EF BC⊥  
Mà DE AC DE BC⇒ ⊥∥ . Vậy , ,D E F     thẳng hàng. 

ΔCFD  vuông tại F  có FI  là trung tuyến nên  IF ID IDF IFD= ⇒ = . 

'ΔO EF  cân tại  ' ' 'O O FE O EF⇒ = . Khi đó     

0' ' ' 90IFO IFE EFO IDE FEO= + = + =  
Vậy IF  là tiếp tuyến của ( )'O . 

Bài 12: Cho đường tròn ( );O R   đường kính AB . Trên đường tròn này lấy điểm C  sao cho BC R= . Từ 
B  vẽ tiếp tuyến với đường tròn, tiếp tuyến này cắt đường thẳng AC  tại D . 

a) Chứng minh ΔABC  vuông tại C . 
b) Tính ,AC BD   theo R . 
c) Vẽ đường tròn ( )'O  đường kính BD . Chứng minh 'O C  là 

tiếp tuyến của ( )O  và AB  là tiếp tuyến của ( )'O . 

Bài làm: 

a) ΔABC  có CO  là trung tuyến mà 
2

ABCO =   

nên ΔABC  vuông tại C . 
b) Chỉ ra ΔBOC  đều  

0 060 30ABC CAB⇒ = ⇒ =  

Khi đó 

3. 2 . 3
2

AC AB sin ABC R R= = =   .  

Chỉ ra  030CBD = , khi đó 



3 2:
2 3

BC BC Rcos CBD BD R
BD cos CBD

= ⇒ = = = 
 

. 

c) Chỉ ra ( )  

0' ' ' ' ' ' ' 90O C O B O D ΔCOO ΔBOO c c c OCO OBO= = ⇒ = − − ⇒ = =  

Nên 'O C  là tiếp tuyến của đường tròn ( )O . 

Chỉ ra 'O B OB AB⊥ ⇒  là tiếp tuyến của đường tròn ( )O . 
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Ôn tập chương 5. 
 
Bài 1: Cho nửa đường tròn ( )O  đường kính AB , tiếp tuyến Bx . Qua điểm C  trên nửa đường tròn, kẻ tiếp 
tuyến với nửa đường tròn cắt Bx  tại M . Tia AC  cắt Bx  tại N . 

a) Chứng minh rằng OM BC⊥ . 
b) Chứng minh M  là trung điểm của BN  
c) Kẻ CH  vuông góc với AB , AM  cắt CH  tại I . Chứng minh I  là trung điểm của CH . 

Bài làm: 
a) Chỉ ra OM  là đường trung trực của đoạn BC  
b) Chỉ ra OM AN∥  ( cùng BC⊥ ) 

ΔABN  có 
OA OB

MN MB
OM AN

=
⇒ =

 ∥
 

c) Chỉ ra CH BN∥  
IH AI CI
BM AM MN

⇒ = =  mà MN BM IH CI= ⇒ =  

 
Bài 2: Cho nửa đường tròn ( );O R  , đường kính AB . Vẽ hai tiếp tuyến Ax  và By  với nửa đường tròn đó. 

Trên tia Ax  lấy điểm M  sao cho AM R> . Từ điểm M  kẻ tiếp tuyến MC  với ( )O  ( C  là tiếp điểm). Tia 
MC  cắt By  tại D . 

a) Chứng minh MD MA BD= +  và ΔOMD  vuông. 
b) Cho 2AM R= . Tính BD  và chu vi tứ giác ABDM . 
c) Tia AC  cắt tia By  tại K . Chứng minh OK BM⊥ . 

Bài làm: 
a) Chỉ ra ,MC MA DC DB= =   

Suy ra MD MC CD MA BD= + = +  

Chỉ ra  AOM COM=  và  COD BOD=  

Suy ra    

01 90
2

MOD MOC COD AOB= + = =  

b) Chứng minh ( )
2.

2 2
MA AO OA OB R RΔMAO ΔOBD g g BD
OB BD AM R

− ⇒ = ⇒ = = =
   ∽  

Khi đó chu vi của tứ giác ABDM  là 2 2 2 7
2 2
R RAB BD DM AM R R R R + + + = + + + + = 

 
 

c) Từ ( )2
2

MA AO AO ABΔMAO ΔOBD ΔMAB ΔOBK c g c
OB BD BD BK

⇒ = = = ⇒ − −  ∽ ∽  

 ABM BKO⇒ = . Chỉ ra    

0 090 90ABM MBK BKO MBK BM OK+ = ⇒ + = ⇒ ⊥  
Bài 3: Cho đường tròn ( );O R   đường kính AB . Vẽ tiếp tuyến Bx  của ( )O . Lấy điểm ( )M O∈  ( M  
khác A  và B )  sao cho AM  cắt tiếp tuyến Bx  tại C  và MA MB> . Từ C  kẻ tiếp tuyến thứ hai CD  với 
( )O  ( với D  là tiếp điểm). 

a) Chứng minh OC BD⊥  
b) Chứng minh , , ,O B C D       cùng thuộc một đường tròn. 
c) Kẻ MH  vuông góc với AB  tại H . Tìm vị trí của M  để chu vi ΔOMH  đạt giá trị lớn nhất. 

Bài làm: 
a) Chỉ ra OC  là trung trực của BD OC BD⇒ ⊥  
b) Chỉ ra , , ,O B C D       cùng thuộc một đường tròn có tâm là trung điểm của OC . 
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c) Chu vi ΔOMH OM MH OH R MH OH= + + = + +  
Ta có ( ) ( ) ( )2 22 2 22 2.MH OH MH OH MH OH OM+ ≤ + ⇒ + ≤   

2MH OH R⇒ + ≤  
Khi đó chu vi ( )2 1 2ΔOMH R R R≤ + = +  

Dấu " "=  xảy ra khi MH OH=  hay  045MOH =  
M⇒  nằm chính giữa cung AB . 

 
 
 
Bài 4: Cho điểm M  nằm ngoài đường tròn ( );O R  . Gọi ,MA MB   là hai tiếp tuyến với đường tròn ( )O   

( A  và B  là hai tiếp điểm). Kẻ đường kính AD  của ( )O . Gọi H  là giao điểm của OM  và AB , I  là 
trung điểm của BD . 

a) Chứng minh OHBI  là hình chữ nhật. 
b) Cho biết OI  cắt MB  tại K . Chứng minh KD  là tiếp tuyến ( )O . 

c) Giả sử 2OM R= . Tính chu vi ΔAKD  theo R .  
d) Đường thẳng qua O  và vuông góc với MD  cắt tia AB  tại Q .  

Chứng minh K  là trung điểm của DQ . 
Bài làm: 

a) Chỉ ra ΔOBD  cân tại O OI BD⇒ ⊥  
Chỉ ra OM AB⊥  và AB BD⊥   
Nên OHBI  là hình chữ nhật. 

b) Chứng minh ( )  

090ΔOBK ΔODK c g c ODK OBK= − − ⇒ = =   

Vậy KD  là tiếp tuyến ( )O  

c) ΔOMK  vuông tại O  có 2 2 2
1 1 1OB MK

OB OM OK
⊥ ⇒ = +  

2
2

2 2 2 2
1 1 1 3 4

34
ROK

OK OB OM R
⇒ = − = ⇒ = .  

Lại có 
2 2

2 2 2 24 3
3 3 3
R R RBK OK OB R BK KD= − = − = ⇒ = =  

ΔAKD  vuông tại 
2

2 2 2 2 394
3 3 ΔAKD

R RD AK AD DK AK R C⇒ = + ⇒ = + = ⇒  

d) Chứng minh ( ) KD DOΔKDO ΔKOM g g
KO MO

− ⇒ =  ∽   ( )1  

Gọi AB  cắt DK  tại 'Q . Chỉ ra ' 'OK AQ DK KQ⇒ =∥  thay vào ( )1  ta được 'KQ DO
KO OM

=  

Chỉ ra   'OKQ DOK ODK= +  ( góc ngoài tam giác)    

090DOK DOK KOM DOM= + = + =  

( )  ' 'ΔOKQ ΔMOD c g c KOQ OMD⇒ − − ⇒ =  ∽    

0' ' ' 90KOQ Q OM OMD Q OM⇒ + = + =  

Q⇒  trùng 'Q K⇒  là trung điểm của DQ  
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Bài 5: Cho đường tròn ( ); 3O cm    và điểm M  nằm bên ngoài đường tròn. Qua M  kẻ hai tiếp tuyến MA  

và MB  ( ,A B   là hai tiếp điểm) sao cho  060AMB = . 
a) ΔAMB  là tam giác gì? 
b) Qua điểm C  trên cung nhỏ AB , kẻ tiếp tuyến với đường tròn cắt ,MA MB   lần lượt tại P  và Q . 

Tính POQ . 
c) Tính chu vi ΔMPQ . 

Bài làm: 
a) Chỉ ra MA MB ΔMAB= ⇒  cân tại M  

Lại có  060AMB ΔAMB= ⇒  đều. 
b) Chỉ ra  

02. 120AOB AOM= = . 
Chỉ ra OP  là phân giác AOC  và OQ  là phân giác COB  

 

01 60
2

POQ AOB⇒ = =  

c) Chỉ ra ,PC PA QC QB= =  . Ta có 

0. 3. 60 3 3MA AO tan AOM tan cm= = =      
Chu vi ΔMPQ  bằng ( ) 2 6 3MP MQ PQ MP MQ PC QC MA MB MA cm+ + = + + + = + = =   

Bài 6: Cho nửa đường tròn ( )O  đường kính AB , về cùng một phía vẽ các tiếp tuyến ,Ax By  . Qua điểm 
M  trên nửa đường tròn kẻ tiếp tuyến thứ ba cắt Ax  và By  lần lượt tại C  và D . Gọi N  là giao điểm của 
AD  và BC , H  là giao điểm của MN  và AB . 

a) Chứng minh MN AB⊥ . 
b) Chứng minh MN NH= . 

Bài làm: 
a) Chỉ ra ,CA AM DM DB= =   

Vì CN CA CMAC BD MN BD
NB BD DM

⇒ = = ⇒∥ ∥  

Suy ra MN AB⊥ . 

b) Chỉ ra MN CN
BD CB

=  và NH AN
BD AD

= , mà CN AN
CB AD

=  

Suy ra MN NH MN NH
BD BD

= ⇒ = . 

 
Bài 7: Cho đường tròn ( );O R  , đường kính AB . Qua A  và B  vẽ lần lượt hai tiếp tuyến ( )d  và ( )'d  với 

đường tròn ( )O . Một đường thẳng đi qua O  cắt ( )d  ở M  và cắt ( )'d  ở P . Từ O  kẻ đường thẳng vuông 

góc với MP  và cắt ( )'d  tại N . Kẻ OI MN⊥  tại I .  

a) Chứng minh OM OP=  và ΔNMP  cân. 
b) Chứng minh OI R=  và MN  là tiếp tuyến của đường tròn ( )O . 

c) Tính AIB . 
d) Tìm vị trí của M để diện tích tứ giác AMNB  nhỏ nhất. 

Bài làm: 
a) Chứng minh ( )ΔOAM ΔOBP g c g OM OP= − − ⇒ =   

ΔNMP  có NO  vừa là đường cao vừa là trung tuyến 
Nên ΔNMP  cân tại N  

b) Chỉ ra NO  là tia phân giác MNP ΔONI ΔONB⇒ =  ( cạnh huyền – góc nhọn) 
OI OB R⇒ = =  khi đó MN  là tiếp tuyến của đường tròn ( )O  
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c) Chỉ ra ΔAIB  vuông tại 

090I AIB⇒ =  
d) Chỉ ra AMNB  là hình thang nên có diện tích là  

( ) ( )1 . 2. .
2 2 2

MI IN AB MN RS AM BN AB R MN
+

= + = = =
    

Để S  nhỏ nhất thì MN nhỏ nhất hay MN AM MN AB⊥ ⇒ = . Khi đó AMNB  là hình chữ nhật 
Lại có 2 2 2AM BN MN AB R AM R AM R+ = = = ⇒ = ⇒ =  
Vậy M  nằm trên đường thẳng ( )d  sao cho AM R= . 

Bài 8: Cho nửa đường tròn ( )O  đường kính 2AB R= . Vẽ hai tiếp tuyến Ax  và By  về cùng phía với nửa 
đường tròn. Từ điểm M  tùy ý thuộc nửa đường tròn ( M  khác A  và B ) vẽ tiếp tuyến tại M  cắt Ax  và 
By  lần lượt tại C  và D . Gọi E  là giao điểm của CO  và AM , F  là giao điểm của DO  và BM . 

a) Chứng minh , , ,A C M O       cùng thuộc một đường tròn. 
b) Chứng minh AC BD CD+ =  và tứ giác MEOF  là hình chữ nhật. 
c) Chứng minh .AC BD  không đổi khi M  di chuyển trên nửa đường tròn. 

Bài làm: 
a) Chỉ ra , , ,A C M O       cùng thuộc đường tròn tâm là trung điểm 

của CO  
b) Chỉ ra ,CA CM DM DB= =   

Khi đó CD CM DM AC BD= + = +  
Chỉ ra ,OC AM OD BM⊥ ⊥   và AM BM⊥  
Nên tứ giác MEOF  là hình chữ nhật. 

c) Chỉ ra ( ) 2 2. .OM CMΔOMC ΔDMO g g OM DM CM DB AC R
DM OM

− ⇒ = ⇒ = = =    ∽  

Bài 9: Cho nửa đường tròn ( );O R   đường kính AB . Lấy điểm C  tùy ý trên nửa đường tròn. Về cùng một 
phía với AB  vẽ hai tiếp tuyến Ax  và By  với đường tròn. Vẽ tiếp tuyến của đường tròn tại C  cắt Ax  và 
By  lần lượt tại D  và E . 

a) Chứng minh AD BE DE+ =  
b) AC  cắt DO  tại M , BC  cắt OE  tại N . Tứ giác CMON  là hình gì? Vì sao? 
c) Chứng minh . .MO DM ON NE+   không đổi. 
d) AN  cắt OC  tại H . Khi C  di chuyển trên nửa đường tròn ( );O R   thì H  di chuyển trên đường 

nào? Vì sao? 
Bài làm: 

a) Chỉ ra ,DA DC EC EB= =   
Suy ra DE DC CE AD BE= + = +  

b) Chỉ ra , ,OD AC OE BC AC BC⊥ ⊥ ⊥     
Suy ra CMON  là hình chữ nhật. 

c) Chỉ ra 2.MO DM CM=  và 2.ON NE CN=  
Suy ra 2 2 2 2 2. .MO DM ON NE CM CN MN CO R+ = + = = =   

d) Chỉ ra ΔABC  có H  là trọng tâm nên 1
3 3

ROH OC= =  

Như vậy H  luôn cách O  một khoảng bằng 
3
R . Vậy khi C  di chuyển trên nửa đường tròn ( );O R   

thì H  di chuyển trên nửa đường tròn ;
3
RO 

 
 
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Bài 10: Cho đường tròn ( ); 4O cm    đường kính AB . Lấy điểm H  thuộc OA  sao cho 1OH cm=  . Kẻ dây 
cung DC  vuông góc với AB  tại H . 

a) Chứng minh ΔABC  vuông tại A  và tính AC . 

b) Tiếp tuyến tại A của đường ( )O  cắt BC  tại E . Chứng minh ΔCBD  cân và EC EA
DH DB

=  

c) Gọi I  là trung điểm của EA , IB  cắt ( )O  tại Q . Chứng minh CI  là tiếp tuyến của ( )O  

d) Tiếp tuyến tại B  của ( )O  cắt IC  tại F . Chứng minh ba đường thẳng ,IB HC   và AF  đồng quy. 

Bài làm: 

a) Chỉ ra ΔABC  có CO  là trung tuyến mà 
2

ABCO =   

Nên ΔABC  vuông tại C . 
Chỉ ra ( ) 2 . 3.8ΔAHC ΔACB g g AC AH AB− ⇒ = =    ∽  

24AC cm⇒ =  . 
b) Chỉ ra OH  là trung trực của DC BA⇒  là trung trực của CD  

BC BD⇒ =  nên ΔBCD  cân tại B . Chỉ ra   HBD HBC EAC= =  

( ) CE EAΔACE ΔBHD g g
HD BD

⇒ − ⇒ =  ∽ . 

c) Chỉ ra ΔCAE  vuông tại C  có CI  là trung tuyến nên CI AI=  
I⇒  nằm trên đường trung trực của AC  

Chỉ ra ( )  

090ΔIAO ΔICO c c c ICO IAO= − − ⇒ = =  , hay IC  là tiếp tuyến ( )O . 
d) Gọi G  là giao của IB  với HC . Chỉ ra CF BF=  

Chỉ ra IC IG IA IGCG BF
CF GB BF GB

⇒ = ⇒ =∥  và  AI BF AIG GBF⇒ =∥  

Suy ra ( )   , ,ΔAIG ΔBGF c g c IGA BGF A G F− − ⇒ = ⇒      ∽  thẳng hàng hay , ,IB HC AF     đồng 
quy. 

Bài 11: Cho đường tròn ( );O R  , đường kính 2AB R= . Trên đường tròn ( )O  lấy điểm M  ( )MA MB< . 
Tiếp tuyến tại M  cắt hai tiếp tuyến tại A  và B  lần lượt là C  và D . 

a) Chứng minh CD AC BD= +  
b) Vẽ đường thẳng BM  cắt tia AC  tại E  và vẽ MH AB⊥ . Chứng minh OC MB∥  và 

. .ME MB AH AB=  . 

c) Chứng minh HM  là tia phân giác của CHD .  
Bài làm: 

a) Chỉ ra ,CA CM DM DB= =   
Suy ra CD CM MD AC DB= + = +  

b) Chỉ ra OC AM⊥  và BM AM OC BE⊥ ⇒ ∥  
Chỉ ra 2.ME MB AM=  và 2.AH AB AM=  
Suy ra . .ME MB AH AB=  . 

c) Chỉ ra MC ME CEAE BD
MD MB BD

⇒ = =∥ , mà ,MC CA MD BD= =   

Nen CA ME
BD MB

= . Chỉ ra ME AH CA AH
MB HB BD HB

= ⇒ = ( ) CA CHΔCAH ΔDBH c g c
BD HD

⇒ − − ⇒ =  ∽  

Mà CA CM CH CM HM
BD MD HD MD

= ⇒ = ⇒  là phân giác CHD . 
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Bài 12: Cho đường tròn ( );O R  . Từ một điểm M  nằm ngoài đường tròn, kẻ hai tiếp tuyến ME  và MF  
đến đường tròn ( ,E F   là các tiếp điểm). 

a) Chứng minh , , ,M E O F       cùng thuộc một đường tròn. 
b) Kẻ đường kính ED  của ( );O R  . Hạ FK ED⊥ . Gọi P  là giao điểm của MD  và FK . Chứng 

minh P  là trung điểm của FK . 
Bài làm: 

a) Chỉ ra MEOF  cùng thuộc đường tròn tâm là trung điểm MO . 
b) Gọi ME  và DF  cắt nhau tại G . 

Chỉ ra 
EF MO

MO GD ME MG
EF GD

⊥
⇒ ⇒ = ⊥

∥  

Chỉ ra PK DP PFFK GE PK PF
ME DM MG

⇒ = = ⇒ =∥  

Vì ME MG= . 
 
Bài 13: Cho đường tròn ( );O R   và điểm A  nằm ngoài đường tròn ( )O . Từ A  kẻ hai tiếp tuyến AB  và 

AC  với đường tròn ( )O  ( ,B C   là các tiếp điểm). Gọi H  là giao điểm của OA  và BC . 

a) Chứng minh , , ,A B C O       cùng thuộc một đường tròn. 
b) Chứng minh OA  là đường trung trực của BC . 
c) Lấy D  đối xứng với B  qua O . Gọi E  là giao điểm của AD  với đường tròn ( )O  ( E  không trùng 

với D ). Chứng minh . .DE BA BD BE=   
Bài làm:  

a) Chỉ ra , , ,A B O C       cùng thuộc đường tròn tâm 
là trung điểm AO . 

b) Chỉ ra ,AB AC OB OC R= = =   
nên AO  là trung trực của BC  

c) Chỉ ra BD  là đường kính BE AD⇒ ⊥  
Chứng minh ( )ΔDEB ΔBEA g g−  ∽  

. .DE BD DE AB BD BE
BE AB

⇒ = ⇒ =   

 
Bài 14: Từ điểm A  nằm ngoài đường tròn ( )O , kẻ hai tiếp tuyến AB  và AC  đến ( )O  ( ,B C   là các tiếp 
điểm) 

a) Chứng minh , , ,A B C O       cùng thuộc một đường tròn và BC OA⊥  tại H . 
b) Kẻ đường kính BD  của ( )O . Qua C  vẽ đường thẳng vuông góc với AB , cắt OA  tại E .  

Chứng minh CD OA∥  và tứ giác OBEC  là hình thoi. 
 Bài làm: 

a) Chỉ ra , , ,A B O C       cùng thuộc đường tròn tâm là trung điểm của AO  
b) Chỉ ra OA BC⊥  và CD BC⊥  

Suy ra OA CD∥ . 
Chỉ ra ΔABC  có E  là trực tâm BE AC⇒ ⊥  
Chỉ ra OC AC BE OC⊥ ⇒ ∥  
Khi đó OBEC  là hình bình hành lại có OB OC=  
Nên là hình thoi. 
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Bài 15: Từ điểm A  nằm ngoài đường tròn ( );O R   vẽ hai tiếp tuyến AB  và AC  đến ( )O . 

a) Chứng minh OA BC⊥  tại H  và bốn điểm , , ,A B C O       cùng nằm trên một đường tròn. 
b) Vẽ đường kính BD  của ( )O  và CK BD⊥  tại K . Chứng minh . .AC CD CK AO=   

Bài làm: 
a) Chỉ ra AO  là trung trực của BC OA BC⇒ ⊥  

Chỉ ra , , ,A B C O       cùng thuộc đường tròn có  
Tâm là trung điểm của AO . 

b) Chứng minh ( )ΔACO ΔCKD g g−  ∽  

Vì có  AOC CDK=  ( cùng bằng AOB ) 

. .AC AO AC CD CK AO
CK CD

⇒ = ⇒ =   

 
 
Bài 16: Cho đường tròn ( )O  và một điểm M  nằm ngoài đường tròn. Từ M  kẻ hai tiếp tuyến MA  và MB  

với đường tròn ( )O  ( A  và B  là các tiếp điểm). Gọi I  là giao điểm của OM  và AB . Kẻ đường kính BC  

của đường tròn ( )O . 

a) Chứng minh , , ,A B O M       cùng thuộc một đường tròn. 
b) Chứng minh 2.OI OM OA=  

Bài làm: 
a) Chỉ ra , , ,M B O A       cùng thuộc đường tròn có tâm 

là trung điểm MO  
b) Chỉ ra OM AB⊥  ( )ΔOIA ΔOAM g g⇒ −  ∽  

2 .OA OI OM⇒ =   
 
 
 
Bài 17: Cho điểm M  nằm ngoài đường tròn ( );O R  . Từ M  kẻ các tiếp tuyến ,MA MB   tới đường tròn  

( ,A B   là các tiếp điểm). Gọi H  là giao điểm của MO  với AB .  
a) Chứng minh , , ,M A O B       cùng thuộc một đường tròn. 
b) Chứng minh MO AB⊥  tại H . 
c) Nếu 2OM R= . Tính MA  theo R  và số đo AMB . 
d) Kẻ đường kính AD  của đường tròn ( )O , MD  cắt ( )O  

tại điểm thức hai là C . Chứng minh rằng  MHC ADC= . 
Bài làm: 

a) Chỉ ra , , ,M A O B       cùng thuộc đường tròn có tâm 
là trung điểm của MO . 

b) Chỉ ra ,MA MB OA OB= = ⇒  AO  là trung trực của AB  
MO AB⇒ ⊥  tại H . 

c) Gọi MO  cắt ( )O  tại N . Vì 2OM R=  mà ON R MN R= ⇒ =  

Chỉ ra ΔBON  là tam giác đều   

0 060 30BOM AOM AMB⇒ = = ⇒ = . 



0 3. 2 . 60 2 . 3
2

AM MO sin MOA R sin R R= = = =      

K

D

H

C

B

OA

F

M O

B

A

I

C
E

N

D

H

A

B

O

C

M



 

   34 
 

d) Chỉ ra ( ) 2 .ΔMHA ΔMAO g g AM MH MO− ⇒ =   ∽  

Chỉ ra ( ) 2 .ΔMCA ΔMAD g g AM MC MD− ⇒ =   ∽ . Từ đó suy ra 

( )  . .MH MO MC MD ΔMHC ΔMDO c g c MHC MDO= ⇒ − − ⇒ =    ∽ . 

Bài 18: Cho điểm M  nằm ngoài đường tròn ( );O R   sao cho 2OM R= . Từ điểm M  kẻ các tiếp tuyến 

,MA MB   với ( )O  ( ,A B   là các tiếp điểm). Kẻ đường kính AC  của đường tròn ( )O . Gọi H  là giao 
điểm của AB  và OM . 

a) Chứng minh 4  điểm , , ,A O B M       cùng thuộc một đường tròn. 

b) Tính tỉ số OH
OM

. 

Bài làm: 
a) Chỉ ra , , ,A O B M       cùng thuộc đường tròn tâm là trung điểm của OM . 
b) Chỉ ra ( ) 2 .ΔOHA ΔOAM g g OA OH OM− ⇒ =   ∽  

2 2

2 2
1
44

OA OH R
OMOM R

⇒ = = = . 
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